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Losungsvorschlag zu den Hausaufgaben der 12. Ubung

Hausaufgabe 1: 14-2+3 Punkte
Fiir ein r > 0 sei auf B,.(0) \ {0} die Funktion f durch

flz)= Z anz” "
n=0

definiert. (Darin sei (an)nen C C so gewéhlt, dass die Reihe in B,.(0) \ {0} kompakt konvergiere.)
i) Zeige: f ist holomorph und hat eine Singularitéit in 0.
ii) Unter welcher Bedingung an die a,, hat f eine hebbare Singularitit in 07

iii) Zeige: f hat eine wesentliche Singularitit in 0 genau dann, wenn unendlich viele der a,, von null verschieden
sind.

Losung:

i) 2" als Polynom und damit auch 2 ist holomorph auf B,(0) \ {0}, auch ein Vorfaktor a,, oder endliche Sum-
menbildung &ndert nichts daran. Dass der Limes einer kompakt konvergenten Folge holomorpher Funktionen
holomorph ist, haben wir auf dem letzten Zettel gezeigt. (Blatt 11, PA 3)

ii) Falls a,, = 0 fiir n > 1. Dann némlich ist lim,_,q f(z) = ao.
Auch muss, wenn f holomorph in 0 fortsetzbar ist, a, = 0 fiir n > 0 sein. Denn auch z + 2*f(z) wire
holomorph und (fiir 1 < k € N) damit (fiir ein p € (0,7))

1 1 — 1 1
0=0"f(0)= — 2N a2 = —a, / — = .
271 aBp(O) z nz:;) " nz:;) 271 " BB,)(O) Zn7k7+1

iii) Wenn nur endlich viele a,, von null verschieden sind (und darunter eines mit n > 1 ist), hat offenbar f einen
Pol in 0. Wenn f in 0 eine hebbare Singularitit hat, sind nur endlich viele der a,, (ndmlich nur ag) ungleich 0.

Wenn f einen Pol in 0 hat, gilt nach Korollar 7.7, dass fiir ein m € N und ay, ..., a,;, € C die Funktion
2z f(z) — Z apz " = Z anz" "
n=0 n=m-+1

eine hebbare Singularitéit in 0 hat. Nach den Uberlegungen aus ii) muss damit aber a,, = 0 fiir n > m gelten.

Hausaufgabe 2: 3-+3 Punkte
Es seien fi(z) := kzo(fl)k% und fo(2) := kzo(fl)k%. Bestimme fiir j € {1, 2} jeweils das Gebiet G; C C

maximal, so dass f_J : G — C holomorph ist. Stelle fiir j € {1,2} die Funktion f; mit Hilfe der sin-Funktion dar
und gib fiir die so erhaltene Funktion an, ob sie auf ganz C holomorph fortsetzbar ist und von welchem Typ die



Singularitdt in zg = 0 ist.

Loésung:
Es gilt fi1(z) =

k
ap 2™ mit asy 1= % und agg4+1 = 0 fiir k£ € Ny. Also ist f; eine Potenzreihe und es gilt

18

n=0

1
0 <limsup V/|ay| = lergO R/ |agk| = lem %

1
- < lim - =
m su Vo7 ey e TR

Daher hat die Potenzreihe Y a, 2™ den Konvergenzradius oo, so dass f; in ganz C wohldefiniert und holomorph ist.
n=0
Also gilt Gy = C.
Weiter gilt fa(z) = fIT(Z) fiir z € C\ {0}, so dass aus dem gerade gezeigten folgt, dass fo auf C\ {0} wohldefiniert

und holomorph ist. Wegen f;(0) = ag = (711!)0 =1 gilt

1 ..
| f2(2)] = [f1(2)] - T = [f1(0)] 0o =00  fiir 2z = 0(2 #0).
Somit hat fs in zy = 0 einen Pol und ist daher nicht zu einer holomorphen Funktion auf ganz C fortsetzbar. Also
gﬂt GQ =C \ {O}

Nach Definition 3.10 gilt sin(z) = > (1)
k=0

L p2k+1

TS fiir z € C. Somit gilt

filz) = sinz(z) und  fo(z) = Sil;(;) fir z € C\ {0}.

Da f1 holomorph in C ist, ist die Funktion f : C\ {0} — C, f(z) := % fir z € C\ {0} durch die Definition
£(0) := f1(0) = 1 auf C holomorph fortsetzbar. Da f; holomorph in C ist, ist f in B1(0) \ {0} beschrénkt und hat
somit eine hebbare Singularitdt in zg = 0.

Die Funktion fo(z) = S”Zl# hat wie oben gezeigt einen Pol in zy = 0 und ist daher nicht holomorph fortsetzbar
auf C. Weiter gilt fa(2) = 271 - fi(2) fiir z € C\ {0}. Da f; holomorph in C ist und f;(0) = 1 # 0 gilt, hat somit
fa(z) = W;—gz) in zp = 0 einen Pol der Ordnung 1 nach Definition 7.8.

Hausaufgabe 3: 6 Punkte

Es seien G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph mit f #Z 0, zg € G eine Nullstelle von f und m € N. Zeige, dass
es r > 0 gibt, so dass % holomorph in B, (z0) \ {70} ist, und beweise, dass die beiden folgenden Aussagen dquivalent
sind:

(i) f hat in 2z eine Nullstelle der Ordnung m.

(ii) % hat in zg einen Pol der Ordnung m.

Losung:

Da G offen ist mit zg € G, gibt es R > 0 mit Bg(z9) C G. Da Bgr(z) kompakt ist und f # 0 gilt, hat f nach dem
Identitéitssatz endliche viele Nullstellen in Br(zp). Sind z2g, .. ., 2z, fiir ein m € Ny diese Nullstellen von f in Bg(zo),
S0 ist 2z die einzige Nullstelle von f in B,.(zq) fiir

1

S R, falls m = 0,
| g -min{[zr — 20| [k € {1,...,m}}, falls m € N,

wobei mit dieser Definition r > 0 und B,(z9) C Br(20) C G gilt. Daher ist f holomorph in B,(29) \ {20} und hat
in diesem Gebiet keine Nullstelle, so dass auch % holomorph in B,(zg) \ {20} ist.

Wir zeigen nun die Aquivalenz der Aussagen (i) und (ii).

»(1) = (i) f habe in zy eine Nullstelle der Ordnung m. Dann gibt es nach PA1 eine holomorphe Funktion
g: G — Cmit g(z) #0und f(z) = (2 —20)"g(z) fir z € G. Da f in B,(z0) \ {20} keine Nullstelle hat, gilt g(z) # 0
fiir alle z € B, (zp). Daher ist h := % holomorph in B, (%) mit h(zp) # 0 und (%)(2) = (2 —29)”™ - h(z) fiir alle

z € Br(z0) \ {70} Ist % in einem Gebiet (G \ {20}) C G mit B,(zp) C G holomorph, so ist die Funktion

R(z) = { h(z), falls z € B, (2o),

(z}(zzo))m’ falls z € G\ B,(20),




(z=z0)™

holomorph in G. Denn wegen h = h in B,(z) ist A holomorph in B,(z) und auRerdem ist die Funktion 72

holomorph in G\ {zo} und stimmt in diesem Gebiet mit h iiberein. Somit ist & in jedem z € G komplex differenzierbar
und damit holomorph in G. Weiter gilt h(z9) = h(z9) # 0 und (%)(z) = (z2—29)"™-h(z) fir alle z € G\ {z}. Nach
Definition 7.8 hat somit % in 2y einen Pol der Ordnung m.

H(11) = (1) % habe in 2 einen Pol der Ordnung m. Dann gibt es nach Definition 7.8 eine holomorphe Funktion
h: By(z9) = Cmit h(zp) # 0 und (%)(z) = (z—2z9) ™-h(z) fir alle z € B,(20)\{z0}. Insbesondere gilt dann h(z) # 0
fiir alle z € By(2). Somit ist die Funktion g := 4 holomorph in B, (z0) mit g(z0) # 0 und f(2) = (z — 20)™ - g(z)
fiir alle z € B,(20) \ {z0}. Wegen f(z0) =0 und m € N gilt dann f(z) = (z — 20)™ - g(z) fiir alle z € B,(z). Weiter

ist die Funktion
. g9(z), falls z € B,(29),
g(z) == f(z)

falls z € G\ By(20),

(z—zg)™?

holomorph in G. Denn wegen § = g in B, (zp) ist § holomorph in B,(zp) und aufierdem ist die Funktion (zi(%)m
holomorph in G\ {2p} und stimmt in diesem Gebiet mit § iberein. Somit ist § in jedem z € G komplex differenzierbar
und damit holomorph in G. Weiter gilt §(zo) = g(20) # 0 und f(2) = (z — 20)™ - §(2) fiir alle z € G. Somit hat f in

zo eine Nullstelle der Ordnung m.

Hausaufgabe 4: 12 Punkte

Untersuche jeweils, von welchem Typ die Singularitét von f in zg ist. Gib, falls eine hebbare Singularitét vorliegt,
eine Fortsetzung f von f an, die in einer Umgebung von zy holomorph ist. Bestimme, falls ein Pol vorliegt, die
Ordnung des Pols von f in zg.

(a) f(2) =5zt 20:=0,

1

(b) f(2) = e, 20 =0,
©) £(2) = by 0=,

cos(%)

(d) f(Z) = Sinz(z)’ 20 = T,
() f(2) =2, 2 =0,

(f) f(2) == 2% cos(), zo := 0.

Losung:

(a) Mit g(z) := €* fiir z € C ist g holomorph in C. Daher gilt

. 1 g(z)—g(0) 1
im f@) =g lim T =g

_— %’7 falls z =0,
f(z) = { f(2), falls z € C\ {0},

A O — J. 2-0 — 1
g0) =i =¢
Somit ist f durch

stetig auf C fortsetzbar, da f in C\ {0} holomorph und daher auch stetig ist. Somit ist f in B (0) als stetige
Funktion beschrankt. Insbesondere ist daher f in By(0)\ {0} beschrankt und hat daher in zy = 0 eine hebbare
Singularitét. Daher hat f nach Satz 7.5 eine eindeutige holomorphe Fortsetzung auf C. Diese Fortsetzung muss
insbesondere stetig in C sein und daher mit f iibereinstimmen. Also ist f die holomorphe Fortsetzung von f

auf C.
(b) f ist holomorph in C\ {0} und es gilt
f(x)zew%—)—&—oo fir x e R\ {0}, z — 0.

Somit ist f unbeschrankt in B,.(0) \ {0} fiir jedes » > 0 und hat daher keine hebbare Singularitdt in zp = 0.
Weiter gilt

L
2

fly)=¢e ¥ =50 fir y e R\ {0}, y — 0.

Daher gilt | f(z)| 4 oo fiir z — 0, so dass f auch keinen Pol in z hat. Somit hat f eine wesentliche Singularitét
in zg = 0.



()

Es sei g(z) := sin®(2) fiir z € C. Dann ist g eine ganze Funktion und es gilt fiir z € C
g (z) = 3sin?(2)cos(z), g (z) = 6sin(z) cos?(z) — 3sin>(2),
g"(z) = 6cos’(z) — 12sin’(2)

2
)

= 6cos®(z) — 21sin?(z

cos(z) — 9sin?(z) cos(2)

cos(z).

Wegen sin(m) = 0 und cos(m) = —1 folgt daher g(7) =0, ¢'(7) =0, ¢’(7) = 0 und ¢"’(7) = —6 # 0. Somit
hat g(z) = sin®(z) nach Definition 6.6 in 2y = 7 eine Nullstelle der Ordnung 3. Nach Aufgabe 3 hat somit
m einen Pol der Ordnung 3 in zp = 7. Dann hat auch f(z) = ﬁ einen Pol der Ordnung 3 in zg = T,
da ein konstanter Faktor den Typ der Singularitit nicht verindert. (Nach Definition 7.8 gibt es eine in B, (7)
holomorphe Funktion h mit h(zp) # 0 und ﬁ = (z — m)73h(2) fiir 2 € By(m) \ {r}. Dann ist aber auch
h := 4h holomorph in By(7) und erfiillt h(z0) # 0 und f(z) = (z — 7)~3h(z) fiir z € Bx(r) \ {r}, so dass f
einen Pol der Ordnung 3 in 7 hat.)

Es seien g(z) := cos(5) und h(z) := sin?(z) fiir z € C. Dann sind ¢ und h ganze Funktionen und es gilt fiir
ze€C

) = —ysn(Z),

B'(z) = 2sin(z)cos(z), h"(z)=2cos?(z) — 2sin?(2).
Wegen cos(—%) = 0 = sin(—) und sin(—%) = —1 = cos(—) gilt also g(—7) = 0, ¢/(—7) = 3 # 0 sowie
h(—=m) =0, '(—7) = 0 und A”(—m) = 2 # 0. Daher hat nach Definition 6.6 g eine Nullstelle der Ordnung 1
und h eine Nullstelle der Ordnung 2 in zg = —. Also gibt es nach PA1 auf C holomorphe Funktionen k& und
I mit k(29) # 0, I(20) # 0 sowie g(2) = (2 — 20)k(2) und h(z) = (2 — 20)2I(2) fiir z € C. Wegen sin(z) # 0 fiir
z € Br(—m) \ {—n} gilt somit I(z) # 0 fiir z € Bx(—7), so dass m := % holomorph in B, (—) ist. Weiter gilt

m(zo) = ’;((ZZ(?)) # 0 sowie

= 9(2) = (2 = 20)k(2) =(z—2) " 'm(z ur z —T s
F6) = 50 = ooy = =200 m(z) iz € Bo(-m)\ ).

Daher hat f nach Definition 7.8 einen Pol der Ordnung 1 in zy = —.

Mit g(z) := e* — 1 fiir z € C ist g eine ganze Funktion mit ¢'(z) = e* fiir z € C. Somit gilt g(0) = 0 und
¢’'(0) = 1 # 0, so dass g nach Definition 6.6 eine Nullstelle der Ordnung 1 in zp = 0 hat. Nach Aufgabe 3
hat é somit einen Pol der Ordnung 1. Wegen Definition 7.8 und g(z) # 0 fir z € By,(0) \ {0} gibt es also
eine in By, (0) holomorphe Funktion A mit h(0) # 0 und ﬁz) = z71h(2) fiir 2 € Ba,(0) \ {0}. Dann ist
k(z) := (2% + 1) - h(2) holomorph in Ba,(0) mit k(0) = 1-h(0) # 0 und

22 +1 1

=z

9(2)

Daher hat f nach Definition 7.8 einen Pol der Ordnung 1 in zg = 0.

f(z) =

< k(z) fiir z € Ba,(0) \ {0}.

f ist holomorph in C\ {0} und es gilt

|f(2)] = 2*-

X

1
cos(>’§x2.1:m2_>o fir x € R\ {0}, z — 0.

Somit gilt |f(z)] /4 oo fiir z — 0, so dass f keinen Pol in zy = 0 hat. Weiter gilt fir y € (0,1) C R mit
Proposition 3.11

1 . )
Fal = [ S (e e )| =
Wegen 1 — oo fiir y \, 0 folgt

|f(iy)] = oo fiiry € (0,1), y \, 0.

Daher ist f unbeschrénkt in B;(0)\ {0} und hat somit in zy = 0 keine hebbare Singularitét. Nach Definition 7.3
hat f somit eine wesentliche Singularitét in zp = 0.



Hausaufgabe 5: 4 Punkte
f habe in 0 einen Pol. Zeige: Die durch

definierte Funktion hat in 0 eine hebbare Singularitét.

Losung:

Da f einen Pol in 0 hat, gibt es nach Corollar 7.7 ein minimales m € N und eine holomorphe Funktion h mit
f(z) = 27™h(2) und h(z) = Y .7 jan,z". (Dabei sichert die Minimalitét von m, dass ap # 0; andernfalls wéhle
h(z) = 22

Damit ist
! _ —m—1 —-my,/ 1
im zf'(2) ~ lim z(—mz h(z) +z"™h/(2)) — m+ lim zh/(2)
z—0 f(z) 2—0 27mh(2) z—0 h(2)
i lim 2nz0 "

z—0 ano anz™

also g stetig (und damit holomorph) in 0 fortsetzbar; die Singularitét ist daher hebbar.

Hausaufgabe 6: 3 Punkte

Seien f,g: D — C holomorphe Funktionen, die in zy € D eine Nullstelle derselben Ordnung m haben. Zeige: Dann
hat h := 5 eine hebbare Singularitit in zg und es gilt

i 1) _ £ o)

zZ—20 z) g(m)(zo) ’

Losung:
Es ist nach Definition der Nullstellenordnung, wegen Satz 6.2 und nach Voraussetzung

% e(n)(, (), 00 (mtn)(,
z) = Z fTEO)(Zf 20)" = Z fTSO)(z —2)" = (2 — zo)mz fi(o)(ziz())n

|
n=0 : n=m : n=0 (m + n)

sowie
(m+n)

9(2) = (2 — 20) Zg (2 —20)",

m+n

wobei f™)(29) # 0 # g™ (2p). Damit folgt

(m+n) 2 n

Cfe) L e e (- )
lim = lim o

=20 9(2) 2R (2 ) o Lt (2 — z)"

o flmEn)(, .
Yoo Lo (2 — 20)
= lim

z—20 Z 0 g(m+")(20) (Z _ Zo)n
n=

(m+n)!
£ (20)

_ m!

T g™ (20)
m!

:f(m)(zo)
g(m) (ZO) ’




