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Lésungsvorschlag zu den Hausaufgaben der 13. Ubung

Hausaufgabe 1: 3+3 Punkte

Entwickele jeweils f in eine Laurentreihe in A, r(zo).

(a) f(z):= zsin(ziz), z0:=—2,7:=0, R:= 00;

(b) f(z):= m, 20:=0,7:=0, R:=1sowie r:=1, R:=2 sowie 1 := 2, R := oc;

Losung:

(a) Fir z € Ay oo(—2) = C\ {—2} gilt mit der Definition des Sinus

flz) = zsin(ziz)_(z+2_2)sin(zi2>
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Somit ist die Laurentreihe von f in Ag o (—2) gegeben durch f(z) = > an(z+2)™ mit
n=—oo
%, falls n = —2k fiir ein k € Ny,
ap = i1
w, falls n = —2k — 1 fiir ein k£ € Nj.

(=n)!
(b) Mit Partialbruchzerlegung gilt fiir = € C\ {1, -2}
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Mit der geometrischen Reihe gilt > &F = ﬁ fiir ¢ € B1(0). Somit folgt fiir z € A 1(0) wegen |z| < 1 und
k=0 ‘
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wobei die letzte Gleichheit wegen —= + (3 é) = 0 gilt.
Fiir z € A;2(0) gilt wegen [1] < 1 und -3l <1

) = sptaes =i T3 T
T 3(-1) 3(:+2 3 1-1 3 1-(—3
o] k o) o) oS
1 1 1 z\kF 1 _k (-DkF
- 1) SR R
k=0 k=0 k=0 k=0
00 oo —1 0
_ 1 —k—1 (_1)k k _ 1 n (_1)TL n
- Z§ o +23.2k'z - 37 +23 on *
k=0 k=0 n=-—oo n=0
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Hausaufgabe 2: 3+3 Punkte

Es seien f,g: C\ {0} — C holomorph. Beweise die folgenden Aussagen:

(a)
(b)

Hat f in 0 einen Pol und g dort eine wesentliche Singularitét, so hat f + g in 0 eine wesentliche Singularitét.

f hat genau dann eine wesentliche Singularitét in 0, wenn zu jedem m € N eine Folge (zx)reny C C\ {0}
existiert mit z; — 0 und |2} f(2x)| — oo fir k — oo.

Loésung:

(a)

Da f in 0 einen Pol hat, gibt es ein m € N, so dass f in 0 einen Pol der Ordnung m hat. Nach Proposition 7.16
gilt somit fiir die Laurentreihen von f und g in Ag «(0) = C\{0},dass f(z) = > axzFundg(z)= Y bgz®
k=—m k=—o00

fir z € C\ {0} mit ag,br € C mit by, # 0 fiir eine Folge (k;) jen C Z mit k; — —oo fiir j — oo gilt. Nun ist
auch f + g in C\ {0} holomorph, so dass (f +g)(z) = . cp2" fiir 2 € C\ {0} gilt. Wegen

k=—o0

o] —m—1

(f+9)(z Z apz® + Z b2t = Z (ar, + bg)2" + Z by 2"

k=—m k=—oc0 k=—m k=—0o0

gilt ¢, = by fiir alle k < —m — 1. Wegen k; — —oo fiir j — oo gibt es jo € N mit k; < —m — 1 fiir alle
J = jo. Somit gilt ¢y, = by, # 0 fiir alle j > jo. Daher hat f + g in 0 nach Proposition 7.16 eine wesentliche
Singularitét.

»,=": f habe in 0 eine wesentliche Singularitit. Es sei m € N beliebig. Die Funktion h(z) := 2™ - f(z) fir
z € C\ {0} ist holomorph in C \ {0}, da 2™ eine ganze Funktion ist. Es sei nun f(z) = . a2* die

Laurentreihe von f in Ag o (0) = C\ {0}. Dann gibt es nach Proposition 7.16 eine Folge (k;)jen C Z mit
kj — —oc fiir j — oo und ay, # 0 fiir alle j € N. Nun gilt aber

)=2" E apz’ = E apztt E Apem 2"

k=—o0 k=—o0 n=-—oo



Somit hat h die Laurentreihe h(z) = 3. bz mit by = ag_,, fiir k¥ € Z. Nun gilt aber br,+m = ax; # 0 fiir
k=—o0

alle j € Nund k; + m — —oo fiir j — oo. Somit hat h nach Proposition 7.16 eine wesentliche Singularitét

in 0. Nach dem Satz von Casorati-Weierstraf gibt es daher eine Folge (zx)reny € C\ {0} mit z; — 0 und

|27 f(z)| = |h(21)| = oo fiir kK — oo.

»<="Zu jedem m € N gebe es eine Folge (z)ren C C\ {0} mit 2z — 0 und |2} f(z)| — oo fiir k — oco.

Sei zunéchst m = 1. Wegen |z - f (z)| — oo und 2z, — 0 fiir K — oo mit einer geeigneten Folge (zx)ren € C\{0}
muss | f(zx)| — oo fiir k& — oo gelten. Somit hat f in 0 keine hebbare Singularitét.

Angenommen, f hat einen Pol in 0. Dann hat f dort einen Pol der Ordnung m fiir ein m € N. Nach Definition 7.8
gibt es dann eine ganze Funktion g mit f(z) = 27 -g(z) fiir z € C\ {0}. Dann folgt aber |2 f (zx)| = |g(zk)| =
|g(0)] < o0, da g stetig in 0 ist. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl der Folge (zx)ken. Somit hat f auch keinen
Pol in 0 und daher hat f dort eine wesentliche Singularitét.

Hausaufgabe 3: 3 Punkte

Die Funktion f(z) = > ¢ anz™ habe in z einen Pol m-ter Ordnung. Zeige: Dann ist

n=—oo

_ 1 dmfl
1= (m—1)ldzm-1

[(z = 20)™ f(2)]-

Losung:
Da f in zy einen Pol der Ordnung m hat, ist f(z) = (2 —20) "™ g(z) mit einer holomorphen Funktion g mit g(zo) # 0.
Es folgt

f(z) =(z — 20)""9(2)
() (2
=(z—29)™ " Z g %) k(‘ )(z —2)*

Der Koeflizient fiir [ = —1, als das Residuum, ist folglich

9" V(=)
(m—1)!

und da g(z) = (2—20)™ f(2) auf einer Umgebung von zy, folgt damit die Behauptung direkt aus der Stetigkeit von g.

Hausaufgabe 4: 44444 Punkte

Berechne die folgenden Integrale.

2
22°+72+11 dZ,

(@) Jop,0) Fraraa

(b) f832(72) (z+1§3(z+2)

22

dz,

©) [on ex cos(1)dz, wobei OH der Rand des Rechteckes mit den in dieser Reihenfolge durchlaufenen Eckpunkten

—2—14,3—1,34+2i und —2 + 27 sei und H das Innere dieses Rechteckes bezeichne.

Losung:



(a) Es gilt

222 + T2+ 11 222 + 72+ 11 222 + 72+ 11

f(z) =

PB4+42—z—4 (z4+4(=2-1) (z-D(E+1D(z+4)’

so dass f holomorph in B3(0) \ {1,—1} ist. Da f in 1 und —1 jeweils einen Pol hichstens erster Ordnung hat,
gilt mit dem Residuensatz und Proposition 8.7, da 0p, () nullhomolog in B3(0) nach Proposition 8.4 ist und
n(0B2(0), z) = 1 fiir alle z € By(0) nach Beispiel 4.16 gilt,

/ f(z)dz
9B2(0)

z2
(b) Mit f(2) := rifocrs

273 (n(0B2(0),1) - res(f; 1) + n(0B2(0), —1) - res(f; —1))
2mi (res(f; 1) + res(f; —1))
21 (1 - lim {(z -1t f(z)} + % '213131 {(Z+ ' f(z)})

0' z—1

ori [ 1i 222 + 72+ 11 . 222 + 72+ 11

m-—— im —
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(24+T7T+11 2-T7+11
211

2-5 (-2)-3

) = 2i (2 — 1) = 2ri.

ist f holomorph in C\{—1, —2}. Wegen —1, —2 € By(—2) und da dB3(—2) nullhomolog

in C nach Proposition 8.4 ist, kann man den Residuensatz auf das zu berechnende Integral anwenden. Nach
Beispiel 4.16 gilt weiter n(0B2(—2), z) = 1 fiir alle z € Ba(—2). Somit gilt mit dem Residuensatz

/ f(z)dz = 2mi (n(aBQ(fQ), ~1) - res(f; —1)
9Bs(—2)

+n(0B2(—2),—2) - res(f; —2))
= 2mi(res(f;—1)+res(f;—2)).

Da f in —2 einen Pol héchstens erster Ordnung hat, folgt mit Proposition 8.7

2
] 1 ) 1 L e? - et !
res(fi=2) = g im {20 f2)) = lm, ey =y = e
22
Da f in —1 einen Pol hochstens dritter Ordnung hat, folgt mit Proposition 8.7 und g(z) := =)
1 & 5 1 &2 e 1,
restfimh) = gpe m E G DT @) =5 gy =Y

Nun gilt fiir z € C\ {2}

g (2)

9" (2)

g"(=1)

Somit folgt

2z-e” (z42)—e” -1 (222442 —1)e*

[(4z+4)e

(z +2)2 B (z+2)? ’
P (222442 - 1)22- €] (2 + 2)2 — (222 + 42 — 1)e* - 2(z +2)

[(4z +4)e

(z+2)*

P (222442 -1)22-¢% (2 +2) — (222 + 42 — 1)e* -2

(z+2)3

[(42% + 822 + 22 + 4)(2 + 2) — 2(22% + 42 — 1)]e*

[(—4+8-2+4)-1-202-4-1)-¢

(z+2)° ’

= 12e.

/ f(z)dz
0B2(-2)

1

= 2mi(res(f;—1)+res(f;—2)) = 2mi (; -12e — e4>

211 (66 — 64) .

(c) Mit f(z) := e cos(L) ist f holomorph in C \ {0}. Weiter ist OH ein geschlossener stiickweise glatter Weg in

z

C, so dass 9H nach Proposition 8.4 nullhomolog in C ist, da C sternférmig ist. Es gilt n(0H, z) = 1 fiir alle
z € H. Somit gilt mit dem Residuensatz

f(2)

OH

dz = 2mi-n(0H,0) - res(f;0)=2mi-res(f;0).



Weiter gilt fiir z € C\ {0} mit Proposition 3.11

1/ . . 1 ;
f(z) = e% . 5 (el'% 6714§> = 5 (eT + e = )

Dies ist die Laurentreihe von f in Ag o (0). Somit gilt nach Definition 8.1

(140" +1—i)™" 1+ +(1—i) 2
0) = S A S S/
res(f;0) 2 (—n)! S 21! 2
Daher folgt
f(z)dz = 2mi - res(f;0) = 2mi.
oH
Hausaufgabe 5: 4+4-+4 Punkte
Berechne die folgenden Integrale:
(8) Jomyo {5in (55 ) + 2205 4 b s,
() Jopa(o) Frmraer 4%
22
(c) fBB4(0) oy de.
Losung:
(a) Es seien f(z) := sin (ﬁ), g9(z) = M und h(z) := 2214_4 = (Z_2i)1(z+2i). Dann sind f holomorph

in C\ {2}, g holomorph in C\ {0} und h holomorph in C \ {2i,—2i}. Weiter ist dB10(0) ein geschlossener
stiickweise glatter Weg in C und C ist sternformig, so dass 9B10(0) nullhomolog in C nach Proposition 8.4 ist.
Nach Beispiel 4.16 gilt weiter n(0B10(0),z) = 1 fiir alle z € B1(0). Somit gilt nach dem Residuensatz

/ (F(2) + 9(2) + h(2)) dz
9B10(0)

B /8310(0) Jled /3310(0) o) dz /3310(0) He)ds
271 - n(0B10(0),2) - res(f;2) + 2mi - n(0B1(0),0) - res(g; 0)

+27i - n(0B19(0), 2i) - res(h; 2i) 4+ 2mi - n(0B10(0), —21) - res(h; —24)
= 2mi(res(f;2) +res(g;0) + res(h; 2i) + res(h; —2i)) .

Nun ist die Laurentreihe von f in A - (2) gegeben durch

f(z) = sin (2_12> _ i (2(];13’1“)! . <2i2>2k+1

k=0
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_ Z ( 1) ._(2_2)72k71
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Somit ist der Koeffizient vor (z —2)~! gleich (_11!)0 =1, so das res(f;2) = 1 nach der Definition des Residuums
gilt.

Weiter gilt g(z) = 2% — 3 fiir z € C\ {0}. Somit hat ¢g in z = 0 eine hebbare Singularitét. Also ist die
Laurentreihe von g in Ag «(0) eine Potenzreihe, so dass ihr Hauptteil gleich 0 ist. Somit ist insbesondere der
Koeffizient vor 2~ gleich 0, so dass res(g;0) = 0 nach der Definition des Residuums folgt.

Weiter hat h einen Pol hochstens erster Ordnung in z = 2¢ und z = —24, so dass nach Proposition 8.7 gilt
1 1 1
res(h;2i) = o ZILH%Z{(Z —2i)-h(z)} = 2131211 TR
. 1 . . . 1 1
res(h; —2i) = o Zgril%{(z +2i)-h(z)} = zll)rflm T

Es folgt insgesamt

1 1
/ (f(z) +g(2) + h(z)) dz = 2mi <1 +0+ —— ) = 2mi.
5 4 4

Es gilt
e? e? e?

1(z):= A 123122 22(22 4+ 224 2) - 22(z = (=1419)(z — (=1 —14))’
so dass f holomorph in C\ {0,—1+4¢,—1—4} ist. Da f in —1+4¢ und —1 — ¢ jeweils einen Pol hochstens erster
Ordnung sowie in 0 einen Pol hichstens zweiter Ordnung hat, gilt mit dem Residuensatz und Proposition 8.7,

da Op, () nullhomolog in C nach Proposition 8.4 ist und n(9B3(0), z) = 1 fiir alle z € B3(0) nach Beispiel 4.16

gilt,
/ f(z)dz
9B3(0)

271 (n(@Bg(O), 0) - res(f;0)

+n(0B3(0), —1 +1) - res(f; —1 +1)
+n(8B5(0), =1 — i) - res(f; —1 — i))
= 2mi(res(f;0) +res(f;—1+1i)+res(f;—1—1))
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250dz 2242242 214 22(2 4+ 1 414)

ez
i _—
+ i 22(z+1-— Z))

2(22 4224+ 2) —e*(22 4+ 2
— onif i CE 22 (22 42)
Z=0 (22 4+ 22+ 2)?

o1t o1
202 20 (—20)

2_9 —1+14 —1—3 7 —1i
- 27ri< +& € >=m'e—1e+e

4 4 4

= mie ' cos(1) =i -

(¢) Es seien f(z2) := 62'272_1 sowie g(z) := 22 und h(z) := €?* — 1. Dann sind g und h ganze Funktionen und es gilt

h(z) =0 <= 2z=2kmiflireinkecZ <= 2z=kmifireinkeZ.

Somit ist f holomorph in Bs(0) \ {0, mi, —mi}. Weiter ist 0B4(0) ein geschlossener stiickweise glatter Weg
in B5(0) und Bj(0) ist sternformig, so dass 9B4(0) nullhomolog in Bs(0) nach Proposition 8.4 ist. Nach
Beispiel 4.16 gilt weiter n(0B4(0), z) = 1 fiir alle z € B4(0). Somit gilt nach dem Residuensatz

/ f(z)dz
9B4(0)

omi (n(aB4(0), 0) - res(f;0)

+n(0B4(0), i) - res(f; mi) + n(0B4(0), —mi) - res(f; —7ri))
= 2mi(res(f;0) + res(f;mi) + res(f; —mi)).



Nun gilt h/(z) = 2e%* # 0 fiir alle z € C. Daher hat h in z = 0 eine Nullstelle der Ordnung 1, so dass %
dort einen Pol der Ordnung 1 nach Aufgabe von Ubungsblatt 11 hat. Somit gibt es eine in Bs(0) holomorphe
Funktion & mit £(0) # 0 und h(lz) = z71k(2) fiir z € B3(0) \ {0}. Es folgt

22

f(z) = n(z)
Da z-k(z) holomorph in B3(0) ist, ist somit f holomorph fortsetzbar in Bs(0) und hat eine hebbare Singularitét
in z = 0. Somit ist die Laurentreihe von f in Ag 3(0) eine Potenzreihe, so dass res(f;0) = 0 gilt, da der Hauptteil
der Laurentreihe gleich 0 ist.

Weiter gilt g(mi) = g(—mi) = —m2 # 0 und h/(2) # 0 fiir alle 2 € C. Somit folgt mit Proposition 8.9

=z-k(2), z € Bs(0) \ {0}.

) g(mi) —72 2

res(f;mi) = e = San = g
o g(—mi) —7? 72
res(fimmi) = Ty T aem = g

Somit folgt insgesamt

Hausaufgabe 6: 4+4 Punkte
Berechne die folgenden Integrale:

2
(a) Joo Aty da,

(b) fooo m dz.

Losung:

(a) Es sei f(z) := 2422 Wir berechnen zuniichst die Nullstellen des Nenners. Mit w = 22 gilt w? + w+1 =0

2442241
fur
1 1 V3
= —— 771:77i.7
R PR
also
w—71+i é—el%r w—flfi é—ei%r
! 2 2 2 2 2

21:\/171:6’%:5—&-2 - 22——2126172—7—2-7,
2m 1 3 5m 1 3
Z3=\/w2262%=—§+i~§, Z4:—Z3261725—i~%.

Mit H := {z € C|Im(z) > —3} ist H konvex und damit sternférmig sowie offen und zusammenhéngend, also
ein sternférmiges Gebiet. Es sei nun R > 2. Dann ist

t, falls t € [-R, R],
YR [-R,R+ 7] = C, vg(t) := { R.ci(t—R) falls £ € ER R-i]-ﬂ']

ein geschlossener stiickweise glatter Weg in H, der den durch v berandeten Halbkreis Mz im mathematisch
positiven Sinn umliuft. Somit gilt insbesondere n(yg,z) = 1 fiir alle z € Mg. Auferdem ist vz nullhomolog
in H nach Proposition 8.4, da H sternférmig ist. Wegen 21, 23 € Mg und 29,24 € C\ H ist somit f holomorph
in H\ {z1, z3}. Somit folgt aus dem Residuensatz

f(z)dz 2mi (n(ygr, 21) - res(f; z1) + n(yr, 23) - res(f; 23))

TR
= 2mi(res(f;z1) +res(f;z3)).



Wegen f(z) = (zle)(zfzz;gizg)(zfz‘;) hat f in z; und z3 jeweils einen Pol hochstens erster Ordnung, so dass

mit Proposition 8.7 folgt

2?42z
) = i - — 1
res(f;z1) Zi)rrzll{(z 21)f(2)} = Jim =) =)z — =)
22+ 22 I L RS RV R R

(21— z)(z1 —28)(z1 —2a)  (1+4V3)-1-iv/3  iV/3-3
(1+43v3)(—iv3—3)  —ivV3—-3+9—149v3 6—1i-10V3

2(iv3 —3)(—iv3—3) 23+9) ou
_ 1, 5v3
4 127
22+ 2z
res(f,z3) zlgzlg {(Z 23) (Z)} zi)nzlg (Z _ Zl)(Z _ 22)(2 _ 2’4)
B 23+ 223 i 1403 3B
(23—21)(23—2’2)(23—2:4) (71) \f (71+Z\[) Z\/§+3
BB _9-3-i-6V3 _ 6-i-6V3
2(3 4+ iv3)(3 —iV/3) 2(9+ 3) 24
1 V3
= ittt
Daher gilt
1 5v/3 1 V3 V3 s
f)dz = 2mi|-—i - — +—- — | =27 (=) — = —.
[m 4 12 4 4 6 V3
Mit ag := Yrl—r,r) und Br = 7|[r, R+~ folgt dann
R 42
t°+2¢
)dz + d */ dt + dz. 1
= [ @ [ e [ T [ e (1
Nun gilt mit der Standardabschétzung
2%+ 22 |2]2 + 22|
d = —_ R- —_
‘ ﬂRf(Z) ‘ L(Br) - m b z4—|—z2+1’ T e [z]4 =22 =1
R? +2R R? +2R? )
= WR.R4—R2—1_W.R4—R2—1_>O fir R — oo.

Somit folgt aus (1) fiir R — oo
e ] t2
/ +2¢ g
N R V3

Es sei f(z) := (22i1)4 = (z_i)41(z+i)4. Somit ist f holomorph in C\ {¢, —¢} und hat in ¢ und —i jeweils einen

Pol vierter Ordnung. Mit H := {z € C|Im(z) > —3} ist H konvex und damit sternférmig sowie offen und
zusammenhéngend, also ein sternférmiges Gebiet. Es sei nun R > 1. Dann ist

t, falls t € [-R, R],
ri =R Rt w] = Coya(t) = { R eit—1) falls t € ER R-iﬂ']

ein geschlossener stiickweise glatter Weg in H, der den durch yr berandeten Halbkreis My im mathematisch
positiven Sinn umléuft. Somit gilt insbesondere n(yg,z) = 1 fiir alle z € Mp. Auerdem ist vz nullhomolog
in H nach Proposition 8.4, da H sternformig ist. Wegen i € Mg und —i € C \ H ist somit f holomorph in
H \ {i}. Somit folgt aus dem Residuensatz und Proposition 8.7 mit g(z) := da f in ¢ einen Pol vierter

(z+z)4’
Ordnung hat,
/ f(x)dz = 2mi-n(yg,i)- res(f;i) =2mi-res(f;i)
TR
1 43 2mi "
= 2 gl o {7 ()} = = lim g™ (2)
i 5 (—=4)-(=5) - (—6) w120 407
= — l1m = —— . = —
30 (2407 3 (207 27t 43
- ome B 51
T 16-1-(—i)  16°



Mit ar := Yr||—r,r) und Br = v|[r, g+ folgt dann

R 1

% = /aRf(z)dz—F ﬁRf(Z)dZ:/RMdt+ ﬂRf(z)dz. (2)

Nun gilt mit der Standardabschétzung

1
< 7R - max

= Lr) L (e

epn | (22 + 1)

1 R ..
= WR.(R271)4:7T'(R271)4_>0 fiir R — oo.

‘ f(2) dz
Br

Somit folgt aus (2) fiir R — oo

< 1 [~ 1 1 57  br
[ L R
o (B2+1)4 2 ) (2+1)" 2 16 32

da m fiir ¢t € R eine gerade Funktion ist.

Hausaufgabe 7: 5+3+2+5 Punkte

Betrachte die durch g(z) := %@ definierte Funktion, wobei natiirlich cot z = $==.
a) Bestimme ihre Polstellen und Residuen.

b) Berechne va g(z)dz, wobei vy den Rechteckweg bezeichne, der die Punkte (N + 1)(+1 = ) miteinander
verbindet.

c) Zeige, dass cot mz auf 5 beschrinkt ist (mit von N unabhéngiger Schranke).

d) Berechne mittels a)-c) den Wert von o7 | .

Losung:

a) Die Funktion hat Polstellen iiberall dort, wo ihr Nenner null wird, also in jeder ganzen Zahl. In zy € Z \ {0}
handelt es sich um einen Pol erster Ordnung, das Residuum l&sst sich also nach der vorherigen Aufgabe als

) meos(mz)
1 o))
zLHzlo(Z %) z? sin(mz)
berechnen, worin fiir zo = N € 2Z\ {0}
. Z— 20 . z—zp . z 1 1
lim — = lim ———— = lim — = = —
z—zo Sinwz 2oz sin(mz — wzp)  z—0sin(mz)  wceos(0) W

und fiir zg = N € 2Z + 1 (wegen sin(z) = sin(r — z))

. Z—20 . Z— 20 . z 1 1
lim — = lim — = lim — = = ——.
z—zo0 SinTz  z—zo sin(wzg — wz)  z—=0sin(—7wz)  —mcos(0) ™
Damit ist
7 cos(nm) 1
respg(z) = Tl =3
+7

fiir n € Z\ {0}. In 0 handelt es sich um einen Pol dritter Ordnung (2% sin z hat Nullstelle der Ordnung 3), wir



berechnen das Residuum wie in der vorherigen Aufgabe beschrieben als

1 & <237rcos(7rz))

reso(f) = lim

2—0 2! dz2 22 sin 2

1 d? [7mzcos(mz)

2dz% \  sin(mz)

72 d? zcosz
=— lim — —

2 2-0dz? sinz

w2 d coszsinz — zsin? z — zcos? 2
=— lim — —5

2 2=0dz sin®

2 . d [cosz z
=—lim — | — - —

2 2-0dz Sin 2z s1n2 z

w2 —sin?z —cos?z  sin®z — 22sin z cos z
=— lim —5 — —

2 z2—0 sin” z sin”* z

w2 2 —z2cos z
=—lm |- - ——

2 z—0 sin” z sin” z

9 —sinz + zcos z
=7* lim ——

z—0 sin® z

Il
3
[\v]
g
N N

—cosz+cosz— zsinz
3sin? 2 cos 2

. —z
= lim | —>
2—0 \ 3sin z cos z

2 z . 1
=— — lim — lim
3 z—0sin z 2—0 cos 2z
=—5
b) Nach dem Residuensatz ist dieses Integral (bis auf einen Vorfaktor 27i) gleich der Summe aller vom Weg
umschlossenen Residuen, also der Residuen in — N, —N +1,...,-1,0,1,...N — 1, N, d.h.
-1 N N
1 1 7 12 w2 1
o | 9@dz= ) -t} = 42)
270 )y L 3 —n 3 —n
c) cotz = B2 = zz:fz:i = zijiﬂ =i+ ﬁ Fiir z = x + iy gilt also im Fall z = (£25) 7, dass
t )| = |i 2 =i <5
|CO (I+7’y)‘ - |Z + eTN+D)mig—y _ 1| - |7’ - m| =
und fiir y = %ﬂ'
t(x +iy)| = |i 2 <1 2
| cot(z +ay)| = |i + o2izo—(ZN+1)m _ 1| R I e ] % ) e B

hier geniigt es also, |e2"”‘e_(2N"’1)7T —1| durch eine positive Zahl nach unten abzuschétzen. Da aber e~ GN+DT <

e~™ und damit wegen |e?**| = 1 auch

|e2ize—(2N+1)‘n— _ 1‘ — ‘6_(2N+1)ﬂ _ e—2im| >1-— |€_(2N+1)ﬂ‘ >l—e"=C>0.

_2N41
2

Firy = 7 ist wiederum

2

[ cot(e + ) = i+ R 7|

und
‘€2i$€(2N+1)T( _ 1| Z 6(2]\7—‘,-1)7'(‘ -1 Z e —1>0.

Also ist fiir alle z € v

2
= K.
—)

2
| cot(mz)| < max{V/5,1 + rok 1+
eﬂ'

d) Da L(yn) = 8N + 4 und (wie man aus Teil ¢ schliefst) fir z € v4 auch

meot(mz),  wK

| 2 |<ﬁ



gilt, folgt

also



