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Lésungsvorschlag zu den Hausaufgaben der 3. Ubung

Hausaufgabe 1: 12 Punkte

Bei welchen der folgenden Funktionen w: G — R kann es sich um den Realteil einer in G holomorphen Funktion
f:G—= Cmit f(x+iy) =u(z,y) +iv(z,y) fir z + iy € G mit z,y € R handeln?
Bestimme dann aufterdem f.

a) u(z,y) = e”(zcos(y) — ysin(y)), G = C, G =R?,
b) u(z,y) = sin(z) cos(y), G = C, G = R2,

33542 ~
¢) ula,y) = e G =C\ {0}, G = B2\ {0},

Losung:

a) Damit u Realteil einer holomorphen Funktion f sein kann, muss « nach Folgerung 2.7 harmonisch in R? sein.
(a) P f : gerung

Es gilt:
Uy e”(z cos(y) — ysin(y) + cos(y)),
w, = e*(—wsin(y)—sin(y) - ycos(y)),
Uge = €°(zcos(y) — ysin(y) + cos(y) + cos(y))
= e"(xcos(y) — ysin(y) + 2 cos(y)),
Uyy = e””( x cos(y) — cos(y) — cos(y) + ysin(y))

(
= —e"(zcos(y) — ysin(y) + 2cos(y)).

Somit gilt Uy, + uy, = 0 in R?, so dass u der Realteil einer holomorphen Funktion f sein kann. Dazu muss
nun nach den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen gelten

Vg = —Uy und Uy = Ug.

Also muss gelten
Uy = —Uy = ze” sin(y) + e”(sin(y) + y cos(y)).

Mit partieller Integration gilt
/sr:e“’dx:xe’”—/1~exda::me”—e‘”—i—c:ex(m—l)—&—c
mit ¢ € R. Somit folgt
v /v“" dr = e”(z — 1) sin(y) + e”(sin(y) + y cos(y)) + c(y)
= €e"(zsin(y) +ycos(y)) + c(y)
fiir eine Funktion ¢ : R — R. Damit auch v, = u, erfiillt ist, muss also gelten

Uy = vy = e*(zcos(y) + cos(y) — ysin(y)) + ¢ (y),

also ¢/ = 0. Somit sind fiir
v(z,y) = e*(zsin(y) + ycos(y)) + ¢

mit ¢ € R beide Cauchy-Riemann-Gleichungen erfiillt, so dass u also Realteil der holomorphen Funktion
f:C=C, fz+iy) :=u(z,y) +i-v(x,y) ist.



(b) Damit u Realteil einer holomorphen Funktion f sein kann, muss u nach Folgerung 2.7 harmonisch in R? sein.
Es gilt:

u, = cos(x)cos(y), uy = —sin(z) sin(y),
Uge = —sin(x)cos(y), Uyy = — sin(z) cos(y).
Somit folgt Uz, + Uy, = —2sin(x) cos(y). Also ist z.B. (uze + uyy)(F, ) # 0, so dass u nicht harmonisch in

R? ist. Nach Folgerung 2.7 kann daher u kein Realteil einer in C holomorphen Funktion sein.

(c) Damit u Realteil einer holomorphen Funktion f sein kann, muss u nach Folgerung 2.7 harmonisch in R? \ {0}
sein. Es gilt fir (x,y) # (0,0):

(322 — 3y?) (2% + y?)3 — (2® — 3wy?) - 3(2% +y?)? - 2w

(22 + 42)8
_ 3(a* —yh) —3-22(2® — 3xy?) | 3(—a* — y* + 62%y?)
- (x2 + y2)4 - (gcQ + y2)4 )
w = “Ory(@®+y?)? - (27— 3wy?) - 3(a? +y%)” - 2y
vy o (x2 4 y2)6
_ —bay(@® +y?) — 6y(a® —3zy®) _ 12(—2’y +ay?)
(x% +y*)* (a2 +yH)t 7
" _ 3(—4:63 + 1229%) (2% + y?)t — (=2t — y* + 62%9?) - 4(2? + y?)3 - 22
L2 (22 + 428
B 34(—3@3 + 3zy?) (22 + y?) — 8z (—at — y* + 62%y?)
- (x2 + y2)5
_ 12:55 —102%y? + 5ay*
(22 + y2)5 J
- 197 +32y%) (@2 +y?)" — (=2dy + ay?) 42 +y7)* - 2y
y1 (22 + y2)®
_ o= 4 3ey%) (@ 4+ y?) — By(—aPy + ay?)
- (xQ +y2)5
_ 1 —2% + 1023y? — byt
= (22 + y2)5 :

Somit gilt usy +uyy = 0 in R?\ {0}, so dass u der Realteil einer in C\ {0} holomorphen Funktion f sein kann.
Dazu muss nun nach den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen gelten

Vg = —Uy und Uy = Ug.

Also muss gelten
3(—a* — y* + 62%y?)
(22 1 y2)* :

Uy:’u/w:

Da u, symmetrisch in 2 und y ist, gilt offenbar mit o(z,y) := u(y,z) = Z“’;f;;)%

3(—z' —y* + 62°y%)

17y(:c,y) = ux(y,x) = uw(‘r7y) =

(22 + y2)*
Also gilt
vz/vydyzﬁ—l—c(aj)
mit einer Funktion ¢ : R\ {0} — R. Damit auch v, = —u,, erfiillt ist, muss also gelten

- / , 12(—y3z x>
“uy(9) = ) = ) + ) =y g.) + o) = R
= @) + @),

also ¢’ = 0. Somit sind fiir . )
L _y° —3z%y
v(z,y) == 0(z,y) +c= CESRE +c
mit ¢ € R beide Cauchy-Riemann-Gleichungen erfiillt, so dass u also Realteil der holomorphen Funktion
F:C\{0} = C, f(z+1y) :==u(z,y) +7i- v(z,y) ist.



Hausaufgabe 2: 2 Punkte

Zeige: Eine reell differenzierbare Funktion f: C — C ist genau dann in zy € C komplex differenzierbar, wenn'

%(Zo) =0.

Losung:
Direkte Folgerung aus Blatt 2 HA 5 ¢) (Darstellung der Wirtinger-Ableitung aus f; und f,) und den CRDGen.

Hausaufgabe 3: 6 Punkte

An welchen Stellen sind die folgenden Funktionen jeweils komplex differenzierbar?

f(z) = #Re(z), 2€C,  fla+iy) =a* +ia®y’, wy€R,  f(z) =22 +2, 2€C\{0}

Losung:
Im ersten Fall ist f(z + iy) = u(x,y) + iv(z,y) = 2? + izy und Priifung der CRDGen u, = 2z = ¢ = v, und
uy = 0 = —y = —v, zeigt, dass auch diese Funktion nur in z = 0 komplex differenzierbar ist.

Bei der zweiten Funktion gehen wir analog vor:
uy = 3z%y? = 32%y? Uy = 223y = —2z9° = —v,
ist genau an allen Stellen z = x + iy komplex diffbar, die
2’y = —ay’,

also x = 0 oder y = 0 oder 22 = —y? (wegen z, y € R liefert das keine neuen Stellen) erfiillen. Komplex differenzierbar
ist diese Funktion also genau auf den Koordinatenachsen.
Fiir die dritte Funktion betrachten wir die Wirtinger-Ableitung

0
8—2(2) :z—;.

%(z) ist 0 (was zur komplexen Differenzierbarkeit dquivalent ist, siehe vorhergehende Aufgabe) genau dann, wenn

z=—, also 72 =1,

SRS

das heifst z € {—1,1} ist.

Hausaufgabe 4: 3 Punkte
Die Funktion f: C — C sei holomorph, reellwertig und erfiille f(42) = 42. Bestimme f.

Losung:

JReellwertig“bedeutet, dass die Ableitung des (iiberall verschwindenden) Imaginérteils 0 sind, also muss gleiches fiir
die Ableitungen des Realteils gelten (CRDGen!), die Funktion ist also konstant. Ein Funktionswert ist vorgegeben
und wir kénnen f(z) = 42 fiir alle z € C folgern.

1F{ir die Definition der Wirtinger-Ableitung g—é siche HA 5 des zweiten Ubungsblattes.



Hausaufgabe 5: 6 Punkte
Wo konvergiert (fiir |z| # 1) die Reihe

o0

n=1

Konvergiert sie auf dieser Menge auch kompakt? Auch gleichméfig?

Losung:

Fiir |z| > 1 handelt es sich bei den Reihengliedern
konvergiert also nicht.

Wenn |z| < R < 1, so ist fiir hinreichend grofe n

T )}_1 nicht um eine Nullfolge (vgl. Priasenzaufgabe), die Reihe

1 n — 1
>R —1>-R"
G -1z > R
also |%\ = ‘(;)% < 2R".

Wegen > ° (2R" < oo konvergiert die Reihe also nach dem Weierstrafschen Majorantenkriterium auf Bg(0)
gleichméfig. Damit folgt also (mit demselben Argument wie zu Beginn des Beweises von Satz 3.5) kompakte Kon-
vergenz auf B1(0).

Da =5 = ; (0) nicht gleichméfig konvergiert (Présenzaufgabe), bilden die durch f,(z) = =
gegebenen Funktionen keine Nullfolge im Sinne gleichméfiger Konvergenz auf B;(0) und die Reihe konvergiert daher
nicht gleichméafig.

Hausaufgabe 6: 10 Punkte
Zeige:

_ _ +1
= (1=2m)(1 =2t

konvergiert in By (0) und in C\ B1(0).
Bestimme die Grenzfunktion und weise nach, dass es sich um kompakte Konvergenz handelt.
Tipp: Betrachte das Produkt mit (1 — z)z.

Losung:
Dem Tipp folgend werden die einzelnen Summanden zu

Zn _ Zn+1

(1= 2)(1 — zn 1)

und wir versuchen wieder, sie mittels Partialbruchzerlegung iibersichtlicher zu machen:

2" — ntl A B A+ B— Azntl — Bn

A2 ) 1z 1z (1 em)(1 20

ist fir A =1, B = —1 erfiillt, sodass

N

al 1 al 1 1
1—22 (1—2zm)(1— z”+1 g fz”_z z”“: —z  1— N+

Auf B;(0) konvergiert nun —v-r gegen 1 (siche Présenzaufgabe). Der Grenzwert ist hier

z(ll—z)(ilz_l): : - :

2(1-2)1—2 (1-2)%
Dass es sich wieder um kompakte Konvergenz handelt, miissen wir noch gesondert nachpriifen. Zwar haben wir in
der Prisenzaufgabe gezeigt, dass ;—x kompakt konvergiert, aber wir mussten hier noch mit einer unbeschrinkten
Funktion multiplizieren.




Wir betrachten also zu K CC B;(0) ein derart gewihltes R € (0,1), dass fiir alle z € K auch |z| < R gilt, und
bereichnen

al ) 1 1 1 1
; (1-27)(1- z”+1)z S (1—2)2 - 2(1—2)2  z(1—2)1—2N*t)  (1—2)2
1 1
2(1—2) (1—2)z(1—2N+D)
1— 2N+t —1
2(1 —2)(1 — 2N+1)

1 Ead 1 1

— < RN 50
[1—2]|1—2N+1| = 1—R1— RN+!

fiir N — oo und unabhéngig von z € Bg(0) (das war im letzten Schritt bereits abgeschiitzt), sodass die Funktionen-
reihe auf B;(0) also kompakt konvergiert.
Fiir |z > 1 konvergiert —vor gegen 0, da [1 — 2V > [2|N*! — 1 — 0o, daher ist hier der Reihenwert ﬁ

Fiir K cC C\ B;(0) gibt es R > 1, sodass fiir alle z € K |z| > R gilt.
Fiir so grokes N € N, dass [1 — 2N > RVN+1 — 1 > L RNH1 'ist dann

2

< RN — 0,

- 1
1 — 2N+

1 I 1 _ 1
zZ(1—2) \1—2 1—zN+1 z(1—2)?

daher konvergiert die Reihe auch auf C \ Br(0) gleichmifig, also auf C \ Bl( ) kompakt.
(Zusammengenommen kann man damit auch folgern, dass > -, m “Lauf C\ {z € C; |2|] = 1}

kompakt konvergiert.)



