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Lésungsvorschlag zu den Hausaufgaben der 7. Ubung

Hausaufgabe 1:

Berechne die folgenden Kurvenintegrale.

(a) f[OAz'] 22 dz,

(b) fv z?dz mit y(t) == 2i +2e", t € [-F, 5],

iy fir t € [1,1],
(¢) [ In(z)dz mit y(t) := , 7:/5 [z 1]
! G0 fiirte (1,14 3],
t2+i-e fir t € 0, 1],
(d) [ sin(2) dz mit y(t) := 1+i-(e+1—1) fir t € (1,€],
COS(t—e)Jri-(l—@) fir t € (e,e+ Z],
et fir t € [0,1],
(e) [, e*dz mit y(t) := —t+1i-1In(t) fir t € (1,€],

—et =t 4 sin (T 4 (¢ — e)7) fiir t € (e,e + 5.

Losung:

3+43+4+4+4 Punkte

(a) Der Weg [0, 47] lasst sich parametrisieren durch die Funktion « : [0,1] — C, ~(t) := ¢ - 4i fiir ¢t € [0,1]. Dann
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(c) Wegen ~* C C~ ist In stetig auf ~*
z € C~, nach Proposition 3.19
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Daher gilt mit Proposition 4.8 wegen 1\}1 = '
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(d) Es gilt mit Proposition 4.8
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wegen cos(z) = cos(—
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= —cos(l+1i-e)+cos(i) — cos(l+17)+cos(l+7i-e)
— cos (cos (g) +i-(1— 2)) + cos (cos(0) + )
= cos(i) — cos(—i) =0

z) fiir alle z € C nach Definition 3.10.



(e) Es gilt mit Proposition 4.8
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Hausaufgabe 2: 2 Punkte

Es seien 71,72: [0,1] — C geschlossene stiickweise glatte Wege mit einem gemeinsamen Anfangs- und Endpunkt.
Definiere einen Weg 71 - 2 := v: [0,1] — C durch

() = 71(2t), telo,3),
(2t —1), tel3z,1

Sei z€ C\ (vf U3).
Zeige
n(v,2) = n(y,2) +n(y2, 2).

Losung:
Wir setzen obige Definition fiir v in die der Umlaufzahl ein und erhalten mit den Substitutionen 7 = 2¢ und s = 2t—1
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Hausaufgabe 3: 4 Punkte

Finde einen Weg v derart, dass
n(y,1)=1 und n(y,2)=2

gelten, und weise diese beiden Eigenschaften nach.

Tipp: Bevor du ,besonders hiassliche® Integrale ausrechnest, méchtest du vielleicht zundchst andere Argumentationen nutzen oder gar einen einfacheren Weg suchen.

Losung:



Definiere beispielsweise den glatten Weg

5 Amit 1

2 tel0, =
V() = 2 1 ’47rit [1 2

2+§€ , te (571],

also (mit der Betrachtungsweise der vorangegangenen Aufgabe) v = 1 - 72, wobei 71 (t) = ge%“, t € [0,1], und
Yo(t) = 24 Le*™ t € [0,1]. Nun ldsst sich die Umlaufzahl am leichtesten als Summe der Umlaufzahlen beziiglich
~1 und 75 berechnen. Dabei ist nach Satz 4.14 b)

n(ﬁylv 1) = n(7172) = n(’VhO) =1,

da 1,2,0 in derselben Komponente (némlich Bs(0)) von C\ 77 liegen. Das Ergebnis 1 ergibt sich aus derselben
Rechnung wie in Proposition 4.12 oder Présenzaufgabe 3. Mit derselben Rechnung iiberzeugt man sich auch von
n(yz,2) = 1.

Wegen 1 € C\ By (2) und Satz 4.14 ¢) ist n(72,1) = 0.

Insgesamt ergibt sich damit

n(y,1) =n(y,1) +n(y,1)=14+0=1, n(y,2) =n(y1,2) + n(ye,2) =14+1=2.

Hausaufgabe 4: 3 Punkte
Gegeben sei der Weg v: [0, 27] — C mit

. . (=3 |
v(t) = zaman(x/Q+sm(4t)cos(2t)Afz;)4+154_:(;;;4<6 +72§; —

Zeige: Es handelt sich um einen stiickweise glatten geschlossenen Weg.
Bestimme n(vy,42i).

Losung:
Der Weg ist glatt als Komposition differenzierbarer Funktionen: Potenzreihe, Polynom, Quotient mit nichtverschwin-
dendem Nenner, trigonometrische Funktionen und Wurzel mit nur positivem Argument.

Geschlossen: (0) = v(2). Es ist (22 — 3)? = 1 = (0 — )2 und sin und cos sind bekanntermafken 2r-periodisch.

Weiter nimmt
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ebenfalls fiir ¢t = 0 und fir ¢t = 27 denselben Wert an.
Da fiir alle ¢ € [0, 27] gilt, dass
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[v(t)| =|i arctan(y/2 + sin(4t) cos(2t) — 8) + 15 :_Zoz ; Z
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liegt 420 wegen [42i| = 42 > 5 > |(¢)| fiir alle ¢ € [0, 27] sicherlich in einer unbeschrénkten Zusammenhangskompo-
nente von C\ v*. Daher ist n(v,42i) = 0.



