10.6.2014

Michael Winkler
Johannes Lankeit

Losungsvorschlag zu den Hausaufgaben der 9. Ubung
8 Punkte

Hausaufgabe 1:
Berechne, mit dhnlichem Vorgehen wie in Blatt 8, Hausaufgabe 3, das Integral
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Verwende dabei Integration einer geeigneten Funktion entlang folgender Wege:
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Tipp: sin(z) = 5= (e —

Losung:
Wir beobachten zunéchst, dass
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Aus Cauchyschem Integralsatz, Holomorphie von z % auf C\ {0} und Sternformigkeit von C \ i(—o0, 0] folgt
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Da S22 ayf [0, 1] beschrinkt und fiir ¢ — 0 zuniichst ¢ — e’ gleichmiRig auf [0, 7] gegen 0 konvergiert und damit

ise’ _y g0 gleichméfig auf [0, 7], ist
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Wenn wir also zeigen kénnen, dass fiir R — oo
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gilt, kdnnen wir
/ * sinx 0
dl’ = 5
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folgern.
Dazu beobachten wir zunéchst, dass
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Fiir t € (0, ] ist nun nach dem Mittelwertsatz mit einem 7 € (0, §)

sint cos(r) > 1
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und damit

fiir R — oo, sodass wir insgesamt

erhalten.

Hausaufgabe 2: 4 Punkte
Welche Werte kann f,y 1+%dz fiir Wege v von 0 nach 1 mit v* N {—,i} = @ annehmen?

Losung:
Es ist, indem wir den Weg v noch um die einmal vorwérts und einmal riickwérts durchlaufene Strecke von 1 nach 0
verldngern (was wegen Présenzaufgabe 2, Blatt 7, den Wert nicht dndern kann)
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wobei 7 ein geschlossener Weg ist mit *y N {—z, i} =0.
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Da n(7,¢) und n(5, —i) jeweils genau alle ganzen Zahlen annehmen konnen (ahnlich wie in Hausaufgabe 3, Blatt
7, lassen sich fiir beliebige paare ganzer Zahlen Wege passender Umlaufzahl konstruieren), ist also als Wert des
Integrals gerade jedes Element von

w
Tz
AT

moglich.

Hausaufgabe 3: 12 Punkte

Berechne die folgenden Integrale:
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worin a € C, r > 0 und |a| # 7.
Hinweise: 1. Fasse a) als geeignetes Wegintegral auf. 2. Fiir einige der Integrale wirst du einen Satz aus der kom-
menden Vorlesung (Do, 12.6.) bendtigen.

Losung:



a) Mit y(t) = e, t € [0,27] ist
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b) f(z) = 39!ze* und damit £ (z) = 39!(z + n)e*. Nach der allgemeinen Cauchyschen Integralformel erhalten
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e) Allgemeine Cauchysche Integralformel, f(z) = 2™, f(*=D(z) = %‘
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f) Falls |a| > r, so ist der Integrand holomorph in B, (0), also das Integral gleich null. Ist hingegen |a| < r, wenden
wir die CIF mit f(z) = sin(z) und f’(z) = cos(z) an (beachte, dass (a — 2)? = (z — a)?, sodass wir

/ sin(2) dz = 2mi '(a) = 2mi cos(a).
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erhalten.

Hausaufgabe 4: 5 Punkte

Es sei 29 € C und f: C — C sei holomorph mit f(z9) = 0 und f’(29) # 0. Ferner sei r > 0 so gewihlt, dass z die
einzige Nullstelle von f in B,.(z) ist. Zeige:
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Loésung:

Betrachte die Funktion ) 1

f(z) (2= 20)f"(z0)

Sie ist holomorph auf B,s(z0) \ {70} fiir ein § > 0, da 2 die einzige Nullstelle von f in einer Umgebung von B,.(zg)
ist.

Auferdem ist g auf B,.(zp) beschriankt:
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der Zahler dieses Ausdrucks ist aber beschriankt nach Préasenzaufgabe 4, der Betrag des Nenners wegen der Null-
stellenfreiheit von f in B,(2o) \ {20} und lim,_,,, %ﬁszo) f'(20) = (f'(20))? aus Stetigkeitsgriinden nach unten
beschrankt.

Geméfs Lemma 5.9 ist daher
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