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Lésungsvorschlag zu den Prisenzaufgaben der 1. Ubung

Priasenzaufgabe 1:
Rufe dir die folgenden Definitionen wieder in Erinnerung;:

e C={(z,y);z € R,y € R} bildet mit den Operationen
+:CxC—=C, (z1,91)+ (¥2,92) = (¥1 + T2, Y1 + Y2)

und
2 CxC—C, (x1,y1)- (x2,y2) = (122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)

den Korper der komplexen Zahlen. Wir identifizieren R mit {(z,0); € R} und definieren die imaginére
Einheit als i := (0, 1).

e Fir z € C, z=x+1y, x,y € R definieren wir Realteil, Imaginérteil, komplex Konjugiertes und Betrag

als
Re(z) =z, Im(z) =y, Z=2x—1iy, |2| = 2%+ y>

e Fiir z5 € C und r > 0 bezeichnet
B (z0) ={2€C; |z — 2| <}

die (offene) Kreisscheibe um zo mit Radius 7.
e Eine Menge A C C heift offen, falls zu jedem zy € A ein r = r(29) > 0 mit B,(z9) C A existiert.
e A C C heifit abgeschlossen, wenn C \ A offen ist.
e U C C heifit Umgebung von zy € C, falls es r > 0 mit B,(z9) C U gibt.

e Das Innere A° einer Menge A C C ist die grofite offene in A enthaltene Menge:

A° = U{g C C; AC A, A offen}.

e Der Abschluss A einer Menge A C C ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A umfasst:

A= ﬂ{;l cC; AcC /T,g abgeschlossen}.

e Der Rand 9A von A C C ist definiert als 94 = A\ A°.
o z € C heift Haufungspunkt von A C C, falls fiir jedes & > 0 gilt, dass (B:(2) \ {z}) N A # 0.
e 2z € C heiftt isolierter Punkt von A, falls es € > 0 mit B.(z) N A = {z} gibt.

e Eine Folge (z,)nen in C konvergiert gegen zy € C, falls es zu jedem € > 0 ein ng € N mit |z, — z| < e fiir
alle n > ng gibt.

e Fiir A C C heifst U C A offen in A, falls es eine offene Menge UccC gibt mit UNA=U.
e Fiir A C C heift U C A abgeschlossen in A, falls es eine abgeschlossene Menge UccC gibt mit UNA=U.

e A C C heifft zusammenhéngend, falls gilt: Sind U € A und V C A offen in A und U UV = A sowie
UNV =0,soist U=0 oder V = .

e Zu zg € A C C heifit U C A Umgebung von zg in A, falls es r > 0 mit B,.(29) N A C U gibt.

e Seien zp € A C C und f: A — C eine Funktion. f heifit stetig in z, wenn fiir jede Umgebung U von f(z)
die Menge f~1(U) = {z € A; f(z) € U} eine Umgebung von zy in A ist. f heift stetig (in A), wenn f stetig
in jedem zy € A ist.



e Seien z1, 2o € C. Dann heifit
[21,2:2] = {2’1 + t(ZQ — 21); te [07 1]}

die (kompakte) Strecke von z; nach zs.

Sind n € N und zp, ... 2, € C, so heilt J;_, [2k—1, 2] ein Polygonzug (von 2z nach z,).

Sei A C C. Eine nichtleere Menge C' C A heifst Zusammenhangskomponente von A, falls C' zusammen-
héingend ist und fiir jede zusammenhingende Menge B C A mit C' C B bereits B = C gilt.

Eine nichtleere offene zusammenhéngende Teilmenge von C heiftt Gebiet.

Losung:
Falls irgendetwas davon unbekannt sein sollte: Es steht ja alles im Aufgabentext.

Prisenzaufgabe 2:
Zeige: Jede komplexe Zahl z lasst sich (in eindeutiger Weise) in der Form z = 2 + iy mit 2,y € R angeben.

Losung:
Sei z € C. Dann ist also z = (a,b) mit a,b € R. Berechne

a+ib= (a70)+(071)(b70) = (a70)+(07b) = (a’b) =z,

damit ist das also die gesuchte Darstellung.

Eindeutigkeit: Seien x1,z2,y1,y2 € R mit 1 + iy; = 22 + dys, also 1 — 2 = i(y2 — y1). Das ist (nach unserer
Definition von C) gleichbedeutend mit (x; — x2,0) = (0,1) - (y2 — y1,0) = (0, y2 — y1) und daher (Betrachtung der
einzelnen Komponenten) mit 1 —z2 = 0 und 0 = y5 — y1, also 1 = x5 und y; = ys.

Prasenzaufgabe 3:
Beweise: i2 = —1.

Berechne

i—3 4+8i
Im((i + 2)3 24i—(5—3i —2% 4 —.
) (427, R+i- (-3, 2t

R
(575

Zeige oder widerlege: z € C erfiillt z € R genau dann, wenn |z| = Re(z2).

Loésung:

i =(0,1)-(0,1) = (0-0=1-1,0-141-0) = (=1,0) = —1.

i—3 u73ﬂ27047%44276+3i746+5i771+i
2440 (2+4)(2—1i) 4 — 42 5 ’

also Re(473) = —1.

Im((i +2)%) =Im(i* +3-2-44+3-2% -7 +2%) =Im(—i — 6+ 12i +4) = 11.

2+i—(5—3i) = |—3+4i|=/32+42=5
4+8i . T+2

—21 = -2 4 =—-2t1+4 =4+ 2i.
Z+1+2i 7+ 112 1+ + 21

Die Aussage ist fiir negative reelle Zahlen falsch. Ganz konkretes Gegenbeispiel: z = —42; |z| = 42 # —42 = Re(z).
Richtig wird die Aussage tibrigens, falls man links den Betrag entfernt oder rechts hinzufiigt. (Zusatzaufgabe: Be-
weis!)

Prisenzaufgabe 4:
Skizziere die folgenden Mengen in der ’komplexen Ebene’:

{z€C; |z—24+1] <|z—3| und |z —i| < 42}, {z € C; 2(2+ 3i) = 3+ 5i}.



Losung:

Wir haben C als R? eingefiihrt; gesucht sind hier also Punktmengen in der Ebene. (z-Achse: Realteil, y-Achse:
Imaginérteil)

Die gesuchten Zahlen liegen niher an 2 — 4, also (2, —1), als an 3, d.h. (3,0). Die Linie, die diesen Bereich begrenzt,
ist eine Gerade; genauer: die Mittelsenkrechte durch die Verbindungslinie der beiden genannten Punkte.
Dariiberhinaus miissen sie innerhalb des Kreises mit Radius 42 um %, also um (0, 1) liegen. (Die Informationen sollten
zum Zeichnen reichen.)

Im Fall der zweiten Menge ldsst sich die Gleichung auflésen (vergleiche vorhergehende Aufgabe) und man erhélt eine
einpunktige Menge.

Priasenzaufgabe 5:

Fiir (zp)neny C C und z € C gilt z, — z fiir n — oo genau dann, wenn Re(z,) — Re(z) und Im(z,) — Im(z) fiir
n — oo (in R).

Losung:

zn — z (in C) ist (wie ein Vergleich der Definitionen zeigt) dasselbe wie |z, — z| — 0 (als Konvergenz einer reellen
Zahlenfolge).

Sei nun zunéchst Re(z,) — Re(z) und Im(z,) — Im(z). Dann ist

0<|zn—2| = \/(Re(zn —2))? + (Im(2, — 2))? < |Re(zn—2)|+|Im(z, —2)| = |Re(z,,) —Re(2)|+|Im(z,) —Im(z)| — 0.
Sei umgekehrt z, — z, also |z, — z| — 0. Dann
|[Re(zn) — Re(z)] = |Re(zn, — 2)| < |20 — 2| — 0.

Im(z, — z) analog.

Prisenzaufgabe 6:

Essei ACC, f: A— C und 2y € A. Zeige:

f ist stetig in 2y genau dann, wenn fiir jede Folge (2, )nen mit 2z, — 2o gilt, dass f(z,) = f(20)-
f ist genau dann stetig, wenn fiir jede offene Menge U C C die Menge f~1(U) offen in A ist.

Losung:

Sei f stetig in zg und z, — 2g.

Sei ¢ > 0. Dann ist B.(f(20)) Umgebung von f(2) und demnach f~!(B.(f(20))) Umgebung von zy, enthilt also
Bpg_(z0) (mit passendem R. > 0). Sei nun ng so gewéhlt, dass fiir n > ng 2z, € Br_(20). Dann ist fiir n > ng auch

zn € f7H(B:(f(20))), also f(zn) € B(f(20)) und damit |f(z0) — f(2n)| <.
Insgesamt gilt also f(z,) — f(20)-

Sei f unstetig in 2y und 2, — 2p.
Es gibt demnach eine Umgebung U von f(zp), deren Urbild zwar z; enthélt, aber keine komplette Kugel um z. Es
sei g9 > 0 derart gewiihlt, dass Be,(f(20)) C U. Zun € N wihle z,, € B1(20) N AN(C\ f~*(U)). Dann gilt z, — 2o

(da |Zn - ZO| < %)7 aber |f(zn) - f(ZO)‘ > ¢ep, da z, € C \ fﬁl(U)

Sei f stetig. Sei U C C offen.
Sei # € f~1(U) beliebig. Da x € f~1(U), ist f(x) € U und damit U eine Umgebung von f(x) in A. Eine Menge, die
[in A] Umgebung all ihrer Elemente ist, ist offen [in A].

Sei zp € A. Sei U Umgebung von f(zp). Dann enthélt U fiir ein € > 0 die Menge B, (f(zo)) und nach Voraussetzung
ist f~1(B:(f(20))) offen in A, es gibt also § > 0, sodass Bs(z0) N A C f~1(B:(f(20))) C f~1(U); damit ist f~1(U)
Umgebung von zg, also ist f stetig in zg.

Priasenzaufgabe 7:
Es seien A C C sowie z € C. Beweise oder widerlege:



a) Falls z ein Haufungspunkt von A ist, so ist z € JA.
b) Falls z Haufungspunkt von A ist, gibt es eine Folge (z,)neny C A\ {2}, die gegen z konvergiert.
d) Falls 0A kompakt ist, ist A beschrankt.

)
)
¢) Wenn A eine Umgebung von z enthilt, so ist A offen.
)
e)

Falls A beschrénkt ist, ist 0 A kompakt.

Loésung:

a) N6. A = B;(0), z =0.

b) Zu jedem n € N gibt es in Bi(z) ein Element a, von A. (Nach Definition eines Haufungspunkts von A ist

némlich der Schnitt dieser Umgebung mit A nicht leer.) Die Folge der a,, konvergiert gegen z, da |z — a,| <
1

== 0.

n

¢) z=0. A= By(0) U {42 + 42i} ist nicht offen, enthilt aber eine Umgebung von z.
d) A=C\{0}. A = {0} kompakt, aber A unbeschrankt.

e) OA ist abgeschlossen als Schnitt von A mit dem Komplement der offenen Menge A°. Falls A beschriinkt ist, ist
auch OA beschriinkt. (Wenn A beschriinkt ist, ist A C Bg(0) fiir ein R > 0. Offensichtlich! ist {2 € C; |2| < R}
eine abgeschlossene Menge, die A enthélt. Damit enthélt sie auch A, also erst recht A und A ist beschrinkt
(alle Elemente haben einen Betrag kleiner oder gleich R.) )

Prasenzaufgabe 8:

Sei A C C.
a) Zeige: Ist A offen, so gilt A° = A. Ist A abgeschlossen, so ist A = A.
b) Gibt es Mengen mit A° = A?

c) Zeige: B
A= AU{z € C; z ist Hiufungspunkt von A}.
d) Zeige:
0A = {z € C; Fiir jedes € > 0 gilt sowohl B.(z) N A # 0 als auch B.(z) N (C\ A) # 0}.
Losung:

a) Nach Definition ist A° C A; aufierdem ist wegen der Offenheit von A auch

A=) A>54
AVCA,AV offen

(%a A=Ain der Vereinigung vorkommt.
Ahnlich fiir den Abschluss: A C A klar, A C[)... C A.

b) Ja. ® und C.

¢) A C A ergibt sich direkt aus der Definition.
Sei z ein Haufungspunkt von A mit z ¢ A. Dann ist fiir € > 0 nach der Definition eines Haufungspunktes
AN B.(2) nicht leer. Angenommen, z ¢ A. Dann giibe es eine offene Menge U C C \ A, sodass z € U und
insbesondere géibe es € > 0 mit B.(2) N A = (), im Widerspruch zum eben Gesehenen.
Sei z € C\ A auch kein Hiufungspunkt von A. Wir zeigen: Dann liegt z auch nicht in A.
Denn: Es gibt nach dem soeben Vorausgesetzten eine Umgebung B.(z) von z, die A nicht schneidet. Damit ist
AN (C\ B.(z)) eine abgeschlossene Menge, die A umfasst, also A C AN (C\ B.(z)) und insbesondere z ¢ A.

1Falls nicht: Unbedingt nachfragen.



d) Sei 2 € A = A\ A°. Sei € > 0. Wire nun B.(z) N A = ), so wiire AN (C\ B.(z)) eine abgeschlossene Menge,
die A umfasst, und daher A C AN (C\ B.(2)), also z ¢ A.
Wire fiir ein € > 0 die Schnittmenge B.(z) N (C\ A) leer, so wire z € B.(z) C A, d.h. z wére in einer offenen
Menge enthalten, die in A enthalten ist, also z € A°.

Sei z € C so, dass fiir jedes & > 0 sowohl B.(2) N A # () als auch B.(2) N (C\ A) # () gelten. Dann ist z ¢ A°,
da dazu fiir ein € > 0 auch B.(z) C A gelten miisste. Aber z € A, da z in keiner offenen Menge enthalten ist,
die A nicht schneidet. Damit gilt dann z € JA.

Prisenzaufgabe 9:

Beweise oder widerlege:

Ist A C C offen und U C A offen in A, so ist U offen.

Ist A C C abgeschlossen und U C A abgeschlossen in A, so ist U abgeschlossen.

A C C ist zusammenhéngend genau dann, wenn A und @ die einzigen Teilmengen von A sind, die sowohl offen als
auch abgeschlossen in A sind.

Losung:

Da U C A offen in A, gibt es eine offene Menge Uc C,sodassU = AN U. Da A offen und der Schnitt zweier offener
Mengen offen ist (sei « Element des Schnitts; dann enthélt jede der beiden Mengen eine Kugel um z, deren kleinere
natiirlich noch immer im Schnitt liegt (Achtung: bei unendlich vielen Mengen schligt dieses Argument fehl)), ist
also U offen. _ B

Da U C A abgeschlossen in A, gibt es U C C abgeschlossen mit U = AN U. Nun ist der Schnitt abgeschlossener
Mengen abgeschlossen (siehe auch néichste Aufgabe), also ist auch U abgeschlossen.

C und 0 sind offen und abgeschlossen, also sind CN A = A und ) N A = @ offen und abgeschlossen in A.

Sei A zusammenhéingend. Sei U offen und abgeschlossen in A. Dann ist auch A\ U abgeschlossen und offen in A.
Die beiden Mengen sind disjunkt und ihre Vereinigung ergibt A; nach Definition von “zusammenhéngend” muss also
U=10oder A\U = () sein — also U = ) oder U = A. Es gibt also keine weiteren Mengen, die sowohl offen als auch
abgeschlossen in A sind.

Es gebe nun aufer A und () keine Teilmenge von A, die offen und abgeschlossen zugleich ist. Sei A = U UV mit U,V
offen in Aund UNV = (. DaV = A\ U offen ist, ist U auch abgeschlossen, also offen und abgeschlossen zugleich.
Damit muss U = () oder U = A, also V = {) gelten. Demnach ist A zusammenhéngend.

Prasenzaufgabe 10:

Seien I eine Menge und A, C C fiir a € I. Beweise:

Ist A, offen fiir alle o € I, so ist Uael A, offen.

Ist A, abgeschlossen fiir alle a € I, so ist [, ; Aa abgeschlossen.

Sei A, C C zusammenhéngend fiir alle o € I. Gilt dann (,c; Ao # 0, so ist J,c; Ao zusammenhéngend.

Losung:
Sei z € Uael Ag. Dann gibt es ag € I mit z € A,,. Da A,, offen ist, gibt es r > 0, sodass B, (x) C Aq,. Damit ist
auch B,.(z) C U, Aa, also enthilt die Menge | J,; Ao um jeden ihrer Punkte noch einen Ball, ist mithin offen.
Eine Menge ist genau dann abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist. Da also C\ A,, nach der DeMorgan’schen
Regel
V() de= (€ 4

acl acl

gilt und diese Menge (wie gerade gezeigt) offen ist, ist also der Schnitt der A, wieder abgeschlossen.

Es sei Jye; Aa = U UV, wobei UNV = () und U sowie V offen in (J,c; Aa seien.

Da (e Aa # 0, gibt es € (,c; Ao und 0oBdA ist x € U. Nehmen wir nun an, dass V' # (), so muss es y € V.
geben und damit auch ein ag € I, sodass y € Aq,. (Schlieklich ist V' eine Teilmenge von | J,c; Aa.) Nun ist U N Ay,
eine nichtleere (enthilt z) und in A,, offene Menge, V N A, ebenso (enthilt y). Esist (VN Ay, )N (UNA,,) =10
sowie (VN Auy) U(UNAy,) = Aa,. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass A,, zusammenhéngend ist. Also muss
V = ( sein — und damit die Vereinigung zusammenhéngend.



Prasenzaufgabe 11:
Sind A C C zusammenhingend und B C C derart, dass A C B C A gilt, so ist auch B zusammenhiingend.

Losung:

Sei B=UUVmitUNV =0 und U = Biﬂl?, V = BNV fir offene Mengen U,V C C. Dann ist oBdA U N A
leer (da A zusammenhéngend ist). Ist nun U N A # ), so gibt es y € U mit y € A\ A, also y Hiufungspunkt von A.
Weil U offen ist, ist dann auch fiir ein & > 0 der Ball Bc(y) in U enthalten. Aber weil y ein Hiufungspunkt von A
ist, enthdlt B.(y) auch ein Element von A, im Widerspruch zu A N U=0.

Damit muss U N A leer sein, also auch () = UNB= U, d.h. B ist zusammenhéngend.

Priasenzaufgabe 12:
Sind einelementige Mengen zusammenhéngend?

Losung:

Ja. Wenn U C {z}, V C {z} und U NV = (), muss schon eine der beiden Mengen leer sein.

(Erst recht gilt das also fiir die Mengen U, V, die zusétzlich noch die anderen Bedingungen aus der Definition erfiil-
len.)

Priasenzaufgabe 13:

Sei A C C.

Wenn () # B C A zusammenhiingend ist, gibt es genau eine Zusammenhangskomponente C' von A, die B enthilt.
Ist z € A, so gibt es eine Zusammenhangskomponente C' von A mit z € C.

Sind C4, Cy Zusammenhangskomponenten von A, so gilt entweder C; = Cy oder C; N Cy = ().

Losung:

Betrachte als C' die Vereinigung aller zusammenhéngenden Mengen, die B umfassen. Sie ist nicht leer, da sie B
enthélt, und nach PA 10 zusammenhéngend. Ist nun D eine zusammenhingende Menge mit C' C D, so ist erst recht
B C D, also D in der Vereinigung enthalten, als die wir C' definiert haben. Damit ist C' = D. Folglich ist C eine
Zusammenhangskomponente.

Ist B in zwei Zusammenhangskomponenten C7, Co enthalten, so ist Cy N Cy # () und damit (PA 10) auch C; U Cs
zusammenhéngend. Da C7; C C7UC) eine Zusammenhangskomponente ist, folgt C; = C7UC5 und analog erhélt man
Cy = C1 U5, also C7 = Cs und die Zusammenhangskomponente, die B enthélt, ist demnach eindeutig bestimmt.
Da die Menge {z} zusammenhingend ist (s.0.), folgt die ndchste Behauptung aus dem ersten Teil.

Auch diese Aussage haben wir soeben bewiesen: Ist C; N Cs # (), wihle z € C; N Cy und beachte, dass die Zusam-
menhangskomponente, die {z} umfasst, eindeutig bestimmt ist.

Prisenzaufgabe 14:
Sei A C C offen. Dann sind dquivalent:

a) A ist zusammenhéngend.
b) Fiir alle a,b € A gibt es einen Polygonzug P von a nach b mit P C A.

¢) Fiir alle a,b € A gibt es einen Polygonzug P aus achsenparallelen Strecken von a nach b mit P C A.

Losung:

Trivialerweise impliziert ¢) bereits b).

Dass a) aus b) folgt, ist eine Konsequenz der vorhergehenden Aufgabe — wie beim Lésen von Hausaufgabe 5 klar
werden wird.

Fiir die (wichtige) Folgerung a)=- ¢) betrachten wir zu z € A die Menge P, aller Punkte, die sich mit z durch einen
achsenparallelen Polygonzug verbinden lassen. Diese Menge ist offen. Denn um jeden Punkt y gibt es eine Kugel,
die noch in A enthalten ist, und vom Kugelmittelpunkt ldsst sich ein achsenparalleler Polygonzug zu jedem Punkt
z der Kugel angeben. Die Polygonziige von z nach y und von y nach x “hintereinandergehéngt” ergeben dann einen
achsenparallelen Polygonzug von z nach z.

Auch A\ P, ist dank einer sehr dhnlichen Argumentation offen. Da ferner P, nicht leer ist, muss P, = A gelten (PA



9).

Die Skizzenhaftigkeit dieses Beweises ist (gerade, da es um eine wichtige Aussage geht) als die dringende Auffor-
derung zu verstehen, ihn selbst nochmal grindlich durchzuarbeiten und auszuformulieren. Nachfragen dirfen gerne
gestellt werden.

Prasenzaufgabe 15:

Zeige: Ist A abgeschlossen, so ist jede Zusammenhangskomponente von A abgeschlossen. Ist A offen, so ist jede
Zusammenhangskomponente von A offen.

Losung:

Sei C eine Zusammenhangskomponente von A und sei z ein Hiufungspunkt von C'. (Zu zeigen ist dann, dass z € C.)
Da C' C CU{z} C C und C zusammenhiingend, ist auch (siehe oben) C'U{z} zusammenhiingend, also z in derselben
Zusammenhangskomponente wie C, d.h. z € C.

Sei C eine Zusammenhangskomponente von A und z € C. Dann ist, da A offen ist, auch Bs(z) C A fiir ein ¢ > 0.
Da die Menge B;(z) zusammenhéngend ist, ist sie in genau einer Zusammenhangskomponente enthalten (siehe letzte
Aufgabe), also Bs(z) C C. Damit umfasst C' zu jedem Element noch eine ganze Kugel um dieses Element, ist also
offen.

Priasenzaufgabe 16:
Zeige: Ist A C C offen, so hat A hochstens abzahlbar viele Zusammenhangskomponenten.

Losung:

Nach der vorherigen Aufgabe ist jede einzelne Zusammenhangskomponente von A offen, enthélt also eine Kugel
B.(z) (fiir ein ¢ > 0 und ein z € C), und damit mindestens ein Element von Q + iQ. Davon gibt es aber nur ab-
zéhlbar viele, und keines liegt (siehe Prisenzaufgabe 14) in mehr als einer Zusammenhangskomponente. Also kann
es hochstens abzéhlbar viele Zusammenhangskomponenten von A geben.

Prasenzaufgabe 17:
Finde ein Beispiel fiir eine Menge mit iiberabzéhlbar vielen Zusammenhangskomponenten.

Losung:

R\ Q. Je zwei Elemente dieser Menge liegen in verschiedenen Zusammenhangskomponenten. Seien z,y € R\ Q und
A eine Menge, die x und y enthilt. Dann ist A nicht zusammenhéngend (also insbesondere keine Zusammenhangs-
komponente). Beweis: ¢ sei eine rationale Zahl mit 2 < g < y (oder y < g < x). Dann ist

A=(ANn{z€C; Re(z) < ¢q})U(AN{z € C; Re(z) > ¢q}),

die beiden angegebenen Mengen haben leeren Schnitt und sind offen in A. Aufierdem sind sie nicht leer, da sie x
bzw. y enthalten.



