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Losungsvorschlag zu den Prasenzaufgaben der 14. Ubung
Priasenzaufgabe 1:

(a) Es sei R(z,y) eine rationale Funktion in den Variablen z und y, die fiir alle z,y € R mit 2% +3* = 1
wohldefiniert ist. Zeige, dass es eine endliche Menge A C B1(0) und ein r > 1 gibt, so dass R: B,.(0) \ A — C,

R(z):=L1.R (z-% Z_%> fiir z € B,(0) \ A, eine holomorphe Funktion ist. Beweise dann, dass gilt:
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/0 R(cos(t),sin(t)) dt = 2w » _ res(R; 2). (1)

z€A

Tipp: Betrachte das Integral [, B1(0) R(z) dz und stelle es mit Hilfe einer Parametrisierung von 0B;(0) durch

das Integral in (1) dar.
. 2m ™
(b) Berechne die Integrale [; m dt und [; m dt.

Losung:

(a) Da R(z,y) eine rationale Funktion in # und y ist, ist R eine rationale Funktion in z. Somit hat R in der
kompakten Menge By(0) endlich viele Singularitéiten. Es sei A die Menge der Singulariiten von R in B1(0). A
ist somit eine endliche Menge. Weiter gilt fiir z € 9B;(0) wegen z = €' fiir ein ¢ € [0, 27)

zZ+ % e 4 et z— % e — e~i® .
5 = 5 = cos(p) € R, 5 = 57 = sin(p) € R.

Wegen cos?(p) + sinQ(fp) = 1 ist somit R(e¥¥) = e~ - R(cos(ip),sin(p)) wegen der Voraussetzung an R
wohldefiniert, so dass R keine Singularitit auf 9B;(0) hat. Da R endlich viele Singularitéten in B(0) hat, ist
somit R holomorph in B,.(0) \ A fiir ein geeignet kleines r > 1.

Da B, (0) sternformig ist und 9B (0) ein geschlossener stiickweise glatter Weg in B,-(0) ist, ist 0B1(0) null-
homolog in B, (0). Weiter gilt n(0B1(0),z) = 1 fiir alle z € B;(0) nach Beispiel 4.16. Daher folgt mit dem
Residuensatz

/831(0) R(z)dz = 2mi Z n(0B1(0), 2) - res(R; z) = 2mi Z res(R; z).

z€A z€A

Weiter gilt mit () := e” fiir ¢ € [0,27] und obiger Berechnung von R(e')

2
/ R(z)dz / R(z)dz = / R (e") -i-edt
831(0) ¥ 0

= / i e~ R(cos(t),sin(t)) -i- e dt = z/ i R(cos(t), sin(t)) dt.
0 0

Aus den letzten beiden Gleichungsketten folgt die Behauptung.
(b) Es sei f(t) := cos(t) + sin(t) fir ¢ € [0,27]. Dann gilt f(0) = f(2r) = 1 und f'(t) = —sin(t) + cos(t) fiir
t € [0, 27]. Es gilt also fir ¢ € [0, 27]

f(t)=0 <= sin(t) =cos(t) < te{Z’T}'



Daher nimmt f sein Minimum in [0, 27| entweder an einem der beiden kritischen Punkte oder an einem der
beiden Randpunkte des Intervalls an. Somit folgt

mmin f(1) = min {f(O),f(27r),f (%) f (T)} = min{1,1,v2, —v2} = —v2.

Wegen /3 > /2 ist somit R(x,y) := m fiir 2,4 € R mit 22 + 32 = 1 wohldefiniert. Um das Integral mit

Teil (a) zu berechnen, berechnen wir zunichst R. Es gilt wegen % = —¢ und i = (1_1)% = %
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Die Nullstellen des Nenners sind mit Definition 3.26 gegeben durch
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Es folgt also
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so dass z1 die einzige Singularitdt von R in B;(0) ist. Somit folgt mit Teil (a), da R in z; einen Pol erster
Ordnung hat und R(z) := —* - gilt,

= (z—21)(z—22)
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(c) Da cos(t) eine gerade Funktion ist und 27-periodisch ist, gilt

/ﬁldt_l/ﬂldt_l/zﬂldt
o 2+cos(t) 2)_.2+cos(t)  2Jy 2+ cos(t)

Wegen 2 + cos(t) > 0 fiir alle ¢ € [0,27] ist R(x,y) := 5 fiir x,y € R mit 22 + y? = 1 wohldefiniert. Um das

24+x -
Integral mit Teil (a) zu berechnen, berechnen wir zunéchst R. Es gilt
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Die Nullstellen des Nenners sind gegeben durch

Zig=—-2+V4-1=-2+3.

Wegen
|| =|—24+V3|=2-V3<1, |z|=|-2-V3=2+V3>1



ist 21 die einzige Slngularltat von R in B;(0). Somit folgt mit Teil (a), da R in z; einen Pol erster Ordnung
hat und R( ) m gllt

/Tr ! dt L /27r ! dt ! om - res(R; z1)
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Priasenzaufgabe 2
Berechne die folgenden Integrale:

> cos * In(x
/_Oo(x2+9 de und/ :c2+4

Hinweise: 1. Rechteckweg —R, R, R + iR, —R + iR.
2. Betrachte die Fortsetzung des Integranden auf G := C\ {iy | y € (—00,0] C R} und nutze Halbkreise durch die
obere Halbebene mit Radien € und R.

Losung:

(a) Mit f(z) == (Zfrg)Q gilt (;‘;ﬁ;z = Re(f(x)) fir z € R. Weiter gilt f(z) = %’ so dass f holomorph
in C\ {3i,—3i} ist und in 3¢ und —3i jeweils einen Pol zweiter Ordnung hat. Mit H := {z € C| Im(z) > —1}
ist H konvex und damit sternférmig sowie offen und zusammenhéngend, also ein sternformiges Gebiet. Es
sei nun R > 3 und vr der Rand des Rechteckes mit den in dieser Reihenfolge durchlaufenen Eckpunkten
—R, R, R+ iR und —R + ¢R. Dann ist vy ein geschlossener stiickweise glatter Weg in H, der das durch vg
berandete Rechteck Mp im mathematisch positiven Sinn umléuft. Somit gilt insbesondere n(yg,z) = 1 fir
alle z € My nach Aufgabe 5 von Ubungsblatt 11. Auferdem ist vz nullhomolog in H nach Proposition 8.4, da
H sternformig ist. Wegen 3i € M und —3i € C \ H ist somit f holomorph in H \ {3i}. Somit folgt aus dem

Residuensatz und Proposition 8.7 mit g(z) :=

77 da f in 3¢ einen Pol zweiter Ordnung hat,

(z+dz
f(z)dz = 2mi-n(ygr,3i) - res(f;3i) = 2mi - res(f;3i)
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Mit
al(t) = 1 te [*Ra R]a
as(t) = R+it, t € [0, R],
as(t) = —t+iR, t € [-R, R],
ay(t) = —R+i(R-1), t€[0,R],
folgt dann

2t R ezt
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Weiter gilt

/Oé2 f(z)dz

/a3 f(z)dz

/(14 f(z)dz

Somit folgt aus (2) fiir R — oo
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(b) Essei G:=C\ {iy |y € (—o00,0] C R}. Dann ist die Funktion

g:G—C,g(z) :=

holomorph in G und ein Zweig des Logarithmus in G nach Proposition 3.16, da G = {z € C| arg_x(2) # — 3
9) ___ Dann ist f holomorph in G\ {2i} mit f(z) = ;n(m) fiir € (0,00) C

gilt. Weiter sei f(z) := g(z) _

In(z[) +i-arg_x(2) firzeG,
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R. Auferdem ist G sternférmig (analog zur Sternférmigkeit von C™). Fiir ¢ € (0,1) und R > 2 sei nun 7. g

der Weg, der die vier Wege

ar(t) = t, € [, R],

as(t) = R-e, t € [0,n],
az(t) = t, t € [-R,—¢],
au(t) = e-e t € [—m,0],

in dieser Reihenfolge hintereinander durchlduft. Dann ist v, g ein geschlossener stiickweise glatter Weg in G,
der das durch 7. r berandete Gebiet M. g := {pe’? | p € (¢,R),p € (0,7)} im mathematisch positiven Sinn

umlauft.

Daher gilt n(ve,r,2) = 1 fur alle z € M. g. Dies sicht man mit Hilfe von Aufgabe 5 von Ubungsblatt 11

folgendermafien. Fiir p > 0 sei

3, = t fiir t € [—p, pl,
P peeiltr) fir t € (p, p+ 7).

Dann ist 3, der Rand von M, , und fiir z € M, g gilt z € Mo g\ Mo,.. Somit gilt n(Sr,2) =1 und n(f, z) =0
nach Aufgabe 5 von Ubungsblatt 11 und Satz 4.14(c). Daher folgt
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Auferdem ist v, r nullhomolog in G nach Proposition 8.4, da G sternférmig ist. Wegen 2¢ € M, rp und
—2i € C\ G ist somit f holomorph in G\ {2¢}. Somit folgt aus dem Residuensatz und Proposition 8.7, da f
in 27 einen Pol héchstens erster Ordnung hat,

f(z)dz = 2mi-n(yer,2i) - res(f;2i) = 2mi - res(f;24)
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Weiter gilt
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da eln(e) — 0 fiir € N\, 0 gilt. Somit folgt aus (3) mit R — oo und € \, 0

0 w2 * In(t) < 1
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Durch Ubergang zum Realteil auf beiden Seiten der Gleichung folgt dann

° In(t) ™
/0 2+ 1) dt = 1 In(2).




