Michael Winkler 29.4.2014
Johannes Lankeit

Lésungsvorschlag zu den Prisenzaufgaben der 4. Ubung

Priasenzaufgabe 1:
Es sei (an)nen € C\ {0}.

a) Zeige: Existiert lim aZL’ so erfiillt der Konvergenzradius R der Potenzreihe Y~ an(z — zo)"
a
R =lim |—2
Ap+1

b) Falls aZT nicht konvergiert: Welche der folgenden Beziehungen gelten?

. a . . a
R <limsup|——|, R =limsup , R >limsup|——|,
Ap+1 Ap+1 Anp+1
.. a .. a .. a
R < liminf " |, R=liminf “ |, R>liminf L
An+1 An+1 An+1

Losung:

a) Mit b, = an(z — 20)" ist >, -, by auf Konvergenz zu untersuchen. Wir verwenden das Quotientenkriterium

und untersuchen dazu

bn+1 Ap+1 Ap41

= lim

|z — z0] = |z — 20| lim

n n n

Nun folgt aus dem Quotientenkriterium Konvergenz, falls dieser Ausdruck < 1 ist, also |z — z| < lim

An
QAn 41

und Divergenz, falls |z — zo| > lim a“—ﬂ . Daher ist lim aaT der Konvergenzradius der Reihe.
n n
b) Falls |z — 2| > limsup |-%2-| = L ist lim inf |M| > 1, also ab einem gewissen n immer
An41 lim inf |27;1\ ’ an(z—z0)" ’

lant1(z — 20)" T > |an(z — 20)"| > 0. Es handelt sich damit bei a,,(z — 20)™ nicht um eine Nullfolge und die
Reihe divergiert. Also ist R < limsup |-%2—|.

An+1

|ant1(z—20)" |

G~ < 1 und die Reihe konvergiert nach

Falls |z — 29| < lim inf | aail | = L E ist also lim sup
) Tan

lim sup |

Quotientenkriterium. Daher muss R > liminf |a“ﬁ| gelten.

Die anderen Beziehungen gelten nicht. Wir geben dazu eine Potenzreihe an, deren Konvergenzradius weder mit
limsup|a:i1 | noch mit 1irninf|a:il | ibereinstimmt. Betrachte (a,), = (1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,...).
Dann ist der Konvergenzradius von Y a,z" gleich 1. (Konvergente Majorante auf By (0): Das Doppelte der
geometrischen Reihe. Divergenz in 1, da (a,)nen keine Nullfolge.) Aber liminf und limsup von aZL sind %

bzw. 2.

Priasenzaufgabe 2:

Es handelt sich bei sin um eine auf ganz C holomorphe Funktion mit Ableitung cos. Wie zeigt man das? (Skizziere
den Beweis nochmal.)

Losung:
Der Sinus ist iiber eine Potenzreihe definiert, deren ,Konvergenzkreis‘ganz C ist. Daher ist die Funktion dort (,in



dessen Innerem*) holomorph. Auch erhélt man im Innern eines Konvergenzkreises die Ableitung einer Potenzreihe
durch gliedweises Differenzieren. Dabei erhélt man offebar sofort die Definition des Cosinus.

Priasenzaufgabe 3:

Uuntersuche fir z € {1 + 2i,—4¢,4 — 3i, —4 + i1/20}, ob die Reihe > lz;z;f 2" konvergent oder divergent ist.
n=1

Losung:
Mit a,, := lz;z')),z, n € N, und zp := 0 betrachten wir die Potenzreihe > a,(z — z0)"™. Nun gilt fiir n € N
n=1
an | li"(n)?- (2n+2)!  2n+2)(2n+1)  2(2n+1)
1| )i+ 1)) il (n+1)2 1-(n+1)
Somit folgt
lim || = 4.
n—oo an+1
Daher ist R := 4 nach Satz 3.8 der Konvergenzradius der Potenzreihe > a,(z — 29)™ und der Konvergenzkreis ist
n=1

Br(z0) = B4(0). Daher konvergiert die Reihe Z Z(Q(Z)), 2™ nach Satz 3.5 fiir |z] < 4 und sie divergiert fiir |z| > 4.
n=1

Wegen
142 =12 +22=V5 <4, [4—3i|=+/424(-3)2=5>4,
| —4+iv20| = /(—4)2 +20 =6 > 4

divergiert die Reihe fiir z € {4 — 3i, —4 4 iv/20} und sie konvergiert fiir z = 1 + 2i.

z = —4i liegt wegen |z| = 4 auf dem Rand des Konvergenzkreises. Daher erhalten wir keine allgemeingiiltige
Aussage und miissen die Reihe 3 % (én)), (—iym = S & 42(22)70,”')2 = Z 422(:;)'22 auf Konvergenz oder Divergenz
=1 n=1 n=1
untersuchen. Es sei b,, := 422(:)!32, n € N. Nun gilt fir n € N
b = 221 (pl)? _ (27 - n!)? _(24-...-(2m-2)- 2n)?
" (2n)! (2n)! 1-2-...-(2n—1)-(2n)
. 24.....(2n-2)-2m > 3. (2-3)-Cn-1)
- 1:3-...-2n-3)-(2n—1) 3-...-(2n=3)-2n—1)
. . . . i (al)? . as . .
Somit ist (b, )nen keine Nullfolge und die Reihe Y @Y, (—4i)™ = > b, divergiert.
n=1 =

Prisenzaufgabe 4:
Bestimme den Konvergenzradius R und, falls R € (0, 00), den Konvergenzkreis der folgenden Potenzreihen.

() > (ym—1i)"-(z—5i —10)",

2, RE=D)
Losung
(o)
(a) Mit a,, := ({/n —1i)", n € Ny, und 2o := 5i + 10 betrachten wir die Potenzreihe > a,(z — 29)". Nun gilt
n=0

Vlan| = [/n—il =4/ (¥/n)2+12,  neNo.




Wegen lim /n =1 folgt daher
n—oo

Somit is

ist BR(Z()) =B

Mit a,, :=

Somit folgt

Daher is

lim /Jan| = V12 +12 = V2.

t R = \}5 nach Satz 3.8 der Konvergenzradius der Potenzreihe > a,(z—2p)"™ und der Konvergenzkreis
n=0
o (5i+10).
= %i)):m, n € N, und zg := 2 — i betrachten wir die Potenzreihe 3 a,(z — 20)™. Nun gilt fir n € N
n=1
an, |3+ 4i|"n!- 3(n+1))"* 3 (n+1)"+t
Ani1 (3n)m - |3+ 4i|nH(n 4+ 1)1 |3+4i] nn(n+1)
_ 3 n+1\" 3 e "
IRVEEEE n 5 n)
. ap 3e
lim = —.
n—=00 | Up41 5
tR:= 3¢

5

nach Satz 3.8 der Konvergenzradius der Potenzreihe ) a,(z—29)"™ und der Konvergenzkreis

ist BR(Z()) = B% (2 — ’L)

Mit

|

n=1
GV falls = k! fiir ein k € N\ {1},
0, sonst.

(oo}

und zp := 3i betrachten wir die Potenzreihe > a,(z — z0)™. Nun gilt fiir jedes k € N\ {1}

sowie

|k

n=1

2+5VR)i| _2+5vVk _ 2k +5k _

=7

k(k—1) | k(k—1) — k-1
_|@+5vRi| _245vk 2
|an| = k(k—1) | k(k—1) = kI

Daher folgt |a,| < 7 fir alle n € N sowie

und

da lim
n—o0

limsup {/]a,| < limsup ¥/7 =1

n—oo n—oo

) 2 N2 1
limsup {/|a,| > liminf §/|ap| > liminf §/ = = liminf V2 =-=1,
k—o0 k— o0 k! k—o0

n—oo

Vi1

Yr=1firz>0und lim {/n =1 gelten. Somit ist
n—oo

1 1

= 7—1

limsup {/]an] 1
n—oo

(oo}

nach Satz 3.8 der Konvergenzradius der Potenzreihe Y a,(z — z9)"™ und der Konvergenzkreis ist Br(z9) =

B1(39).

n=1



