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Losungsvorschlag zu den Prisenzaufgaben der 5. Ubung

Priasenzaufgabe 1:
Beweise die folgenden Aussagen (Proposition 3.11 der Vorlesung):

(e) Fiir die Funktionen sin und cos gelten die Additionstheoreme

sin(z; + z2) = sin(z1) cos(z2) + cos(z1) sin(z2) fiir alle 21, 29 € C,

cos(z1 + z2) = cos(z1)cos(zz) — sin(z1) sin(z2) fiir alle 21,29 € C
sowie der ,trigonometrische Satz des Pythagoras”

sin?(z) 4 cos?(z) = 1 fiir alle z € C.

(f) Die Funktionen sin und cos sind periodisch in C mit Periode 27, und die Funktion exp ist periodisch in C mit
Periode 27i.

Losung:

(e) Nach Proposition 3.11(b) gilt fiir 21,22 € C
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(f) Nach Teil (a) gilt fir z € C

sin(z+2m) = sin(z)cos(2m) + cos(z) sin(27) = sin(z) - 1 + 0 = sin(z),
cos(z +2m) = cos(z)cos(2m) — sin(z) sin(27) = cos(z) - 1 — 0 = cos(z),



so dass sin und cos periodisch in C mit Periode 27 sind. Verwendet man dies nun zusammen mit Propositi-
on 3.11(b), so erhélt man fir z € C

AT — (T — og(—iz + 2m) 4 i sin(—iz + 2n)
cos(—iz) + isin(—iz) = (7% = ¢,

so dass exp periodisch in C mit Periode 273 ist.

Prisenzaufgabe 2:
Fir z =z + iy € C\ {0} mit z = Re(z) und y = Im(z) sei

arctan (%) , falls > 0 und y > 0,
5 falls =0 und y > 0,

argy(z) ;== { arctan (¥) 4, falls x < 0,
37”, falls x = 0 und y < 0,

arctan (£) + 2, falls x > 0 und y < 0.
(a) Zeigen, dass argy(z) € [0,27) und
2= 2] - "0 = 2] - (cos(argy () + i - sin(argy(2)))
fiir jedes z € C\ {0} gelten. Wie kann man arg,(z) geometrisch in der komplexen Ebene bestimmen?

(b) Es sei @ € R. Definiere argg(z) = fo(argy(z)) mit Hilfe einer geeigneten Funktion fg : [0,27) — [@,® + 271),
so dass argg(2) € [®, P + 27m) und

z=z|- elarge(2) — |z| - (cos(arge(2)) + i - sin(argg (2)))

fiir jedes z € C\ {0} gelten.
Was ist argg, geometrisch?

(c) Bestimme
axgo () arg (1), arg (1), a1g_s (), argo (1 — V30)

Losung:

(a) Esseil z = z+iy € C\{0} mit z = Re(z) und y = I'm(z). Es sei ¢ der im mathematisch positiven Sinn getffnete
Winkel zwischen der Strecke [0, z] und der reellen Achse, der ein Innenwinkel im Dreieck mit den Eckpunkten 0,
2 und z in der komplexen Ebene ist. Weiter sei 1 der Winkel zwischen [0, z] und der positiven reellen Achse in
der komplexen Ebene, der ausgehend von der positiven reellen Achse im mathematisch positiven Sinn ge6ffnet
wird (siehe Zeichnung).
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Dann gilt ¢ € [0, 3] und ¥ € [0,27). Durch die Polarkoordinaten in R? lisst sich (z,y) € R? darstellen durch

x = a2+ y?cos(yp) = |z|cos(yp) und y = /a2 +y?sin(y) = |z|sin(y), da ¢ auch der Winkel zwischen
[0, (x,7)] und der positiven x-Achse im R? ist, der ausgehend von der positiven z-Achse im mathematisch
positiven Sinn gedffnet wird. Somit gilt mit Proposition 3.11

2= @+ iy = |2] cos(th) + il2] sin(¥) = |z](cos(¥) + isin(p)) = |2l (1)

so dass nur noch zu zeigen ist, dass ¢ = arg(z) gilt.

Es gilt offenbar ¢ = 5 im Fall z = 0 und y > 0 sowie ¢ = 37” im Fall x = 0 und y < 0, da z dann auf der

positiven bzw. negativen imaginiren Achse liegt. Daher gilt ¢ = arg,(z) in diesen beiden Féllen.
Fir x # 0 gilt tan(p) = \l%‘l nach den Sétzen im rechtwinkligen Dreieck (mit den Eckpunkten 0, x, z). Wegen
@ € [0, %) folgt dann ¢ = arctan (M)
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Im Fall z > 0 und y > 0 gilt einerseits ¢ = ¢ und andererseits auch ¢ = arg,(z), so dass 1) = arg,(z) folgt.
Im Fall x < 0 und y > 0 gilt ¥ = 7 — ¢. Da tan periodisch mit Periode 7= und ungerade ist, folgt

tan(¢) = tan(—p) = —tan(p) = —kz|| = % = tan (arctan (%)) = tan(arg,(2)).
Weiter gilt ¢ € (5, 7] sowie, wegen arctan (£) € (—%,0], auch argy(z) € (3,7). Da tan auf (5, 2%) injektiv

2
ist, gilt also ¢ = arg(z) auch in diesem Fall.

Im Fall x < 0 und y < 0 gilt ¥ = 7 + ¢. Da tan periodisch mit Periode 7 ist, folgt

tan(y) = tan(p) = Lyc = % = tan (arctan (%)) = tan(arg,(z)).

Weiter gilt 1 € (m, 2F) sowie, wegen arctan () € (0,%), auch argy(z) € (m, 37). Da tan auf (3, 2X) injektiv

ist, gilt also ¢ = argy(z) auch in diesem Fall.

Im Fall x > 0 und y < 0 gilt ¢ = 27 — ¢. Da tan periodisch mit Periode 7= und ungerade ist, folgt

tan(¢) = tan(—p) = — tan(p) = _|y|| =Y —tan (arctan (g» = tan(arg,(z)).
x| = x
Weiter gilt ¢ € (3F,27) sowie, wegen arctan (£) € (—%,0), auch argy(z) € (2F,2m). Da tan auf (3, )
injektiv ist, gilt also ¢ = argy(z) auch in diesem Fall.
Insgesamt gilt also in allen Fillen arg,(z) = ¢ € [0, 27). Daher ist arg,(z) der Winkel zwischen [0, z] und der
positiven reellen Achse in der komplexen Ebene, der ausgehend von der positiven reellen Achse im mathematisch
positiven Sinn ge6ffnet wird. Wegen (1) ist somit die Behauptung gezeigt.

Sei ® € R. Fiir z € C\ {0} miissen wir nun argg(z) ausgehend von Teil (a) so definieren, dass cos(arg,(z)) =
cos(arge (z)) und sin(arg,(z)) = sin(arge(z)) gilt. Da sin und cos periodisch mit Periode 27 sind, sollte also
arg,(z) — arge (2) = k27 fiir ein k € Z gelten.

Somit definieren wir fg : [0,27) — [®, P+27) wie folgt. Es sei kg € Z das eindeutige k € Z, das k27 € [, D+427)

erfillt. Nun sei
t 4 ko2, falls t € [0, D+ 27 — k()2ﬂ'),

fo(t) = { t+ (ko —1)2m, falls t € [® + 27 — ko2m, 2m).
Wegen ko2m € [@, D + 27) gilt ® + 27 — k27 € (0, 27r]. Weiter folgt fiir ¢ € [0, ® + 2w — ko27)

O < ko2m < fo(t) =t + ko2mr < & 4 27
und fiir ¢ € [® + 27 — ko2, 27)
O =>+21 —ko2m + (ko — 1)27 < fo(t) =t + (ko — 1)27 < k2w < & + 2.

Somit ist fg wohldefiniert und es gilt fg(t) —t € {ko27, (ko — 1)27} fiir alle ¢ € [0, 27).

Fiir z € C\ {0} gilt also argy(z) = fo(argy(z)) € [, P + 27) sowie cos(argy(z)) = cos(argg(z)) und
sin(argy(z)) = sin(argg(z)). Wegen Teil (a) folgt daher

z= |z\ei'arg¢(z) = |z| (cos(arge(2)) + 4 - sin(argg (2))) -



argo(i) =5 € [0,27),

arg, (1) :% € [m, 3m),

argy (1) —5% € [2m,4r),
arg e (i) == € [-3m,—m),

—/3 5
\[)+27T:27r—arctan\/§:27r—ﬂ-:—7r.

arg,(1 — v/3i) = arctan(

Priasenzaufgabe 3:
Skizziere in der komplexen Zahlebene die Zahlen

i

T 3 I
z1 = 3e” 2 29 = 2e'% .

Zeichne auferdem z;2, und alle Losungen der Gleichung ¢2? = 4 + 3i ein.

Losung:
Es ist 2021 = 2e41"-3e7 2" = 6e 1",

Im(z)

Z2

Re(z)

2122

Wir beobachten, dass sich beim Multiplizieren die Winkel zur Real-Achse addiert haben. (Siehe auch Hausaufgabe
1.)

Um die Losungen der Gleichung £2 = 4 + 3i zu bestimmen, iiberlegen wir uns folgendes: |z;| = 5, also muss
|€] = V/5 sein. AuRerdem muss der zugehdrige Winkel halb so grof sein wie der zu z; gehérige. Mit Linge und
Winkel kénnen wir bereits die eine Losung skizzieren (sogar ohne explizit die Winkel ausrechnen zu miissen).

Eine weitere liegt genau einen Halbkreis entfernt.
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