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Lésungsvorschlag zu den Prisenzaufgaben der 6. Ubung

Priasenzaufgabe 1:

Berechne (mit den Bezeichnungen aus den Definitionen 3.17 und 3.26 der Vorlesung) die folgenden komplexen Zahlen
(a) (i), In(—Z+ 22, Ini- (- + 542)).

b) Viti, (V=1+i)% V(=1+i)2

In(i) = In|i| + iargy (i) = ig,
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ln(i'(f\—ﬁ+ 5 —)) = —i

Man beachte, dass das dritte Ergebnis nicht die Summe der ersten beiden ist, sondern um 27i davon abweicht.
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Prasenzaufgabe 2

Il=V1i=/(-1)(-1) =vV-1V-1=-1)?=i®=-1.

Was ist hier falsch?

Losung:

Der Schritt /(— = /—1y/—1 funktioniert nicht. (Das hat damit zu tun, dass die Wahl v/—1 = i statt
vV—1=—i Wlllkurhch” war und die Wurzel entlang (—oo,0) unstetig ist, vgl. Beweis von Bemerkung 3. 28) Fiir
dghnliche Phdnomene betrachte auch Proposition 3.21. Oder die letzte Tellaufgabe der Prisenzaufgabe 1.



Unter welchen Bedingungen kann man Wurzeln doch auf diese Art auseinanderziehen?

Prisenzaufgabe 3:
Gib ein maximales Gebiet an, auf dem Ln(1 + /z) als holomorphe Funktion definiert werden kann.

Losung:
Wir betrachten das Gebiet G = C~ = C\ (—o0, 0]. Hier 14sst sich mithilfe des Hauptzeigs des Logarithmus

In(z) = In|z| + iarg(z)
durch
% — 6% In(z)
eine holomorphe dritte Wurzel definieren, die auch

1 T o

\3/2 = 6% ln|z|+%arg0(z) € es ln|z|+%—§,§ c G
fiir z € G erfiillt, sodass 1 + /z € G und
z— In(1+ V/z)

eine auf G wohldefinierte holomorphe Funktion ist. R
Angenommen nun, es gébe ein groferes Gebiet G 2 G sowie eine holomorphe Funktion f: G — C darauf mit

F(z) = In(1 + ¥/2).

Dann wéare aber auch

/\ o~

2 exp(f(2)) — 1= )

holomorph auf G.

Insbesondere miisste es eine holomorphe Fortsetzung der dritten Wurzel auf dieses Gebiet geben. warum kann es nicht einfach
eine ganz andere Funktion als die gleich verwendete sein? Wenn z die Gleichung x3 = z 15st, muss nach Proposition 3.21 3lnx + kni = Inz mit k € {—4, —2,0, 2,4}
gelten, also @ = exp(%(ln z + kmi)), worin (aus Stetigkeitsgriinden) k fest ist.

Wegen G 2 G miisste es z € Gn (—00,0) geben. An dieser Stelle golte aber aus Stetigkeitsgriinden opaa
F(z) = lim {/[z]e’® = lim |z|3¢'5 = |z|5¢'5
Pt Pt
und zugleich R - .
f(z) = lim ¥/|zlei = lim |z|3¢'5 = |z]se '3,
N PN

was nicht sein kann. Daher war G ein maximales Gebiet mit der gesuchten Eigenschaft.

Prisenzaufgabe 4:
i* ist reell. Gibt es noch andere Werte z € C, sodass 2 reell ist?

Loésung:
Zi _ eiln(z) _ ei In |z|—argg(z) _ efargo(z)ei In(z)
i 1n

Diese Zahl ist sicherlich genau dann reell, wenn e I?l es ist, also wenn iln |2| € i7Z, d.h. |z| = ¥ fiir ein k € Z.



