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Losungsideen zu den Prisenzaufgaben der 9. Hilbertraummethoden-Ubung

Prisenzaufgabe 1:
Beweise das folgende Kriterium dafiir, dass eine Teilmenge von (L?, || - ||zr) relativ kompakt ist:
Sei 1 < p < oo. Dann ist F C LP(R) relativkompakt genau dann, wenn

i) F beschrinkt ist,

ii) sup;er fR\[fR)R] |f(z)]P dz — 0 fiir R — oo,
iil) supser [ [f(x) = f(z + h)[P dz — 0 fiir h — 0. (“gleichgradige Stetigkeit im p-ten Mittel”)
a) Zeige zunichst die Eigenschaft ii) fiir einzelne Funktionen aus L? (also ohne sup).

b) Zeige auch iii) fiir einzelne Funktionen. Beginne dabei mit dem Fall ,charakteristische Funktion eines beschrénk-
ten Intervalls* und approximiere allgemeine LP-Funktionen durch einfache Funktionen (Treppenfunktionen).

¢) Uberdecke F mit endlich vielen Kugeln vom Radius . Warum ist das moglich?

d) Nutze die Mittelpunkte f; der Kugeln und a) fiir jedes einzelne f;, um ii) gleichméfig fiir beliebiges f € F zu
zeigen.

e) Verfahre ebenso fiir iii).

- Zur Riickrichtung.
Definiere fiir f € LP(R) die ,Steklov-Mittelung* durch (S,(f))(z) =L [J f(z + s) ds.

f) Zeige durch geschickte Anwendung der Holderschen Ungleichung, dass ||.S,.(f)| e &) < v Il e (r)-

g) Zeige ebenso, dass fiir alle z € R die Abschétzung

(S0 £)(@) = (S )@ +R)| <77 |Lf = fuly
gilt.

h) Zeige dariiberhinaus, dass
1f = Seflly < sup |[f = fulls
0<h<r

. Schitze dazu den Betrag |(f — S, f)(z)| wieder mit der Holderschen Ungleichung ab, integriere dann iiber R
und nutze abschliefend den Satz von Fubini.
i) Begriinde die folgenden drei Aussagen:
- Es geniigt, zu zeigen, dass eine Uberdeckung von F mit 3e-Kugeln existiert.
- Es gibt ein R > 0, sodass || f|| 1»®\(—r k) < € fiir alle f € F und alle R > R.

- Es gibt ein 7 > 0, sodass
If = Srfllewy < sup ||f — full <e
0<h<r
fir alle f € F,V|h| <.
j) Zeige: Die Menge M = {5, f[_sp o) ; f € F} ist eine relativkompakte Teilmenge von C([-2R,2R]).
k) M lisst sich von endlich vielen Kugeln mit Radius —+ und Mittelpunkten g; iiberdecken. (Warum?) Definiere

4R?
fi € LP(R) so, dass f; auf [-2R,2R] mit g; {ibereinstimmt. (Wéhle fiir die letzten beiden Schritte nun R
geeignet.)




1) Zeige abschliefsend, dass fiir jedes f € F eines der f; existiert mit || f — fil|, < 3¢ und vollende den Beweis des
Satzes.

Losung:

a) Satz von Lebesgue fiir |f|Px|_n ) mit [f|P als Majorante.
b) Fiir x[q, klar, Treppenfunktionen liegen dicht in L?, Rest: siche Aufgabenstellung.

¢) F ist nach Voraussetzung relativkompakt und daher totalbeschrankt/prakompakt, lisst sich also mit einem
e-Netz tiberdecken.

d) Seie > 0 vorgegeben. Zu jedem f; gibt es ein R; mit fR\[_T . |f(2)|P dz < P fir alle r > R;. R sei das Maximum
dieser (endlich vielen) R;. Zu f € F gibt es ein f; im Abstand (p-Norm) kleiner e. Nun ist ||)|| e ®\[—r,-]f <
I1fi = fllem) + D llor@\[—rr)fi < €+ e = 2¢ fiir alle 7 > R, also ii) gezeigt.

e) Analoge Argumentation. f, = f(- + h). Dann [|f — fall, < [If = fill + [lfi = (fnll + 11(f)n — full < 2 f -
fill + IIfi = (fi)nll, erster Summand klein durch Kugeln aus c), der zweite durch b) fiir die endlich vielen
Kugelmittelpunkte. (Danach das § aus der Konvergenzdefinition als Minimum der §; wéihlen.)

f) Hier und im Folgenden sei ¢ stets so gewahlt, dass l + 1 =1.

1 1
=1 flat+s)ds<ifr1f(z+s) <t (fo ) (fs H)F < r_1+%||f||Lp(R). Diese Abschitzung gilt
in Jedem Punkt und damit erst recht fiir das Supremurn

8) [(Sef)(@) = (S @+ h) =7 [§ flw+s)ds— 1 [§ fl@+h+s)ds| =[] [f(z+5) = f(z+h+s)| ds. Die
Ungleichung folgt mit genau derselben Abschétzung wie in f).

h) |(f = S.-f)(z |*\1f0 flx+s)ds| <r” p(fo |f(x f(:z:+5)\pds) Also
[ur=sora< [ - / @)~ flaro)P dsdo= 1 [ /|f flarslPdrds =1 [C1f-plras< T sup 171
0<s<r
i) - In metrischen Radumen ist Relativkompaktheit dquivalent zu Prakompaktheit.
- Das ist ii).

- Das ist iii).
j) Arzela-Ascoli. [-2R,2R] ist kompakt. Die Menge S,F (r wie im letzten Punkt) ist punktweise beschrankt
nach f) und i) und gleichgradig stetig mit g) und ii).

Uberdeckung mit den Kugeln méglich, da nach j) relativkompakt: (S, F)|ir2r.2r C B(gi, 7 % ,zu f gibt
[ ] 1= 1 4R

es also ein ¢ mit |5, f(z) — gi(z)| < (4R)"*» ve auf [-2R,2R).
fi sei g; auf [-2R,2R], null sonst. R = R ist eine gute Wahl.

1) Zu f sei i gewéhlt wie in k)

1f = fill < Dl ze@\—2m2rlf + I1f = gill Lo —om2m
<e+If = gillpo(2mom
<e+|f- STfHLP([72§,2§ + IS0 f - gi”LP([fQF,Zﬁ
S<ete+|Sf- giHLp([—QEQE
< 3e

(Einsetzen der Definition von f;, ii), Dreiecksungleichung, iii) und die letzte Abschitzung aus k).)
Damit ist F enthalten in jeweils endlich vielen 3e-Kugeln, also pré- und daher relativkompakt.



