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3. Ubung zur Vorlesung ,Hilbertraummethoden* im SS 2015

Priasenzaufgabe 1:
Es sei u(x,y) = 2%y3, (z,y) € (0,1)2. Was ist D%u fiir a = (2,3)?

Priasenzaufgabe 2:

22. April 2015

Gehort die durch u(z) = 1, x € Q, definierte Funktion zu W12(Q), falls Q = R bzw. falls Q = B;(0) C R"?

Priasenzaufgabe 3:
Bestimme die schwache Ableitung der Funktion

in Q= (0,2).

Priasenzaufgabe 4:
Es sei u € WHP(Q) und v € C} (). Zeige, dass uv € W, (Q) und V(ww) = vVu + uVo.

Priasenzaufgabe 5:
Zeige, dass die Funktion
0,1
o(z) = z, x€(0,1)\Q
42, e Qn(0,1)

eine schwache Ableitung von u(z) = 22% in Q = (0, 1) ist.

Priasenzaufgabe 6:
Fiir ein Intervall I sei u € WP (I). Zeige, dass fiir fast alle 1, 22 gilt u(z2) — u(z1) = |

T1

Hausiibungen

"' (5)ds.

Abgabe: 29. April 2015, zu Beginn der Ubung

Hausaufgabe 1:

Es sei J: X — Y eine Isometrie zwischen den normierten Radumen X und Y. Zeige: J ist stetig und injektiv.

Hausaufgabe 2:

Esseil < p <oo,m>1, Q CR"” offen und o, € Nj mit |a| + [8] < m sowie u € W™P(Q). Zeige, dass

D*DPy = DP D2,

Hausaufgabe 3:
Gilt fiir die durch u(z) = 1 — || gegebene Funktion, dass u € Wy'*((~1,1))?



Hausaufgabe 4:
Es sei (fn)n C WHP(Q) derart, dass f,, — f in LP(Q) und Df,, — g in LP(Q). Zeige, dass f € W1P(Q) und Df = g.

Hausaufgabe 5:
Gegeben sei ein beschrianktes Intervall I = [a,b] C R und p € [1, 00).

a) Essei f € L'(I) mit J; f¢' =0 fiir alle ¢ € C3°(I). Zeige, dass es eine Zahl C' € R gibt, sodass f = C f.ii.
Hinweis: Es sei ¢ € C§°(I) mit [¢ = 1. Zuw € C§°(I) setze ¢’ = w — ( [, w)v ein, um [w(f — [ f¢) fiir alle
w € C§°(I) zu erhalten.

b) Es sei g € LY(I), yo € I und v(x) := f;] g(t)dt. Zeige, dass es dann v € CO(I) gibt mit [, vy’ = — [, gy fiir
alle ¢ € C}(I).

Tipp: Nutze in den Integralen auf der rechten Seite von [ vy’ = — [ ffo g(t)' (z)dtdx + f:o f;ﬂ g(t)(x)dtdx
den Satz von Fubini.

c) Es sei u € LP(I) und u habe eine schwache Ableitung «' € LP(I). Zeige, dass es dann eine stetige Funktion @
gibt, sodass u = @ f.ii. und u(z) — u(y) = f; u'(t)dt.

d) Zeige, dass die Funktion u aus c¢) zu W1?(I) gehért.

Approximiere dazu v in LP(I) durch glatte Funktionen v,, und betrachte u, () := u(yo) + ZZ v (8)ds.

Hausaufgabe 6:
Zeige, dass fiir 2 = (—1,0) U (0, 1) die Abschliisse beziiglich || - [|y1,2von C*(€) und C*(Q) nicht {ibereinstimmen.



