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6. Ubung zur Vorlesung , Hilbertraummethoden” im SS 2015

Priasenzaufgabe 1:
Zeige: Unterrdume sind konvex. Gib auch ein Beispiel fiir eine nicht konvexe Menge in einem Hilbertraum an.

Priasenzaufgabe 2:
Wahr oder falsch: Projektionen sind lineare Abbildungen? (Gib einen Beweis oder ein Gegenbeispiel an.)

Priasenzaufgabe 3:
Finde einen Hilbertraum H und einen Unterraum M C H, sodass H = M @ M~ nicht gilt.

Priasenzaufgabe 4:
Zeige: Ist P eine Orthogonalprojektion im Hilbertraum H, so auch I — P. (Worauf projiziert diese Abbildung?)

Priasenzaufgabe 5:
U und V seien abgeschlossene Unterrdume des Hilbertraums H mit U C V C H und zugehorigen Orthogonalpro-
jektionen Py und Py . Zeige, dass Py Py = Py.

Priasenzaufgabe 6:

Im Hilbertraum H seien Orthogonalprojektionen @1,...Q, gegeben mit Q;Q; = 0 fiir ¢ # j. Definiere nun
P =@Q+ Q2+ ... +Q, Weise nach, dass Bild(P) = Bild(Q1) ® Bild(Q2) @ ... ® Bild(Q,) und ker(P) =
ker(Q1) Nker(Q2) N ... Nker(Qy).

Priasenzaufgabe 7:

Es sei Q C R? ein Gebiet. Wir betrachten im Hilbertraum L2(£2,R?)(= (L?(£2))3) den Unterraum L2 () der “quell-
freien Vektorfelder”, der als Abschluss von {f € C5°(Q)%;divf = 0} in L? definiert ist.

Zeige, dass es eine lineare symmetrische Abbildung P: L?(Q,R?) — L2(Q) gibt, die Lipschitz-stetig mit Konstante
1 ist, P2 = P ebenso erfiillt wie ||f||> = ||[Pf||? + ||f — Pf]||? fiir jedes f € L?(2, R?) und die alle Gradientenfelder
auf 0 abbildet.

Priasenzaufgabe 8:
Es sei V ein normierter Raum. Setze

, € B1(0
Tu= uu Y 1()
Jul =1

llell

Zeige, dass ||Tu — Tv|| < 2||ju — .
Zeige weiter, dass die Konstante 2 im Allgemeinen nicht verbessert werden kann.
Wie ist das in Hilbertrdumen?



Hausiibungen
Abgabe: 20. Mai 2015, zu Beginn der Ubung

Hausaufgabe 1:

Zeige, dass durch . )
Suf(o) = 5 [ I gy

2

fiir n € Ny Orthogonalprojektionen in L?((—m, 7)) definiert sind, die (fiir n,m > 0) S,S,, = Smin{n,m} erfiillen.
Tipp: Zeige zunéchst sin(%) Y";_ | e™** = ... = sin((n+$)z) und nutze schlieRlich die Orthogonalitét der y — e~ ¥
in L2((—n,7)).

Hausaufgabe 2:

Es sei (€, A, i) ein Mafraum mit x(2) = 1 und A; C A eine o-Algebra. Begriinde, dass L?(€2, Ay, i) ein abgeschlos-
sener Unterraum von L?(2, A, 1) ist. (Tipp: Die LP-Riume sind vollstéindig.)
Schliefse auf die Existenz einer Orthogonalprojektion

E[ ' |A1] : LQ(Qv-Ay /J/) — LQ(QMAM/’L)

mit den folgenden Eigenschaften:

Fiir jedes X € L?(Q, A, i) ist E[X|.A;] messbar beziiglich A;.

Fiir jede Menge A € A; und jedes X € L?(Q, A, ) gilt [, X = [, E[X|A;]. (Tipp: 3.26 a))

Sind Ay C Ay C A o-Algebren, so gilt fir X € L*(Q, A, ), dass E[E[X|A]|A2] = E[E[X|As]|A1] = E[X|A,].

Fiir B € A; und A € A gilt mit der Definition P[B|A] = Eﬁ‘j’izi die sogenannte Bayes’sche Formel

fB E[]IA|~A1]
fQ E[l4]|A4] '

P[B|A] =

Hausaufgabe 3:

a) Es sei K eine abgeschlossene konvexe Teilmenge des Hilbertraums H und xg € H. Zeige: Dann ist + = Pk
genau dann, wenn Re(x — xg,y — x) < 0 fiir alle y € K. Was bedeutet das geometrisch?
b) Zeige: Pk ist stetig.

Hausaufgabe 4:

Fiir ein a > 0 sei H := L?(—a,a), Lg := {f € H : f(t) = f(—t) fiir fast alle ¢t € [~a,a]} und
Ly :={fe€H: f(t)=—f(—t) fur fast alle t € [—a, a]}. Zeige:

a.) Lg und Ly sind unendlichdimensionale, abgeschlossene Untervektorraume von H.
b.) Lz = Le und L = Ly.

c.) Gib fiir beliebiges h € H die Absténde d(h, Lg) sowie d(h, Ly) an.

d.) Berechne fiir t € [—a,a] und h(t) := t* +t die Abstéinde d(h, Lg) und d(h, Ly).

Hausaufgabe 5:

Nutze, dass {e2™"%:n € Z} eine Orthonormalbasis von L?((0,1)) bildet, und verwende die Parsevalsche Gleichung

fir f(z) =z, um

1 2
>E=
n=1

nachzuweisen.

Hausaufgabe 6:

Es sei A: H — H ein stetiger symmetrischer linearer Operator. Zeige, dass

H =ker A® Bild A



