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4. Ubung zur ,Héheren Analysis* im WS 2014 /2015

Priasenzaufgabe 1:
a) Bestimme lim; »7, ., u(t) fiir die Losung u von

u' = (u? 4+ 1)(u—2)(u — 3)(u — 4)(u? — 11u + 30); u(0) = ug.

in Abhéngigkeit von uy € R.
b) Zeige, dass es ty > 0 gibt, sodass die Losung u von

u=1+u—u", u(0) =12

(global ist und) fiir alle ¢ > ¢y die Eigenschaft u(t) < 2 hat.

Priasenzaufgabe 2:
Sei f:[0,00) — [0,00) stetig mit [;° f(z) dz < co. Zeige, dass dann nicht unbedingt lim;—, f(t) = 0 gelten muss,
aber zumindest eine Folge t; — oo mit f(¢;) — 0 fiir j — oo existiert.

Priasenzaufgabe 3:

a) Beweise (durch Umformulieren in eine Integralgleichung und Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes) die
folgende Version des Satzes von Picard-Lindel6f: f: R x R — R sei Lipschitz-stetig, ug € R. Dann gibt es T" > 0,
sodass das Problem

u'(t) = f(u(t),t), w(0) = ug

fiir jedes 7 € (0,7T) genau eine Losung in C1((—7, 7)) hat. Was muss man #ndern, wenn der Satz auf Systeme wie in
(2.1) anwendbar sein soll?

b) Auf welche Abbildung miisste man den Banachschen Fixpunktsatz anwenden, um eine entsprechende Aussage fiir
die Gleichung t~*(t*y") = f(t,y,vy’) zu erhalten?

Prasenzaufgabe 4:
Zeige, dass fiir die in 2.1.4 eingefiihrte Matrixnorm sowie fiir alle A, B € C™"*"™ gilt, dass

1A~ B| < [|AllB]l.

Prisenzaufgabe 5:
Lose
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Hausaufgabe 1:

Bestimme lim; u(t) fir die Losung u von

Tmaxz

u=e " —u u(0) = ug bzw. von u' = u® + 3u+ 2 u(0) = ug



in Abhéngigkeit von ug € R. Bestimme auch T},4,-

Hausaufgabe 2:
Es seien a, b und r sowie ug = u(0), vg = v(0) positiv und es gelte b > a. Die Funktionen w, v: [0, Tinae) — R mogen
die maximale Losung des einfachen Systems fiir zweigeschlechtliche Populationsdynamik bilden, das durch

!
u =

r SU— au
U+ v

/

v =r -v—bu

u+v

gegeben ist. Zeige, indem du zunéchst die Gleichungen einzeln betrachtest, dass sowohl w als auch v positiv sind
und dass sie sich nach oben und nach unten jeweils gegen eine positive, stetige, auf ganz [0, co) definierte Funktion
abschiitzen lassen.!

u(t)

Beweise: Ist r < b — a, so gilt @ X fiir t — oo.

Ist r > b — a, so folgt % — :fgg:gg > 0 fiir t — oo.

Hinweis: Leite dafiir zunéchst eine Differentialgleichung fiir die skalare Gréfe z = & her.?

Hausaufgabe 3:

Esseia >0, f: U — R eine auf der Menge I x U (fiir U C R? offen und I = [0,sup ), sup I € (0,0cc]) definierte,
stetige Funktion, die in der zweiten und dritten Komponente lokal Lipschitz-stetig ist (mit vom ersten Argument
unabhéngiger Lipschitz-Konstante), (yo,0) € U.

Zeige: Zu dem Anfangswertproblem

V(0 + 750 = FLy®.5/0), >0, y(0) =y, ¥(0)=0

gibt es Thar € (0,00] und eine Funktion y € C1([0, Th4z)) sowie eine Folge (tx), mit ¢t 7 Tyae und entweder
ly(Ei) lloo + 1Y (tx)]|co — o0 oder (y(tk),y' (tr)) — x mit einem x € QU fiir k — oo — oder aber T},,q, = sup I.

Hausaufgabe 4:

Zeige, dass Losungen u,v des Systems

w=2u—v—uv  u(0)
v =uv+v—2u  v(0)

Uo

Vo

mit ug, v € R fiir alle ¢ € (0, Tyas) die Gleichung u(t) + v(t) = ug + vo erfiillen.

Hausaufgabe 5:

0 1 1 t 4 Lo
Lose v/ 4+ Au = f(t),u(0) = up fir A = <1 O>’u0: <1>,f(t): (t) sowie fir A= 1| 0 3 2],up €R’,
-} b2
ot
fA) =1 2
et —1

Hausaufgabe 6:

Bestimme die Losung von

u =21u + 1U
2
v zlw + 21w
2
w =21w

u(0) = ug, ©v(0)=vy w(0)=wy.

1Damit kann man Tyngqe = 00 folgern und die Frage nach lim¢_,~, im néchsten Aufgabenteil wird sinnvoll.
2Sie wird ungefihr die Form 2’ = 2(... — ri) haben.



