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7. Ubung zur ,,H6heren Analysis” im WS 2014 /2015

Prisenzaufgabe 1:
Zeige: Fiir die Gleichung

o = au — au?

(mit a, @ € R) definiert
& 2, a3

B(r)= 2224 2
(x) 5% +33:

eine Lyapunov-Funktion. Handelt es sich um eine strikte Lyapunov-Funktion?

Priasenzaufgabe 2:
Zeige:
O(x,y) =dx —vylnx + By — alny

definiert eine Lyapunov-Funktion fiir das Lotka-Volterra-System

/

v = u(a — pv), v = —v(y — du)
auf (0,00)2. Ist das Gleichgewicht in (3, ) asymptotisch stabil?

Prisenzaufgabe 3:
Es sei f: R — R stetig. Finde eine Erhaltungsgréfe fiir das System

/

u =v
v =f(u).
Hausiibungen
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Hausaufgabe 1:

Seien a,b > 0. Finde eine Lyapunov-Funktion fiir das System

v =v—au?, v = —u — bu.

Hausaufgabe 2:
Seien a,b > 0. Finde B > 0 so, dass durch ®(z,y) = %xQ + gyz eine strikte Lyapunov-Funktion fiir

li /
u =, v = —au — bv

auf R? definiert wird. (Und weise nach, dass es sich um eine strikte LF handelt.)

Hausaufgabe 3:

3

Zeige: Alle Losungen von z” = x — z° existieren global.



Hausaufgabe 4:
Sei 7 > 0 und a,b € R mit a < —|b|. Fiir die Gleichung?

y'(t) = ay(t) +by(t —7)
wird die durch

Lly(®) = 0 + bl [ 4R(s)ds

definierte Funktion in einem Buch iiber mathematische Biologie? als ,Liapunov function“ bezeichnet. Zeige, dass
diese Bezeichnung gerechtfertigt ist.> In welcher Hinsicht weicht sie dennoch von unserer Definition ab?

Hausaufgabe 5:

Sei U C R" offen und f € C'(U,R™). Eine Menge M C U heifit ,,(positiv) invariant* fiir das System v’ = f(u), falls
fiir alle Anfangswerte ugp € M die zugehdrigen Losungen u,,, von

Uy = fltug),  w(0) = ug

auch u,, (t) € M fir alle t € [0, Thnq) erfiillen.

a) Zeige: Vereinigung und Durchschnitt positiv invarianter Mengen sind positiv invariant.

b) Zeige: Falls M abgeschlossen ist, ist M positiv invariant genau dann, wenn fiir alle x € M ein € > 0 existiert,
sodass uy(t) € M fiir alle t € [0,¢).

c) Zeige: Zu jeder Menge M C U gibt es eine maximale positiv invariante Teilmenge I(M) von M. Ist A C M positiv
invariant, so ist A C I(M).

d) Sei V € C?(U) so, dass VV(z) # 0 fiir alle x € V=1({0}). Dann?® ist M = V~!((—00,0]) genau dann positiv
invariant, wenn VV (z) - f(z) < 0 fiir alle x € M = V~1({0}).

Beweise diesen Satz. Fiir eine Richtung des Beweises wahle dabei g € OM und zeige, dass es ¢ > 0 gibt, sodass
Uz, (t) € M fiir t € (0,¢). Dazu wihle eine offene Umgebung Uy von zg so, dass [VV(z)| > o > 0 fiir z € Up und
nutze, dass die Funktion ¥, die (ug, A, t) auf u(t) fiir die Losung u von u(0) = up, v’ = g(u,\) = f(u) — AVV (u)
abbildet, stetig ist?, um zu zeigen, dass £, A > 0 existieren mit ¥(¢, zo, \) € Uy fiir alle t € [0,%), X € [0, ).

Sei dann A € (0,A] und t; € [0,%) so, dass z; = ¥(xg,t1,\) € OM. (Zeige und) nutze, dass VV(z) - g(z,\) <
VV(z)- f(x) — Aa? in Uy, um auf die Existenz einer offenen Umgebung U; = Uy (t1, 19, A) C Uy von z; zu schliefen,
sodass VV (z)-g(xz,A) < 0Vz € Uy und folgere die Existenz von &1 € (0,¢—t1) mit ¥(¢,x1,A) € U1Vt € [0,21]. Zeige,
dass damit V(¥(t,x1,\)) <0 fiir ¢ € [0, 1] und demnach (¢, 21, ) € M fiir ¢ € [0,¢1]. Folgere damit aus ¥(0, g, \)
die Ex. von g9 € (0,¢] mit W(¢,z9,A) € MVt € [0,e0] und definiere ¢, = sup{e € (0,¢] : ¥(¢,z0,\) € MVt € [0,¢]}.
Begriinde die Wohldefiniertheit von ¢, und, dass g9 < t, < t. Fiihre die Annahme ¢, < ¢ mittels der vorhergehenden
Uberlegungen auf einen Widerspruch. Folgere, dass W(t, 29, \) € M fiir alle t € [0,7], A € [0, A] und nutze eine friihere
Teilaufgabe, um den Beweis zu beenden.

Hausaufgabe 6:

Zeige, dass die Menge M, = {(z,vy,2) : 2822 + 10y? + 10(z — 56)? < c} eine positiv invariante Menge fiir das Lorenz-
System 2’ = 10y — 10z,y’ =28z —y — x2,2' = 2y — %z ist, falls ¢ > ¢y (mit einem geeigneten cy € R; welchem?)%.

Folgere, dass alle Losungen des Lorenz-Systems global und beschrankt sind.

Hausaufgabe 7:

Betrachte das System u’'(t) + A(t)u(t) = 0 fiir eine differenzierbare Funktion A: [0, 00) — R™*™.
1 —e

a) Zeige anhand des Gegenbeispiels A(t) = 0 1

2t
>, dass aus der Existenz von

w>0 mit VE>0VAea(A(t)): Re(N) >pu

nicht folgt, dass lim;_,o u(t) = 0 ist.
b) Die Matrix AT (¢)+A(t) habe nun fiir alle ¢ > 0 Eigenwerte mit positiven Realteilen. Zeige, dass dann lim; oo u(t) =
0. Betrachte dazu die Lyapunov-Funktion V(z) = 27z auf R™.

IDiese Art von Gleichungen findet man oft unter der Bezeichnung ,delay equations”, weil der Wert von y nach einer Verzégerung 7 in
die Gleichung eingeht. Und auf die Fragen nach Existenz und Eindeutigkeit von Losungen (oder auch nur, was man als ,,Anfangswert*
angeben miisste) gehen wir hier nicht ein.

2J.D. Murray: Mathematical Biology I: An introduction

3Eventuell hilft die Young’sche Ungleichung in der entsprechenden Rechnung.

4Tats#chlich wiirde dafiir sogar V' € C1(U) ausreichen; im Beweis miisste man dann C!-Funktionen durch C?-Funktionen annihern
(sehr technisch).

5Nach Heuser: Gewdhnliche Differentialgleichungen, Satz 13.1, den wir auch fiir Lemma 2.4.4 genutzt haben.

STipp: —22 + 562 < —1(22 — 2562 + 562) + 1568.



