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10. Ubung zur Vorlesung , Partielle Differentialgleichungen* im SS 2015

Priasenzaufgabe 1:
Es seien n > 1,0 C R" ein beschréinktes Gebiet mit 9Q € C?*® und a € C*(Q) fiir ein a € (0,1). Das Funktional

o) Jo IVu]? + [, au?

YOF T weW @)\ o),
Q

besitzt (einer fritheren Aufgabe zufolge) ein Minimum .

a) Beweise, dass jeder zugehdrige ,Minimierer von J, also jede Funktion u € Wy 2() \ {0} mit J(u) = py, zu
C?T(Q)) gehort.

b) Identifiziere eine partielle Differentialgleichung, die jeder Minimierer von J erfiillt.

¢) Formuliere eine hinreichende Bedingung an a, die die Existenz eines Minimierers v von J mit v > 0 in
sicherstellt.

Priasenzaufgabe 2:
Seien n > 1 und Q@ C R" ein beschriinktes Gebiet mit 9Q € C?** fiir ein a € (0,1). Es bezeichne \; :=

min, e 2o oy (W), J(u) = JoIVul® " o Wy2(€2) \ {0}, den ersten Eigenwert von —A in  und © € C>+*(Q)

fQ w2

eine zugehorige nichtnegative Eigenfunktion mit fQ 02 = 1. Zeige:

a) Ist u eine nichtnegative schwache Eigenfunktion zum Eigenwert A1, so ist u auch eine klassische Eigenfunktion,
und es gilt w > 0 in Q.

b) Ist u eine schwache Eigenfunktion zum Eigenwert A\; mit [, u? =1 und u # O, so gilt J(© —u) = \;.
c¢) Ist w wie in b), so ist (© — u)4 eine schwache Eigenfunktion zum Eigenwert A;.

d) Ist u eine schwache Eigenfunktion zum Eigenwert A, so gibt es 8 € R\ {0} mit « = 86. In diesem Sinne ist
also A1 ein ,einfacher Eigenwert” von —A.



Hausiibungen
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Hausaufgabe 1:

Es seien n > 1 und € C R™ ein Gebiet mit glattem Rand, und es sei p > 1 so, dass

a)

Z—fg, falls n > 3.

0, falls n < 2,
p <ps:=

Begriinde, dass
S = {u e Wh2(Q) ] / [Pt = 1}
Q
eine wohldefinierte, abgeschlossene Teilmenge von W, *(9) ist.

Zeige, dass es zu J : S — R, definiert durch

J(u) ::/ |Vul|?, u €S,
Q

ein nichtnegatives v € S gibt mit
J(v) < J(u) fiir alle u € S.

Sei v wie in b). Zeige, dass dann zu jedem ¢ € C5°(£2) ein g9 > 0 existiert, so dass

h(e) :== J(W), € € (—¢o,0),

v+ epllr+1(
wohldefiniert und differenzierbar ist mit »’(0) = 0.

Schliefse, dass es mit v wie in b) ein a > 0 gibt mit

Vv-Vgp:a/vpap fiir alle ¢ € C5°(2).

Q Q

Zeige, dass das Dirichlet-Problem fiir die Lane-Emden-Gleichung, also das Randwertproblem

—Au =uP in Q,
ulag =0,

mindestens eine klassische Losung u besitzt, die positiv in 2 ist.

[Tipp: Fiir geeignetes b > 0 ist u := bv gemif d) eine schwache Losung, die wegen der Stetigkeit von VVO1 2 Q) >
P — fQ vP -, letzteres aufgrund von p < pg, stetig ist. Verwende bekannte Regularitdtsargumente und ein
Maximumprinzip, um u € C?7%(Q) fiir alle € (0,1) und u > 0 in § zu zeigen.|



