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11. Ubung zur Vorlesung ,Partielle Differentialgleichungen” im SS 2015

Prisenzaufgabe 1:
Seien n > 1 und ©Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand.

a) Zeige, dass fir jedes v > 0 das Problem

2 .
—Ay=e M in Q,
ulga =0,

genau eine klassische Losung v = u., besitzt, und dass diese positiv in € ist.

b) Bestimme

lim u~(z) sowie lim u~(x fir alle x € Q.
Jim o, (x) tim , (2)

[Tipp: Zeige, dass es @ € (0,1) und C' > 0 mit [Ju,|[c2+a(q) < C fiir alle v > 0 gibt, und verwende den Satz
von Arzela-Ascoli.]

Priasenzaufgabe 2:
Es seien T' € (0,00) und f € C°(Q x [0,7] x R) ,lokal Lipschitz-stetig bzgl. u*, d.h., zu jedem Kompaktum K C R
gebe es L(K) > 0 mit

|f(z,t,u) — f(z,t,v)] < Lju— v V(x,t,u), (z,t,v) € A x [0,T] x K.
Sind dann @ bzw. u eine ,Oberlosung” bzw. eine ,Unterlésung" der Gleichung u; = Au+ f(z,t,u) in Q x (0,T), sind
also w,u € C°(Q x [0,T]) N C*1(Q x (0,7)) mit
uy > Au+ f(x,t,u) und u < Au+ f(x,t,u) in Q x (0,7),
so gilt folgende Implikation: Aus
u>u auf 9Q x (0,7)

und
o > uf,_,
folgt
>y in Qx (0,7).
Beweise diesen Vergleichssatz.
Setze dazu mit £, > 0 B
w(z, t) == u(z,t) — u(z,t) + e, (x,t) € Qx[0,T),

und
S:={te(0,T);w(z,t) >0 V(x,t) € Qx[0,7)}

und begriinde die Wohldefiniertheit von ¢ty = sup S € (0, T7.
Nimm an, dass ty < T und weise unter dieser Voraussetzung die Existenz von zg € € nach, sodass

’LU(I(), to) =0.

Nutze Informationen iiber die Vorzeichen von wy(xg,tp) und Aw(zg,ty), um — geeignete Wahl von « vorausgesetzt
— einen Widerspruch herzuleiten.
Folgere schliefllich den Vergleichssatz.



Prasenzaufgabe 3:
Zeige: Ist ) C R™ ein glattes, beschriinktes Gebiet, T > 0 und ist f € C°(Q x [0, T] x R) lokal Lipschitz-stetig bzgl.
u, SO hat

ur = Au+ f(z,t,u) inQx(0,7T),

héchstens eine klassische Lésung u.

U‘GQ =0, “’t:o = Yo (1)

Prasenzaufgabe 4:
Beweise: Es seien 2, T wie zuvor. Es erfiille f € C°(2 x [0, T] x R) eine lokale Lipschitz-Bedingung bzgl. u und es sei

f(z,t,00) >0  V(z,t) € Q2 x(0,T).
Sind dann ug € C°(Q) nichtnegativ und u eine klassische Losung von (1), so gilt u > 0 in Q x (0,7).

Hausiibungen
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Hausaufgabe 1:
Es sei a > 0. Zu A > A1 betrachte die Lésung u) von

—Auy = Muy — au?\, Uy 0.

o~
Bestimme limy\ x, %x.

Hausaufgabe 2:
Es seien n > 1 und € C R™ ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand. Betrachtet seien die Randwerprobleme
—Au = cos(ku) in Q,
_ (%)
uloa = 0,
fir k € N.

a) Zeige, dass es zu jedem k € N genau eine klassische Losung wuy, von (%) gibt, die
7r
luk Lo @) < %
erfiillt, und dass fiir diese Losung sogar 0 < ug(z) < i fiir alle z € Q gilt.

b) Zeige, dass ux, — 0 in C*(Q) fiir k — oo gilt, dass aber (ug)gen nicht in C?(Q) konvergent ist.

Hausaufgabe 3:
Es sei © ein beschriinktes Gebiet im R”,n > 1, mit glattem Rand. Zeige, dass es A > A; und uy € C*(Q) mit
uglaq = 0 gibt derart, dass fiir die Losung u von

uy = Au+ du in Q x (0,00),

ulag =0,

u|t:O = Uo,
gilt

lu(-, )| Lo () — 0 flir t — oo.

[Tipp: Suche eine geeignete explizite Losung mithilfe eines Produktansatzes.]

Hausaufgabe 4:
Zeige:

Ut = Uge +V 1+ u, uw(0,t) = u(m,t) =0, t >0, u(x,0) =sinz, x € (0,7),
hat eine glatte klassische Losung in (0,7) X (0, Tinqe) fiir ein (maximal gewéhltes) Ty € (0, 00].

Bestimme T,,4.
Zeige, dass u(%,42) = u(3F,42).



