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6. Übung zur Vorlesung „Partielle Differentialgleichungen“ im SS 2015

Präsenzaufgabe 1:
Welche der folgenden Gebiete im R2 erfüllen die äußere Kugelbedingung?

a) B2(0) b) B1(0) \ {0} c) (0, 1)2 d) B1(0) ∩ {(x, y) ∈ R2;x < 0 oder y < 0}

Präsenzaufgabe 2:
Es sei n ≥ 3 und Ω = B1(0) \ {0} ⊂ Rn sowie ε ∈ (0, 1). Betrachte

uε(x) :=

{
− |x|

2−n−1
ε2−n−1 |x| > ε

−1, |x| ≤ ε

und zeige, dass uε ∈ C0(Ω) eine subharmonische Funktion ist.
Betrachte

g(x) =

{
−1, x = 0

0, |x| = 1

und überzeuge dich davon, dass g eine auf ∂Ω stetige Funktion definiert.
Zeige: Auf dem Gebiet Ω ist die Perron-Lösung der Laplace-Gleichung zu den Randwerten g gegeben durch u ≡ 0.
Sie erfüllt die Randbedingung in x = 0 nicht.

Präsenzaufgabe 3:
Es seien 1 > α > β > 0. Zeige am Beispiel des Intervalls Ω = (0, 1), dass Bemerkung 6.3 b), also

C1(Ω) ( Cα(Ω) ( Cβ(Ω) ( C0(Ω),

gilt.

Präsenzaufgabe 4:
Es sei

v(x, y, z)=
[√

x2 + y2 + (1− z)2 −
√
x2 + y2 + z2 + z ln

∣∣∣((1− z) +
√
x2 + y2 + (1− z)2)(z +

√
x2 + y2 + z2)

∣∣∣]−2z ln(x2+y2).

Diese Funktion ist harmonisch außerhalb von {(x, y, z);x = y = 0, 0 ≤ z ≤ 1}.
(Darin gilt

[
. . .
]
→ 1 für (x, y, z)→ 0.)

Betrachte den Grenzwert von v(x, y, z) für (x, y, z) → 0, entlang der Kurve |z|β =
√
x2 + y2 für ein β > 0, und

entlang x2 + y2 = e−
γ
2z für γ > 0, z > 0.

Zeige: v ist unstetig in 0 und für jedes γ > 0 ist 0 ∈ ∂{(x, y, z); v(x, y, z) = γ}.
Es sei c > 0. Definiere Ω = B1(0) ∩ {(x, y, z); v(x, y, z) < 1 + c}.
Dann gibt es keine Lösung u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) des Dirichlet-Problems

−∆u = 0 in Ω, u
∣∣
∂Ω

= v
∣∣
∂Ω
. (1)

Zeige dazu, dass jede Lösung von (1) mit v übereinstimmen muss: Setze ε > 0 und betrachte

Ωε = Ω \Bε(0).

Nimm an, u löse (1) und wähle C > 0 so, dass |u− v| < C in Ω. Zeige schließlich durch Betrachtung von

wε ≡ C
ε√

x2 + y2 + z2
± (u− v),



dass
|u(x, y, z)− v(x, y, z)| ≤ Cε√

x2 + y2 + z2
, (x, y, z) ∈ Ωε

sein müsste. Warum ist also (1) nicht durch eine Funktion u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) lösbar?

Hausübungen
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Hausaufgabe 1:
Es sei Ω = {(x, y) ∈ R2; y <

√
|x|, x2 + y2 < 1} und β ∈ (1, 2). Betrachte

u(x, y) =

{
sgn(x)yβ y > 0

0, y ≤ 0.

Zeige: u ∈ C1(Ω), aber u /∈ Cα(Ω) für α ∈ (β2 , 1).

Hausaufgabe 2:
Beweise oder widerlege:
a) Der Schnitt,
b) die Vereinigung
zweier Gebiete, die die äußere Kugelbedingung erfüllen, erfüllt wieder die äußere Kugelbedingung.

Hausaufgabe 3:
Es sei Ω ⊂ Rn eine strikt konvexe Menge. Zeige, dass es zu jedem Punkt x0 ∈ ∂Ω eine lineare Barriere gibt.

Hausaufgabe 4:
Beweise: Jedes C2-Gebiet im Rn erfüllt die äußere Kugelbedingung.
(Es genügt, für eine Funktion Φ: f → Rn−1 mit Φ(0) = 0, DΦ(0) = 0 eine Kugel Br(ren) oberhalb des Graphen zu
finden. (Warum?))

Hausaufgabe 5:
Es seien n ≥ 1,Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet, k ∈ N0 und α > 0. Zeige, dass dann

Ck+α(Ω̄) ↪→↪→ Ck(Ω̄)

gilt, dass also jede in Ck+α(Ω̄) beschränkte Folge eine in Ck(Ω̄) konvergente Teilfolge enthält.

Hausaufgabe 6:
Es sei Φ: R2 → R gegeben durch Φ(x, y) = x4 − 2x2y + ey − y und Ω = {(x, y) ∈ R2; Φ(x, y) < 42}. Zeige, dass das
Problem

−∆u = 1 in Ω, u = 0 auf ∂Ω

eine Lösung hat.


