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6. Ubung zur Vorlesung ,Partielle Differentialgleichungen* im SS 2015

Prisenzaufgabe 1:
Welche der folgenden Gebiete im R? erfiillen die #ukere Kugelbedingung?

a) B2(0) b) B1(0) \ {0} c) (0,1)? d) B1(0) N {(z,y) € R*;z < 0 oder y < 0}

Priasenzaufgabe 2:
Es sei n > 3 und Q = B1(0) \ {0} C R™ sowie ¢ € (0, 1). Betrachte

!
ue(x) := { e2-n—1 |z] > ¢

-1 lz] <€

)

und zeige, dass u. € C°(2) eine subharmonische Funktion ist.
Betrachte

und iiberzeuge dich davon, dass g eine auf 0f) stetige Funktion definiert.
Zeige: Auf dem Gebiet (2 ist die Perron-Losung der Laplace-Gleichung zu den Randwerten g gegeben durch u = 0.
Sie erfiillt die Randbedingung in « = 0 nicht.

Priasenzaufgabe 3:
Es seien 1 > a > 8 > 0. Zeige am Beispiel des Intervalls Q = (0, 1), dass Bemerkung 6.3 b), also

C'(Q) ¢ C*(Q) S CP(Q) ¢ C°9),
gilt.

Prasenzaufgabe 4:
Es sei

v(x,y,z)= [\/mQ—i—yQ +(1—2)2— a2+ y2 + 22 —l—zln’((l —2) V22 2+ (1—2)2)(z + \/mu—%ln(gf—i—yz).

Diese Funktion ist harmonisch auferhalb von {(x,y,z);z =y =0,0 < z < 1}.

(Darin gilt [...] — 1 fiir (z,y,2) = 0.)

Betrachte den Grenzwert von v(z,y,2) fiir (x,y,2) — 0, entlang der Kurve |z|? = /22 + ¢2 fiir ein 3 > 0, und
entlang 2 + y? = e~ 2 fiir v > 0, z > 0.

Zeige: v ist unstetig in 0 und fiir jedes v > 0 ist 0 € {(z,y, 2);v(z,y,2) =7}.

Es sei ¢ > 0. Definiere Q = B1(0) N {(z,y, 2); v(z,y,2) < 1+ c}.

Dann gibt es keine Losung u € C2(Q) N C°(Q) des Dirichlet-Problems

—Au =0 in Q, u|8Q:U|SQ' (1)
Zeige dazu, dass jede Losung von (1) mit v tibereinstimmen muss: Setze € > 0 und betrachte
Q. =Q\ B.(0).

Nimm an, u 16se (1) und wéhle C' > 0 so, dass |u — v| < C in Q. Zeige schlieflich durch Betrachtung von



dass
Ce

u\r,y,z) — L, Y,z S—7
ulay,2) —vle vl < s

sein miisste. Warum ist also (1) nicht durch eine Funktion u € C%(Q) N C°(Q2) 16sbar?

(z,y,2) € Qe

Hausiibungen
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Hausaufgabe 1:
Es sei Q = {(z,y) € R%y < \/|z|,22 + y* < 1} und B € (1,2). Betrachte

sen(z)y® y >0
M%w{o ) <0

Zeige: u € C1(Q), aber u ¢ C(Q) fiir a € (g, 1).

Hausaufgabe 2:

Beweise oder widerlege:

a) Der Schnitt,

b) die Vereinigung

zweier Gebiete, die die duftere Kugelbedingung erfiillen, erfiillt wieder die dufiere Kugelbedingung.

Hausaufgabe 3:

Es sei 2 C R™ eine strikt konvexe Menge. Zeige, dass es zu jedem Punkt xg € 99 eine lineare Barriere gibt.

Hausaufgabe 4:

Beweise: Jedes C2-Gebiet im R™ erfiillt die dufiere Kugelbedingung.
(Es geniigt, fiir eine Funktion ®: f — R"~! mit ®(0) = 0, D®(0) = 0 eine Kugel B, (re,) oberhalb des Graphen zu
finden. (Warum?))

Hausaufgabe 5:
Es seien n > 1,0 C R™ ein beschrinktes Gebiet, £ € Ny und « > 0. Zeige, dass dann

C*e(Q) »— CF(Q)

gilt, dass also jede in C**+(Q) beschriinkte Folge eine in C*(£)) konvergente Teilfolge enthilt.

Hausaufgabe 6:

Es sei ®: R? — R gegeben durch ®(z,y) = 2% — 222y + €Y — y und Q = {(x,y) € R?; ®(x,y) < 42}. Zeige, dass das
Problem
—Au=1inQ, wu =0 auf 90

eine Losung hat.



