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9. Ubung zur Vorlesung ,Partielle Differentialgleichungen* im SS 2015

Prasenzaufgabe 1:
Es sei 2 C R™ ein beschriinktes Gebiet und ¢ € L°(£2) nichtnegativ sowie f € L?(2). Gib eine schwache Formulierung
fiir

—Au+cu=f

“!an =0

an und weise die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung nach.

Priasenzaufgabe 2:
Es sei ) C R™ ein beschriinktes Gebiet und ¢ € L®°(Q) nichtnegativ sowie f € L*(Q) und g € C?(Q2). Gib eine
schwache Formulierung fiir

—Au+cu=f

u‘aﬂ =9

an und weise die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Lésung nach.

Priasenzaufgabe 3:

Es seien n > 1, Q; C R™ ein beschrinktes Gebiet und A;(€1) der zugehorige schwache erste Eigenwert von —A in
. Fiir a > 0 sei Q, :=aQ) := {x € R" | £ € Q;}. Bestimme den ersten schwachen Eigenwert \;(£,) von —A in
Q.. Wie verhilt sich A1 () fiir a — 0 bzw. fir a — co?

Priasenzaufgabe 4:
Es seien n > 1 und Q C R” ein beschriinktes Gebiet. Zu gegebenem f € L?(f2) bezeichne Af die schwache Losung
uw e Wy?(Q) des Randwertproblems

{ —Au=f inq,

U|ag =0.

Zeige, dass die dadurch definierte Abbildung A : L?(Q2) — L?(Q) linear und wvollstetig ist, d.h., dass aus fx — f in
L?(Q) folgt, dass Afy — Af in L?(Q) gilt.

Prisenzaufgabe 5:

Es sei Q C R” ein beschriinktes Gebiet und f € L?(). Betrachte V = {v € W01’2(Q);f9v Ve =0 firallepe
5o (2, R™)}.

Zeige, dass es genau ein u € V gibt, sodass

/ VuVp = / fo fiir alle p € V.
Q Q

Ein derartiges u nennt man auch eine schwache Losung der Stokes-Gleichung —Au 4+ Vo = f, V-4 = 0 in  mit

u| oo = 0. Worin unterscheidet sich diese Definition von Def. 2.1 fiir die schwachen Losungen der Poisson-Gleichung?



Hausiibungen
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Hausaufgabe 1:

Es seien n > 1,9 C R™ ein beschrinktes Gebiet und a € L (Q).
Zeige, dass
Jo IVul* + [, au?
u) =

J(u) e v @0 {0,
Q

ein Minimum p; besitzt.

Hausaufgabe 2:

Finde beschriankte Gebiete Q C R™,n > 2, derart, dass der schwache erste Figenwert von —A in € kein klassischer
Eigenwert ist.
Tipp: Blatt 8, Hausaufgabe 6.

Hausaufgabe 3:

Es seien ©; und Q9 Gebiete im R™, n > 1, und es mogen A1 (1) bzw. A1(Qs2) die ersten schwachen Eigenwerte von
—A in Q; bzw. 5 bezeichnen. Zeige, dass aus 21 C Qg stets A1 (21) > A1(Q2) folgt. Folgt sogar A1(Q1) > A1 (22),
falls zusétzlich 0 # Qs ist?

Hausaufgabe 4:

Es seien n > 1,  C R™ ein beschrianktes Gebiet und A; der erste schwache Eigenwert von —A in Q) mit zugehoriger
Eigenfunktion ¢, := © € W;'?(Q). Ferner seien

\V4 2
o JoIval

J(u) = R u e Wy?(Q)\ {0},
Q

und
Ao 1= inf J(u).
ueWwy % (Q)\{0},
Ja pr1u=0

a) Zeige, dass es oy € Wo2(€) \ {0} mit Jo e192 = 0 gibt derart, dass J(p2) = Ao gilt.

b) Beweisee, dass s eine schwache Eigenfunktion von —A in 2 zum schwachen Eigenwert Ay ist.
¢) Gilt immer Ay > \?
)

d) Konstruiere induktiv (Ar)ren C R und (pg)ren C Wy2(2) \ {0} so, dass Api1 > g fiir k € N, dass ¢y, eine
schwache Eigenfunktion von —A in  zum schwachen Eigenwert Ay ist und dass auferdem fQ prpr = 0 fiir
alle k,1 € N mit k # [ ist.

Hausaufgabe 5:

Es sei ) C R™ ein glatt berandetes beschriinktes Gebiet, f € L?(Q) und A: Q@ — R™ " eine messbare Abbildung
derart, dass A(x) symmetrisch fiir alle z € Q und dass es Konstanten c¢;,co > 0 gibt mit c|¢]? > ¢T A(z)¢ > ¢;]¢)?
fiir alle £ € R™ und alle x € Q.

Gib eine schwache Formulierung des Randwertproblems

Lu:= -V - (A(x)Vu(z)) =f(x)

“’aﬂ =0

an. Betrachte die assoziierte Bilinearform B(u,v) = [,(Vv)" AVu und zeige, dass das Funktional u — B(u, u) auf
der Menge {u € W,*(Q); Jou? =1} ein Minimum Ag annimmt.

Zeige weiter, dass Ao ein (schwacher) Eigenwert von L ist und jeder zugehorige Minimierer ug eine Eigenfunktion.
Beweise, dass Ao der kleinste Eigenwert von L ist.



