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10. Übung zur Vorlesung „Partielle Differentialgleichungen“ im SS 2016

Präsenzaufgabe 1:
Seien n ≥ 1 und Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand.

a) Zeige, dass für jedes γ > 0 das Problem {
−∆u = e−γu

2

in Ω,

u|∂Ω = 0,

genau eine klassische Lösung u = uγ besitzt, und dass diese positiv in Ω ist.

b) Bestimme
lim
γ↘0

uγ(x) sowie lim
γ↗∞

uγ(x) für alle x ∈ Ω.

[Tipp: Zeige, dass es α ∈ (0, 1) und C > 0 mit ‖uγ‖C2+α(Ω̄) ≤ C für alle γ ∈ (0, 1) gibt, und verwende den Satz
von Arzelà-Ascoli.
Für γ →∞ arbeite stattdessen mit einer Schranke in C1+α(Ω).]

Präsenzaufgabe 2:
Es sei Ω ⊂ Rn ein glattes beschränktes Gebiet. Zeige, dass das Problem{

∆u = u3 in Ω

u
∣∣
∂Ω

= 1

eine klassische Lösung hat. Ist sie eindeutig?

Präsenzaufgabe 3:
Es sei Ω = B2(0) ⊂ R3. Zeige, dass für jedes γ ∈ R das Randwertproblem{

−∆u = 1 + 1
1+γ2u in Ω

u
∣∣
∂Ω

= 0

eine Lösung uγ hat.
Weise nach, dass es eine Folge γk → ∞ gibt, sodass uγk für k → ∞ gleichmäßig gegen eine Funktion u : Ω → R
konvergiert.



Hausübungen

Abgabe: 27. Juni 2016, 9:10 Uhr

Hausaufgabe 1:
Es seien n ≥ 1 und Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand. Betrachtet seien die Randwertprobleme{

−∆u = cos(ku) in Ω,

u|∂Ω = 0,
(?)

für k ∈ N.

a) Zeige, dass es zu jedem k ∈ N genau eine klassische Lösung uk von (?) gibt, die

‖uk‖L∞(Ω) ≤
π

2k

erfüllt, und dass für diese Lösung sogar 0 < uk(x) ≤ π
2k für alle x ∈ Ω gilt.

b) Zeige, dass uk → 0 in C1(Ω̄) für k →∞ gilt, dass aber (uk)k∈N nicht in C2(Ω̄) konvergent ist.

Hausaufgabe 2:
Beweise Satz 4.4: Es sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet und λ ∈ (−∞, λ1). a) Erfüllt f ∈ Lq(Ω) für ein q > 1 mit
q > 2n

n+2 , so hat {
−∆u = λu+ f(x) in Ω,

u
∣∣
∂Ω

= 0,

genau eine schwache Lösung.
b) Sind ∂Ω glatt und f ∈ Cα(Ω) für ein α ∈ (0, 1), so hat das Problem genau eine klassische Lösung u ∈ C2+α(Ω).


