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11. Ubung zur Vorlesung , Partielle Differentialgleichungen im SS 2016

Priasenzaufgabe 1:
Es sei ug € C°(R) N L*°(R) eine Funktion mit ug(—) = ug(z) fiir alle z € R. Zeige, dass die Losung u von

uy = Au, t>0,z e R,
u(+,0) = uo

aus Satz 1.2.1 fiir alle positiven Zeiten ¢ ebenfalls u(z,t) = u(—=z,t) fiir jedes z € R erfiillt.

Prisenzaufgabe 2:
Es sei up € CY(R) N L>°(R) monoton. Zeige, dass dann auch die zugehérige Losung der Wirmeleitungsgleichung aus
Satz 1.2.1 in jedem ¢ > 0 monoton beziiglich z ist.

Priasenzaufgabe 3:
Es sei ug € L°°(R) unstetig. Wir setzen

u(x t) . I]R" G(LL' - yat)u()(y) dy7 US Rat > 07
B EYES) reR,t=0.

a) Zeige: Dann ist u keine klassische Losung des Cauchy-Problems der Warmeleitungsgleichung im Sinne der Defi-
nition in Satz 1.2.1.

b) Zeige: Es gilt trotzdem u; = Au in R X (0,00) (und insbesondere existieren diese Ableitungen).

c¢) Gib eine ,Lésung” der Wirmeleitungsgleichung zu Anfangsdaten ug = x|_1, 1) an.

d) An welchen Stellen ist die in ¢) gefundene Losung stetig?

e) Untersuche zudem ihr Langzeitverhalten.

Hausiibungen
Abgabe: 11. Juli 2016, 9:10 Uhr

Hausaufgabe 1:

Es sei a > 0. Zu A > A\ betrachte je eine nichttriviale Losung u) von

—Auy = duy — aui, 0.

Uxlgn =

Bestimme limy\ x, %x.

Hausaufgabe 2:

Die Funktion ug € C°(R"™)NL>(R™) sei punktsymmetrisch um den Ursprung, d.h. ug(z) = —ug(—=z) fiir alle z € R™.
Zeige, dass die Losung u der Warmeleitungsgleichung zu diesen Anfangsdaten aus Satz 1.2.1 diese Symmetrieeigen-
schaft erhilt, dass also u(-,t) fiir alle ¢ > 0 ebenfalls punktsymmetrisch um den Ursprung ist.



Hausaufgabe 3:

Nutze den selbstéihnlichen Ansatz
u(x,t) =t “ftPlz]), t>0,tP|z| <R,
fiir ein R > 0, um fiir m > 1 eine nicht stationére Losung der Gleichung
= Au"

zu finden.

Tipp: Nutze neben dem Vorgehen aus der Vorlesung die Forderung, dass (0,00) 3 t — fRn u(z,t) da konstant sein
moge, um einen Zusammenhang zwischen « und S herzustellen.

Tipp: Um < (r"=1(f™)) + Brf’ 4+ Bnf = 0 zu lésen, kénnte sich die Gleichheit Brf’ + nBf = = B_(rmf) als

hilfreich erweisen.

Hausaufgabe 4:
Zeige, dass Losungen der Warmeleitungsgleichung
ur = Au  in R x (0, 00), u(,0)=0 inR

nicht eindeutig sind.
Betrachte dazu

I
P (2k)!
mit .
e 2, t>0,
t =
g(t) {Q f—0

Hinweis: Zeige zuniichst, dass (¥ (t) = Pk(%)e_t% mit Py (z) = Y5, a2, worin ago = 1 und |ag| < 5FEF fiir
k>1>0k>1

Hausaufgabe 5:
Satz 1. Die Funktion f € C*1(R" x [0,00)) habe kompakten Triger. Dann gilt fiir

u(zx,t) / /n x—y,t—8)f(y,s) dy ds,

dass u € C1(R™ x (0,00)) und uy — Au = f in R™ x (0,00) sowie imy ¢)_ (zy,0) u(x,t) = 0 fiir alle zo € R™.
Zeige, dass

u(z,t) = /0/ - Gy, s)f(x —y,t —s) dy ds

und

t
wet)= [ [ Gtz -yt-9) dyds+ [ G130 .
0 JRr» R
Berechne auch w4, .

Begriinde die Rechenschritte in

w=tu= [ [ G0yt -] dyds+ [ G20 dy

n

Z/}RnGwﬁﬂvﬁw—Awﬂw—%t—ﬁhwd&+As G(y,8)(=0s — Ay) f(x —y,t —s) dy ds

Rn
+ ) G bf@=y.0)dy
= I+ J. + K.

Weise nach, dass J. — 0 fiir ¢ — 0 und nutze partielle Integration und Eigenschaften von G, um

L= [ Gwofe-yt-2 - K

Zu zeigen.
Vollende den Beweis des oben angegebenen Satzes.



