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12. Ubung zur Vorlesung , Partielle Differentialgleichungen im SS 2016

Priasenzaufgabe 1:
Betrachte im glatten beschrankten Gebiet 2 C R™ das Problem

up = Au+u—u
u|3920
u(+,0) = ug

fiir ein ug € C°(Q). Zeige, dass die Losungen global und beschrinkt sind. Zeige, dass u < 0, sofern 1y < 0.

Prisenzaufgabe 2:
Die Funktion u € C%(Q x [0,7]) N C*Y(Q x (0,T)) erfiille

up = Au A+ +/Jul, u|(,m:0

mit u(-,0) > 0 in . Zeige, dass v nichtnegativ ist.

Prasenzaufgabe 3:
Es sei A > Aq. Zeige: Ist f = pj eine Eigenfunktion von —A zum Eigenwert A\; > A; und ist ug := @y, so ist fiir
jedes ¢ € R die die Losung u von

up = Au+ du+ f(x), u|aQ =0, wu|,_,=cuo

global und beschrénkt.

Priasenzaufgabe 4:

Zeige:
up = Au+ Mu+ ¥
ufyq =0
u(-,0) =0

wird sowohl von 0 als auch von t6 gelést. Warum widerspricht das nicht dem Vergleichssatz?

Hausiibungen
Abgabe: 18. Juli 2016, 9:10 Uhr

Hausaufgabe 1:

Beweise Proposition 6.1: Es seien w > 0, ¢ eine EF von —A und f(z,t,u) := sin(wt) - p(z), (z,t,u) € Q x R x R.
Dann gibt es ug € C°(Q) mit ug 5o = 0 derart, dass die zugehdrige Losung u von (6.1) eine zeitlich nicht konstante
Funktion mit u(z,t + 27) = u(z, t) fiir alle (z,t) € Q x (0,00) ist.

Suche dazu eine Losung der Form u(x,t) = y(t)o(x).

Hausaufgabe 2:

Es sei up € L*°(R) und a,b € R mit lim,_, oo uo(x) = a, lim,_,o up(z) = b. Beschreibe das Langzeitverhalten von

u(x, t) = /RG(LL‘ —y,t)uo(y) dy.



Hausaufgabe 3:
Es sei Q C R” ein beschriinktes, glattes Gebiet, p > 1 und A € R. Die Anfangsdaten ug € C°(Q) mdgen

ug > 0 und / up > ¢ := (max{0, \; — )\})ﬁ
Q

erfiillen. Zeige, dass die Losung von

up = Au A+ A+ ulP" u, 0, u(-,0)=ug

ulgq =
nicht global existiert.
Tipp: Leite eine Differentialungleichung fiir y(t) := [, u(t)0 her.

Hausaufgabe 4:

Beweise: Es gibt eine glatte Funktion f: [0, 00) — [0,00) mit f(u) > 0 fiir u > 0 derart, dass

i) alle Losungen von U’ = f(U), U(0) = Up > 0 in endlicher Zeit explodieren,

ii) alle Losungen von uy = Au + f(u),u|89 = 0,u(-,0) = up mit 0 < ug € C°(Q) in einem beschriinkten glatten
Gebiet Q@ C R” fiir alle Zeiten t > 0 existieren und beschrénkt bleiben.

Gehe dazu wie folgt vor:

a) Zeige, dass Losungen von U’ = f(U) genau dann in endlicher Zeit explodieren, wenn [~ f(u)du < oc.

b) Es sei (ax)ken eine monotone Folge mit a; > 1 und limg_,o a = co. Dann gibt es eine C*°-Funktion f: [0, 00) —
[0,00) mit f(u) > 0 fiir uw > 0 und eine Folge (bi)gen derart, dass

*® du bk du

ap < by < apq1, —— < 00, —— >k
b TR TR 1 fu) ar. /F(br) — F(u)

fir k € N, worin F’ = f.
Es sei g € Cl([O,oo); [0, 00)) so, dass g(u) > O fir v > 0 und g(u) > 1 fiir u > 1 sowie f1°° % < oo und (Bk)ren eine positive Folge mit

Ek Br < oo, B < k27 2Big(ak)k72 < ap41 — ap. Ferner setzen wir vy, 1= 1 — Bkk72 > 0 und by := ap + Big(ak)k’z < ag+1. Mit spiter
festzulegenden ci, dj, (mit ar < by < ¢ < ag41, dp > 0) setzen wir

dip + 228 =Dk (5 )Tk gy < u < by

_ (o ok) ™
9(u) = di + SRk (u — by), b <u <y
g(u) sonst
und
g(ar) — dy

G(u) = di(u — bg) (b, — )T w € [ak, br].

(v + 1) (bk — ag) 7k

Zeige, dass dann G = g in (ay, bi) und dass eine hinreichend kleine Wahl von dj € (0, %)

by du
/k VG(br) — G(u) -

sicherstellt. Zeige weiter, dass f:;j 5‘23) < ;éi‘;k)l%k < 28, und fckk E(ZZ) < Bk, falls ¢y, € (b, ar+1) nah genug an by gewihlt ist. Wihle dann

eine C*-Funktion f, die +g(u) < f(u) < g(u) erfiillt, und zeige, dass sie die in der Aussage geforderten Eigenschaften hat.
c¢) Es sei f wie in b) und L > 0. Fiir hinreichend grofes k € N existiert dann eine Losung von

(uk)gx + flug) =0, z€(—=L,L), (ug)z(0)=0, wug(x)>ar, z€(-L,L) (1)

d) Beweise den Satz. Tipp fiir ii): Verwende eine Oberlosung der Form w(z1, ..., x,) = ug(x1).



