Mlchael Wlnk]er 18 Aprll 2016
Johannes Lankeit

2. Ubung zur Vorlesung ,,Partielle Differentialgleichungen im SS 2016

Priasenzaufgabe 1:
Fiir welche Funktionen f, g 16st u(x,y) = 1 — 22 — 2y? das Randwertproblem

—Au=f inQ, u‘aﬂ:g

fiir Q = (0,1) x (0,1)?

Prasenzaufgabe 2:
Es sei n € N. Finde alle radialsymmetrischen Losungen zu Au = 0 in R™ \ {0}.

Priasenzaufgabe 3:
Verfolge einen Produktansatz, um méglichst viele harmonische Funktionen u € C?(R?) zu konstruieren.

Priasenzaufgabe 4:
Finde mit Hilfe eines Produktansatzes Losungen zu u; = —u,, € R, t € R.

Priasenzaufgabe 5:
Gib polynomiale Losungen bis zu dritten Grades von uy = uyy, (x,t) € R x R, an.

Priasenzaufgabe 6:
Es seien R > 0 und p € (0, R) sowie Q := Bg(0) \ B,(0) C R", n > 2.
Bestimme eine Losung des Randwertproblems

—Au=0 in Q,
u|89 =49,

worin

0, falls|z|=R,
g(x) :=
1, falls |z| = p,

sel.

Hausiibungen
Abgabe: 25. April 2016, 9:10 Uhr

Hausaufgabe 1:
Es seien A > 0 und B > 0. Finde mithilfe eines Produktansatzes eine Losung des Randwertproblems

—Au =0 in :=(0,4) x (0, B),

u(z,0) =u(z,B) =0 Vz € [0, A],
u(0,y) =0, wu(A,y)=-sin Yy € [0, B].



Hausaufgabe 2:

a) Formuliere und beweise ein Analogon zu Proposition 1.2 fiir den Fall n = 2.

b) Es gelte n > 3, und f € C°([0, R]) sei nichtnegativ mit f # 0. Es sei u diejenige durch Proposition 1.2 gegebene
Losung der entsprechenden Poisson-Gleichung in Br(0), die u|sp,, ) = 0 erfiillt. Zeige, dass dann bereits u > 0
in ganz Bg(0) gilt.

Hausaufgabe 3:

Finde durch einen Separationsansatz nichttriviale Losungen der Gleichungen

a) U = Ugy, x€REER;

=

C) Ut = Uge, T ER, tER;

)
) Ut = —Ugze, T ER, tER;
)
d)

U = — Uy, reR, teR.

Hausaufgabe 4:
Es seien 6 € (0,27) und €y der unbeschrinkte Sektor im R? mit Offnungswinkel 6 gegeben durch

Qg := {(a:,y) € R? ’ (z,y) = (rcose,rsing) mit r > 0 und ¢ € (0,9)}.
a) Konstruiere harmonische Funktionen u in €y, die u = 0 auf 0Qp \ {0} erfiillen, mithilfe des Produktansatzes
u(r,p) =F(r)-G(e),  r>0,9€(0,0).

[Tipp: Die resultierende Differentialgleichung fiir F' ist vom Euler-Typ r2F” + arF’ + bF = 0 mit bestimmten
a,b € R und besitzt daher Losungen der Form F(r) = r® mit geeignetem a € C|]

b) Stelle die in a) gefundenen Lésungen in den Fillen § = 7 und 6 = 7 explizit in Abhéngigkeit von z und y dar,
und diskutiere das Verhalten nahe dem Ursprung.

c) Zeige, dass fiir jedes 0 € (0,27) die Aufgabe

{ —Au=0 in Qy,

ulaq, =0,

nicht eindeutig 18sbar ist, also mindestens zwei klassische Lésungen in C°(Qg) N C?(£2p) zuliisst.

Hausaufgabe 5:
Es seien R > 0 und p € (0, R) sowie  := Bg(0) \ B,(0) C R", n > 2. Bestimme eine Lésung von

—Au=1 in Q,
u|ag =0.



