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4. Ubung zur Vorlesung ,,Partielle Differentialgleichungen im SS 2016

Priasenzaufgabe 1:
Fiir n > 2 sei I' € C*°(R™ \ {0}) definiert durch

1y 2-n S
[(z):=¢ (72w |z|*~™, fallsn >3,
— 5 2], falls 1 = 2.

Bestétige die Identitaten

1
ol'(z) = —— |z "% fiir alle z € R™ \ {0} und
Wn
1 —n—2 2 . n
0;;I'(z) = —— 7] . {|z| 0ij — nzizj} fiir alle z € R™ \ {0}
Wn,

und AI' = 0.

Prisenzaufgabe 2:
Fiir z # y im R™ definiere

1— |z
Wn|a7 - y‘n

k(l‘,y) =

und setze

u(z) = / k(z,y)dS,, = €R"™\JB;.
lyl=1

Zeige, dass A k(z,y) = 0 fir alle y mit |y| = 1, dass v in R™ \ dB; harmonisch ist und dass u = 1 auf Bj.

Priasenzaufgabe 3:
Es sei Q2 C R™ ein Gebiet und u € C?(2) eine nichtnegative harmonische Funktion und Br C Q. Zeige anhand der
Poissonschen Loésungsformel, dass dann fiir € Bp

R*2(R +x))

—Rn_2(R _ m)u u\x — 0 3 u
(0) < u(@) < T s 0)

(R + [z[)m—1

gilt.
Folgere, dass jede auf R™ harmonische, nach unten beschrinkte Funktion konstant ist.

Prisenzaufgabe 4:
Es sei u € C?(Q2) harmonisch. Zeige: u € C°°(Q).



Hausiibungen
Abgabe: 9. Mai 2016, 9:10 Uhr

Hausaufgabe 1:
Beweise Satz 5.1 der Vorlesung: Es sei u € C%(Q) so, dass fiir jede Kugel Bgr(xg) CC Q

1

= ma u(y)ds,
|0BR(70)| JoBp(w0) !

u(zo)

gilt. Dann ist v € C%(Q) und erfiillt —Au = 0 in Q.

[Tipp: Sei B = Br(wg) CC €. Nach 4.3 gibt es h € C°(B) N C?(B) mit —Ah = 0 in B und h|pp = u|sp. Die
Funktion v := u — h hat dann eine entsprechende Mittelwerteigenschaft in jeder Kugel B’ C B. Die Argumente von
2.1-2.6 zeigen nun, dass deswegen v = 0 in B sein muss.|

Hausaufgabe 2:

Es bezeichne B die Kugel um den Ursprung im R", n > 2, mit Radius R > 0. Zeige, dass fiir die Green’sche Funktion
G erster Art in B die Identitét

RQ _ |.’L"2

0

|z —y|™" fiir alle z € B und jedes y € 9B
Ovy

gilt.

Hausaufgabe 3:

Es seien n > 1 und Q C R™ ein beschriinktes Gebiet, auf dem der Satz von Gauf gilt. Ferner seien f € C%(Q)NL ()
so, dass

/ f(z)dx > 0,
Q
und u € C1() N C%(Q) eine Losung der Gleichung

—Au=f in Q.

Zeige, dass es dann ein zy € 0f) mit
du(xo)

o <0

gibt.

Hausaufgabe 4:
Es sei B = B;(0) C R? und u € C2(B\ {0}) N C°(B\ {0}) harmonisch mit lim,_,o (“2L = 0. Zeige, dass es ecine

log|z] —
harmonische Fortsetzung v € C?(B) gibt.
Wihle als v die Losung von
{—Av =0 inB

v=1u auf 0f)

und setze w = v — u sowie M := maxpq u und M(r) := max,|—, w(r). Zeige dann
a) lv] < M in B.
b) Falls || = r oder |z| = 1, so ist —M (r) 2812l < () < M(r)m.

log r logr
o) Fiir x € B\ B,(0) ist [w(x)| < M(r)22.
d) Fiir z € B\ B,(0) ist |w(z)| < Mgkl L loslel oy u(y).

logr logr
e) w=01in B\ {0}.




