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6. Ubung zur Vorlesung ,,Partielle Differentialgleichungen im SS 2016

Priasenzaufgabe 1:
Ist Q = Br(0) \ B,(0) und f € C*(Q) fiir ein o > 0 und gilt f = f(|z]), so ist fiir jede Wahl von a,b € R die Lsg. u

von
{—Au = f, z €N

u‘\z|:R =a, u’\z|:p =0,

radialsymmetrisch um x = 0.

Priasenzaufgabe 2:
Es seien 1 > a > 8 > 0. Zeige am Beispiel des Intervalls 2 = (0, 1), dass Bemerkung 6.3 b), also

CHQ) C C*(Q) ¢ CP(Q) ¢ CO(Q),

gilt.

Priasenzaufgabe 3:
Q erfiille eine dukere KB und sei achsensymmetrisch bzgl x,, = 0, d.h. es gelte Q@ = {(2/, —z,,); (¢, z,) € Q}. Au-
Berdem sei f € C*(Q) fiir ein @ > 0 und g € C°(9N) und u die zugehérige klassische Losung von (6.1). Zeige:
Gelten

f(ﬂ?l, _xn) = f(x/a xn) V(Jf/,.’l,'n) € Q
und

g(fl, _xn) = g(xlv xn) V(IC/, xn) € 09,

so folgt

/

w(z', —x,) = u(z', x,) V(2! z,) € Q.

Hausiibungen
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Hausaufgabe 1:

Seien a > 0 und b > 0 und Q := (—a,a) x (—b,b) C R%. Finde mdglichst viele Symmetrieeigenschaften der Losungen
von

a)
—Au=1 in Q,
ulpq = 0;
b)
—Au=|z]? inQ,
ulaq = 0;
c)

—Au=0 in Q,
U|6£2 =9;

mit g(z,y) := 22, (z,y) € 9.



Hausaufgabe 2:
Es sei Q = {(z,y) € R%;y < \/|z],2? + y? < 1} und B € (1,2). Betrachte

sgn(z)y® y >0
u(z,y) = {0 y <0

Zeige: u € C1(Q), aber u ¢ C(Q) fiir a € (g, 1).

Hausaufgabe 3:

Es sei n >3 und ¢ € C§°(By) (und ¢(x) = 0 fiir [z > 1) mit ¢ > 0 und [, ¢ = 1.

a) Gib ein Beispiel fiir eine solche Funktion an, die zudem radial und monoton beziiglich r ist.
b) Wir definieren nun fiir ¢ > 0 durch

oe(@) = 56(%)

weitere Funktionen. Zeige, dass diese Funktionen die Eigenschaften (2), (3), (4) aus dem Abschnitt ,,Ein Konzentra-
tionsphénomen* haben.

¢) Sei auberdem f € LP(R™). Zeige, dass fiir jedes € > 0 und jedes x € R™ dann f]R" o (x —y)f(x)dy = f(x) gilt.
d) Wir fithren folgende Notation ein:

(Gex f)(@): = | é<(z=y)fy)dy
Zeige, dass ||f — ¢c * f|lr — 0 fur € \( 0. (Durch Approximation mit glatten Funktionen kann man zeigen, dass,
falls f € LP, sup, <, [ f(- = h) = fllL» — O fiir n — 0. Vielleicht ist das ein hilfreicher erster Schritt.)

Hausaufgabe 4:

Mit ¢. wie in HA 2a) sei u. die Losung von —Au. = ¢, uc|gp, = 0.
a) Zeige, dass ug, > ue,, falls e1 < es.

b) Bestimme u(x) = limo\ o uc () fiir jedes x € B;.

c) Sei f € LP. Zeige, dass fiir £ \, 0 auch u. x f — u* f in LP.

d) Bestimme die Grenzfunktion von —A(ue % f) fiir € \ 0.

e) Fiir f € C%(Bg) bestimme —A(u x f).



