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7. Ubung zur Vorlesung ,,Partielle Differentialgleichungen im SS 2016

Priasenzaufgabe 1:
Untersuche die durch u,(x) := y/ne™"* sowie die durch v, (z) = ne™2"* definierte Funktionenfolgen in L?((0,1))
auf Beschranktheit, punktweise Konvergenz, Konvergenz im Sinne der Norm und schwache Konvergenz.

Priasenzaufgabe 2:
Es gelte f,, — f in WOI’Q(Q) fiir ein beschriinktes Gebiet Q@ C RY und es sei p € [1, 1\2,—]_\[2) Zeige, dass dann f,, — f
in LP(Q).

Prasenzaufgabe 3:
Es sei u, — v und v, — v in L*(Q). Beweise oder widerlege: (upn,vy) := [, unvn — (u,v).

Priasenzaufgabe 4:
Beweise oder widerlege: ,Schwache Konvergenz (in L?) impliziert punktweise Konvergenz“, ,punktweise Konvergenz
impliziert schwache Konvergenz (in L?)“.

Prisenzaufgabe 5:
Seien n > 1 und (2)geny C R™ mit |xg| — oo fiir & — co. Zeige, dass durch
fel@) = (1~ |z —a[’)4, zeR",
eine in WO1 2(R") schwach konvergente Folge definiert wird, die nicht stark in L2(R™) konvergiert.
Prisenzaufgabe 6:
Es seien n > 1, Q C R™ messbar und (fi)reny C L2(Q) so, dass
fi = f fast {iberall in fir kK — oo

sowie
fr—g in L?(2) fir k — oo

mit gewissen fast iiberall in ) definierten Funktionen f und g gelten. Zeige, dass dann
f=g9 fast {iberall in
gelten muss.

Priasenzaufgabe 7:
Es gelte u, — u in L?(Q). Zeige, dass dann |[u|f2(q) < Iminf, o [[un]|22(0)-



Hausiibungen
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Hausaufgabe 1:
Gehért die durch u(z) := 1 — |z|,z € (—1,1), definierte Funktion zu W, ?((—1,1))?

Hausaufgabe 2:
Zun € N sei uy, : (0,1) — R definiert durch

i.) up(x) = sin(nrx), i) uy(x) =sin(n/x), iii.) u,(z) = sin(1/nz).

Untersuche die vorgelegten Funktionenfolgen auf schwache Konvergenz in L?(0,1).

Hausaufgabe 3:

In dem beschrinkten, glatt berandeten Gebiet 2 C R™ seien derartige Funktionen fj gegeben, dass fr — f in L?(f2)
und es (klassische) Losungen uy der Randwertaufgabe

—Aup = fr, in Q, u|6Q =0

gebe.

Zeige: Es gibt eine Teilfolge uy, dieser Losungen und ein u € Wy*(Q), sodass ug, — u in Wy (Q).
Zeige weiter: Mit Cp aus Proposition 1.12 gilt [u(|z2(q) < Cpl|fllz2()-

Tipp: Multipliziere zu Beginn die Gleichung mit u und integriere.

Hausaufgabe 4:

Zeige: In einem Hilbertraum gilt z,, — « genau dann, wenn z,, — x und ||z, || — ||z

Hausaufgabe 5:
Es sei u € Wy?(Q) fiir ein Gebiet Q C R™. Ist |u| € W, ()7

Hausaufgabe 6:
Es sei Q ein beschrianktes Gebiet im R™, n > 2. Fiir ein festes z, € Q sei ferner Q, := Q \ {z,}. Zeige, dass

Wy () = Wo ()

im Sinne einer Gleichheit von Funktionen f. ii. in € gilt.

[Tipp: OBdA sei z, = 0 € Q. Um zu zeigen, dass CA(Q) € W, %(Q,) gilt, sei ¢ € C}(2) und . := x. - ¢ fiir e > 0
mit x. wie im Beweis von Lemma 6.1. Beweise, dass (¢c)-¢(0,1) beschrinkt in Wy2(§2,) ist, und wihle eine Folge
von Zahlen & = 5 \, 0 mit ., — z in W3(Q,) und ¢., — z in L2(2,) fiir k — oco. Begriinde, warum z = ¢ sein
muss.|



