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d
dtEx(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)

E,A ∈ Rl×n, B ∈ Rl×m, C ∈ Rp×n

 =: Σl,n,m,p

Ziel: Stabilisierung durch Steuerung

Kx x(t) +Ku u(t) = 0
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Nulldynamik:

ZD :=

{
(x, u, y)

∣∣∣∣∣ d
dtEx = Ax+Bu

0 = y = Cx

}

ZD autonom :⇐⇒

∀w1, w2 ∈ ZD ∀ I ⊆ R open interval :

w1|I = w2|I =⇒ w1 = w2

Prop.: ZD autonom ⇐⇒ rkR[s]

[
sE −A −B
−C 0

]
= n+m

ZD stabil :⇐⇒ ∀w ∈ ZD : limt→∞w(t) = 0

Prop.: ZD stabil ⇐⇒ ∀λ ∈ C+ : rkC

[
λE −A −B
−C 0

]
= n+m
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Theorem (
”
Normalform“)

[E,A,B,C] ∈ Σl,n,m,p mit rkC = p und ZD autonom

=⇒ ∃ S ∈ Gll(R), T ∈ Gln(R) : [SET, SAT, SB,CT ] ,

ẋ1 = Qx1 +A12 y

E22 ẏ + E23 ẋ3 = A21 x1 +A22 y + u

x3 =
∑ν−1

k=0N
kE32 y

(k+1)

0 = A42 y − E42 ẏ −
∑ν−1

k=0E43N
kE32 y

(k+2)

Lem.: ZD stabil ⇐⇒ σ(Q) ⊆ C−
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[E,A,B,C] rechts-invertierbar :⇐⇒

∀ y ∈ C∞(R;Rp) ∃ (x, u) ∈ L1loc(R;Rn × Rm) :

(x, u, y) löst [E,A,B,C]

Proposition

[E,A,B,C] mit ZD autonom, dann:

[E,A,B,C] rechts-invertierbar ⇐⇒ rkC = p ∧

ẋ1 = Qx1 +A12 y

E22 ẏ + E23 ẋ3 = A21 x1 +A22 y + u

x3 =
∑ν−1

k=0N
kE32 y

(k+1)

0 = A42︸︷︷︸
=0

y − E42︸︷︷︸
=0

ẏ −
∑ν−1

k=0E43N
kE32︸ ︷︷ ︸

=0

y(k+2)

Stabilisierung linearer DAEs Nulldynamik

Thomas Berger
Institut für Mathematik, TU Ilmenau Page 5 / 11



[E,A,B,C] rechts-invertierbar :⇐⇒

∀ y ∈ C∞(R;Rp) ∃ (x, u) ∈ L1loc(R;Rn × Rm) :

(x, u, y) löst [E,A,B,C]
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Transmission zeros (TZ)

reguläre DAE (det(sE −A) 6≡ 0): Nullstellen von C(sE −A)−1B

DAE mit autonomer ZD:
[
sE−A −B
−C 0

]
hat Links-Inverse L(s) über

R(s)

H(s) := −[0, Im]L(s)

[
0
Ip

]
∈ R(s)m×p

sE −A regulär ∧ m = p =⇒ H(s) =
(
C(sE −A)−1B

)−1
Def.: s0 ∈ C ist TZ von [E,A,B,C] :⇐⇒ s0 ist Pol von H(s)

Prop.: s0 ist TZ ⇐⇒ s0 ist Pol von A21(sI −Q)−1A12
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[E,A,B,C] ∈ Σl,n,m,p ist

• stabilisierbar (im Behavior-Sinn)

:⇐⇒ ∀λ ∈ C+ : rkC[λE −A,−B] = rkR(s)[sE −A,−B]

• detektierbar (im Behavior-Sinn)

:⇐⇒ ∀λ ∈ C+ : rkC

[
λE −A
−C

]
= rkR(s)

[
sE −A
−C

]
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Theorem (Charakterisierung stabile Nulldynamik)

[E,A,B,C] ∈ Σl,n,m,p rechts-invertierbar, mit autonomer ZD

=⇒ ZD ist stabil genau dann, wenn

(i) [E,A,B,C] ist stabilisierbar,

(ii) [E,A,B,C] ist detektierbar,

(iii) [E,A,B,C] hat keine transmission zeros in C+.

Kor.: sE −A regulär, m = p und G(s) = C(sE −A)−1B inv.

=⇒ ZD ist stabil genau dann, wenn

(i) ∀λ ∈ C+ : rkC[λE −A,−B] = n,

(ii) ∀λ ∈ C+ : rkC[λE> −A>,−C>] = n,

(iii) G(s) hat keine Nullstellen in C+.
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Kompatible Steuerung

[E,A,B,C] ∈ Σl,n,m,p, K = [Kx,Ku] ∈ Rq×n × Rq×m:

BK[E,A,B] :=

{
(x, u)

∣∣∣∣ d
dtEx = Ax+Bu

0 = Kxx+Kuu

}

K = In+m =⇒ BK[E,A,B] = {0} → Quatsch!

K = [Kx,Ku] kompatibel mit [E,A,B,C] :⇐⇒

∀x0 ∈ R :

(
∃ (x, u) :

d
dtEx = Ax+Bu
Ex(0) = Ex0

)
=⇒

(
∃ (x, u) ∈ BK[E,A,B] : Ex(0) = Ex0

)
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Def.: B lineares behavior; der Lyapunov-Exponent von B ist

kL(B) := inf

{
µ ∈ R

∣∣∣∣∣ ∃Mµ > 0 ∀w ∈ B ∀ t ≥ 0 :

‖w(t)‖ ≤Mµe
µt‖w(0)‖

}

Def.: kL(E,A) := kL(B) für B =
{
x
∣∣ d

dtEx = Ax
}
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Theorem (stabilisierende Steuerung)

[E,A,B,C] ∈ Σl,n,m,p rechts-invertierbar, mit autonomer ZD

• dimZD > 0 =⇒ ∃K = [Kx,Ku] ∈ Rq×n × Rq×m kompatibel
mit [E,A,B,C]:

kL
(
BK[E,A,B]

)
= kL

([
E 0
0 0

]
,

[
A B
Kx Ku

])
= kL(ZD)

• dimZD = 0 =⇒ ∀µ ∈ R ∃K = [Kx,Ku] ∈ Rq×n × Rq×m
kompatibel mit [E,A,B,C]:

kL
(
BK[E,A,B]

)
≤ µ

Kor.: sE −A regulär =⇒ K = [F,−Im], also Feedback u = Fx
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