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ODE Regelungssystem

Ax(t) + Bu(t), x(0)=x°
Cx(t)

X(t)
y(t)

Fir alle x°, u(-) existiert eindeutige Lsg. x(-)
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DAE Regelungssystem

EX(t)
y(t)

Ax(t) + Bu(t), x(0)=x°
Cx(t)

Fitr-allex®; () existiert eindeu '



Modellierung mit differentiell-algebraischen Gleichung en
Thomas Berger, Timo Reis

oo (i) = [ oG
) = o G



Modellierung mit differentiell-algebraischen Gleichung en
Thomas Berger, Timo Reis

DAE Regelungssystem

YR - & Y G oo
() = o 2 Gato)
@ Lsg. existiert nur fiir x° € im B undu(-) =0

@ Lsg. sind nicht eindeutig: x(-) ist frei

@ insbesondere hat man Eingangsbeschr &nkungen (u = 0) und freie
Ausg ange (y2)
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Differentiell-algebraische Systeme / Deskriptorsysteme

0 = F(x(t), x(t),u(t),t), X(to) = Xo,
y(t) = G(x(t),1)

mit
ou(:): I - R" Eingang (StellgroRen, Rauschen, Storungen)
o xX(:): 1 = R" Zustand (interne GroRRe)
oy(): 1 - RP Ausgang (Messgrofien, Beobachtung)
@ Xo €ER" Anfangswert

@ FunktionenF(-,-,-,-) und G(-, -)
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Differentiell-algebraische Systeme / Deskriptorsysteme

0 = F(x(t),x(t),u(t),t), X(to) = Xo

differentiell-algebraische Gleichung
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Wie helfen DAEs bei Modellierung und Simulation?

@ Anwendungen enthalten typischerweise Nebenbedingungen, z.B.
Pfadbeschrankungen, Erhaltungsgesetze, Kirchhoff’'sche Gesetze

@ keine Umformulierung der Modellgleichungen nétig, d.h. automatische
Modellierung moglich (Modelica, ht t ps: / / ww. nodel i ca. or g/ )

@ numerische Loser funktionieren fir DAEs genauso gut wie fiir ODEs
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Beispiel: Gesteuertes Pendel
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Beispiel: Gesteuertes Pendel

Zwangsbedingung durch das Seil

0= (x(t) — u(®)® +xz(t)* — 17
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Beispiel: Gesteuertes Pendel
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Beispiel: Gesteuertes Pendel

Kraftbilanz an der Masse

= a(t) Xz (t) mg

——
Kraft des Seils Schwerkraft

0—m |:\./1(t):| ZA®) [xl(t) — u(t)} . { 0 ]
—_————
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Beispiel: Gesteuertes Pendel

Gesamtsystem

0 = X (t) — va(t)
0 = %(t) — Va(t)

0 = mva(t) — A(t) - (xa(t) — u(t))
0 = mva(t) — A(t) - x2(t) — mg
0= (xa(t) — u(t))® + x2(t)> — I

ya(t) = xa(t)
y2(t) = x2(t)
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Beispiel: Gesteuertes Pendel

Gesamtsystem

0 = F(x(t),x(t),u(t), 1)
y(t) = G(x(t),1)

Xa(t)
Xo(t)
mit x(t) = |va(t)
Va(t)
A(t)
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Grundaufgabe der Schaltungssimulation:

Gegeben:
@ Elektrisches Netzwerk
@ Spannungen an Spannungsquellenuy (-) : Ry — R
@ Stréme an Stromquelleni(-) : Ry — R"

Gesucht:
@ Spannungen und Stréme an den Ubrigen Bauelementen
@ Spannungen an Stromguellen u(t)
@ Strome an Spannungsquellen iy (t)
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

i (t)

+—

uy (t) () —= T R

Ziel: Aufstellen des Gleichungssystems
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

o ¢ (M)

C
up (t) ug(t) | —/—(——

Benennung der beteiligten Grossen
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

i1(t)

| ]

Bauelementerelationen:
@ uy(t) = uv(t)
@ uy(t) =L- Tix(t)
i3(t) = C - Sus(t)

is(t) =ii(t)
U7(t) =R. i7(t)

Us(t) =T-. U4(t) i4(t) =T

Spannungsquelle
Induktivitat
Kapazitat

- is(t) Transformator

Stromquelle
Widerstand
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

1 () 2

«—
o 8 (® )

OREES
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

1 ib(t) 2

«—
o 8 (® )

OREES

Kirchhoff’'sches Stromgesetz:
1 i1(t) +i(t) =0
2: —iz(t) +i3(t) +ia(t) =0
3: is(t) +is(t) =0
4 —is(t) +i7(t) =0
5: —iy(t) —isz(t) —ia(t) —is(t) —iz(t) =0
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

1 ib(t) 2

«—
o 8 (® )

OREES

Kirchhoff’'sches Stromgesetz (in Matrix-Vektor-Schreibw eise):

-|1(t)
1 1 0 0 0 0 07/l 0
0 -1 1 1 0 0 0] i) 0
0o o o o0 1 1 o] lk®)]=1]|o0
0 0 0 0 0 -1 1] is(t) 0
—1 0 -1 -1 —-1 0 —1] [igt) 0
(1),
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

1 () 2

+— I
o 8 (® )

OREES

Kirchhoff’'sches Stromgesetz (in Matrix-Vektor-Schreibw eise):

i ()]
1 1 0 0 0 0 07 ]lit 0
0 -1 1 1 0 o0 0] lis) 0
0 0 0 0 1 1 0] list)] =10
0 0 0 0 0 -1 1//]lis) 0
-1 0 -1 -1 —1 0 —1] |t 0
=:A’ Inzidenzmatrix -I7(t)
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

1 ib(t) 2

«—
o 8 (® )

OREES

5
Kirchhoff’'sches Stromgesetz:
1 1 0 0 0 0 0
o -1 1 1 0 0 0
A=1]0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 o -1 1
-1 0 -1 -1 -1 0 -1

i , . 1 : j-ter Zweig “beginnt” im Knoten i
Es gl|t A" = (aij) mit ajj = { —1 :j-ter Zweig “endet’ im Knoten i
0 : sonst
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

1 ib(t) 2

«—
o 8 (® )

OREES

Kirchhoff’'sches Stromgesetz ist ~ aquivalent zu:

()

1 1 0 0 0 0 07/t 0

0 -1 1 1 0 0 0] list) 0

0 0 0 0 1 1 o0]liat)=1]o0

0 0 0 0 0 —1 1] /[is(t) 0

-1 0 -1 -1 -1 0 -1 [igt) 0
Li7(t) ]
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

1 ib(t) 2

«—
o 8 (® )

OREES

Kirchhoff’'sches Stromgesetz ist ~ aquivalent zu:

()

1 1 0 0 0 0 07 ]it 0

0 -1 1 1 0 0 0] list) 0

0o 0o 0 0 1 1 o] luw)|=]|o0

0 0 0 0 0 —1 1] [is(t) 0

~1 0 —1 —1 —1 0 —1] lis(t) 0
Li7(t) ]
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

1

i1 (t)

Lo

D

iz (t)

2

i3(t)

ia(t)

Kirchhoff’'sches Stromgesetz ist

[N ool

o
oOor o

[cNeh o]

aquivalent zu:

OoOPFr oo

= OO

= OOOo

=:A reduzierte Inzidenzmatrix
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

1 bt 2

«—
o 8 (® )

OREES

5

Kirchhoff'sches Stromgesetz (Kurzform):

Ai(t) =0 fari(t) = [ir(t) ia(t) ia(t) ia(t) is(t) is(t) i7(t)]T
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

u(t)
— N
) uz(t)

Kirchhoff'sches Spannungsgesetz:

In jeder Masche verschwindet die Summe der in Laufrichtung gerichteten
Spannungen.

ua(t)l o lucm => —Ua(t) + up(t) — uc(t) + ua(t) =0
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):
up(t) ug (1)

— I

ug (1) \ <> uz(t) \ “4“’\ \“5“) \ uz (t)

Jede Spannung kann als Differenz von Knotenpotenzialen dargestellt

werden.
e e,
Ua(t) = ew(t) — e(t)
Ual(t) J \UC(U N Up(t) = ew(t) — ex(t)
atr—=Tto® Uc(t) = ex(t) — ey(t)
ua(t) Ua(t) = ex(t) — ey (1)
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

es(t)

Kirchhoff’sches Spannungsgesetz:

ui(t) = ea(t) — es(t)
uz(t) = e1(t) — ex(t)
us(t) = ex(t) — es(t)
ug(t) = ex(t) — es(t)
us(t) = es(t) — es(t)
Us(t) = es(t) — ea(t)
uz(t) = ea(t) — es(t)
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

eq(t) e(t)
L

es(t)

Kirchhoff’'sches Spannungsgesetz (Matrix-Vektor-Schrei bweise):

us(t)] 1. 0 0 0 -1

uz(t) 1 -1 0 O 0 ei(t)
U3(t) 0 1 0 0 -1 62(t)
wt)l=10 1 0 O —1]| |es(t)
us(t) 0 0 1 0 —1f |eat)
us(t) o 0 1 -1 O es(t)
w(t)] o 0o 0o 1 —1]
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

eq(t) e(t)
L

es(t)

Kirchhoff’'sches Spannungsgesetz (Matrix-Vektor-Schrei bweise):

us(t)] 1. 0 0 0 -1

uz(t) 1 -1 0 O 0 ei(t)
U3(t) 0 1 0 0 -1 62(t)
wt)l=10 1 0 O —1]| |es(t)
us(t) 0 0 1 0 —1f |eat)
us(t) o 0 1 -1 O es(t)
w(t)] o 0o 0o 1 —1]

=A/T
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

eq(t) e(t)
L

es(t)

Es gilt:

Der Potenzialvektor [e1(t) ex(t) es(t) ea(t) e5(t)]T ist eindeutig bis
auf Addition von Vielfachenvon [1 1 1 1 1]T.




Modellierung mit differentiell-algebraischen Gleichung en

Thomas Berger, Timo Reis

Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

e(t)

ug(t) \ C) ug(t) \

eg(t)=0

Es gilt:

Der Potenzialvektor [e1(t) ex(t) es(t) ea(t) es(t)]T ist eindeutig bis
auf Addition von Vielfachenvon [1 1 1 1 1]T.

=> Der Potenzialvektor kann eindeutig gemacht werden durch die zusatzliche
Definition es(t) = 0. (Erdung)
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

ug (t) \ C) ug(t) \ “4(0\

Kirchhoff’sches Spannungsgesetz (Matrix-Vektor-Schrei bweise):

us(t) 1 0 0 O

us(t) 1 -1 0 0

wv)] o 1 o0 o 218
wt)l=10 1 0 o0 2t
us(t) 0 0 1 0 238
U (t) 0 0 1 -1t

()] [0 0 o0 1]

=AT
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

ug (1) C) uz(t) | T g (t)

uz(t)

Kirchhoff’'sches Spannungsgesetz (Kurzform):

u(t) = ATe(t)
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

up(t)
.el(T) in(t) es(t) ia(t)
L
o 5O

Beschreibende Gleichungen:

U (1) = uy (1) W) =L L) (1) = C - Tus()
us(t) =T - ua(t) ia(t) =T -is(t) is(t) =i(t) uz(t) = R - iz(t)
Ul(t) = el(t) Uz(t) = el(t) — ez(t) Ug(t) = ez(t)
us(t) = ex(t) us(t) = es(t) Ug(t) = es(t) — es(t) uz(t) = eq(t)
0 = i1(t) + ix(t) 0 = —ip(t) +is(t) + ia(t) 0 = is(t) + is(t) 0 = —ig(t) +ir(t)
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

uy(t) ug (t)

.el(T) ip(t) €2(t) ig(t)
L
ug (t) <> uz(t) :C: ug(t)
o 5O

ey(t) —ex(t) =1L~ %iz(t)
e3(t) =T - ex(t)
0 =iy (1) + ia(t)
0= (1) + C 3 ex() + Tis()
0 =is(t) +if(t)

0= —ii(t) + R Tey(t)
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Modellierung elektrischer Netzwerke (Beispiel):

up(t)

0 0 o 0o o o0 ofer(t) 0 0 0 0 —1 0 —1req (1) 0 0

0o cC 0 0 0 o0 ofex(t) 0 0 0 0 1 -7 0 fley(t) 0 0

0 0 0 o0 o0 o olé [ 0 0 0 1 0 fles(t)] |0 1

oo 0o o o o o =10 o o RrR™L o 0 0 ||es®|+| 0 —1 [U»Vt(t)]
0 0 0 0o L 0 ofi 1 -1 o0 0 0 0 ollw| |0 o "®
0 0 0 0 0 0 Ofist) 0 T —1 0 0 0 0 |[|is(t) 0 0

o 0o o o o o oliq 10 0 0 0 0 o Jlip(d L—=1 0
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Modellierung elektrischer Netzwerke (allgemein):
Gegeben: Elektrisches Netzwerk mit
@ Stromvektor i(t),
@ Spannungsvektor u(t),
@ Potenzialvektor e(t),
@ reduzierter Inzidenzmatrix A,
@ Bauelementen,...
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Modellierung elektrischer Netzwerke (allgemein):
Gegeben: Elektrisches Netzwerk mit

Stromvektor i(t),

Spannungsvektor u(t),

reduzierter Inzidenzmatrix A,

)
@ Potenzialvektor e(t),
)
@ Bauelementen,...

1. Schritt:
Unterteilung
[ir(1)] [ur(t)]
ic(t) uc(t)
iL(t) u(t)
I(t) = iTi(t) . U(t) = | UTj (t) . A= [AR AC AL A An Av]
it (t) ur(t)
iv(t) uv (t)
Lin(t) | Lui(t) |




Modellierung mit differentiell-algebraischen Gleichung en

Thomas Berger, Timo Reis

Modellierung elektrischer Netzwerke (allgemein):

Bauelementerelationen

Ur(t) = R -ir(t)  ic(t) = C - %uc(t) u(t)=L- %iL(t)

Un(t) =T - un(t) in(t) =TT -in(t)

mit
R:  Widerstandsmatrix (symmetrisch positiv definit)
C: Kapazitatsmatrix (symmetrisch positiv definit)
L:  Induktivitdtsmatrix (symmetrisch positiv definit)
T: Transformatormatrix
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Modellierung elektrischer Netzwerke (allgemein):

Bauelementerelationen

UR(t) = R-in(t), io(t) = C - Suc(®), w(®)="L- i)

ur(t) =T - un(t), in(t) = 7. in(t)

| A\

Kirchhoff'sches Stromgesetz

Arir(t) + Acic(t) + ALiL(t) + Amiumi(t) 4+ Amine(t) + Aviv(t) + Aii(t) =0

Kirchhoff'sches Spannungsgesetz

Ur(t) = ARe(t), uc(t) =Ale(t), uL(t) =Ale(t)
uni(t) = Anie(t), um(t) = Are(t), uv(t) = Ale(t)
u(t) = Ale(t)

A\
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Modellierung elektrischer Netzwerke (allgemein):

Elimination der Spannungen sowie ir(t), ic(t) und iy (t) liefert

AcCAcé(t)—l-ARR_1ARE(t)+ALiL(t)+(ATi —ATtT)iL(t)+Aviv(t)+A|i|(t) =0
Li(t)—Ale(t) =0

(AT —TTAL)e(t) =0

AVe(t)—uy(t) =0
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Gesamtes Schaltungsmodell:

o =T
cCAL 0 0 0T & —ARRTIL  —AL A AT =AY T e) A 0
0 L o ofiw _ Al 0 0 0 i) 0 0 [il(t)]
o o0 o ofm®| |[aAL-TTAl o 0 o [m® || o o @
o o o olliv®d AL 0 0 o Jtv@® o
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Gesamtes Schaltungsmodell:

: =T
cCAL 0 0 o & —ARRTIAL  —AL —AfHART —Ay T e A 0
0 L o olfiwm _ Al 0 0 0 iL(t) .o 0 [il(t)]
o o o ofm® | |a-TTAl o 0 0 iTi () 0 0 |y (1)
o o o olliv® Al 0 0 o Jtv@® o

Ausgangsgleichung:
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Gesamtes Schaltungsmodell:

T
CC Ac 0 0
0 L 0
0 0 0
0 0 0
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Gesamtes Schaltungsmodell:

EX(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

Deskriptorsystem
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Schaltungsmodellierung (Erweiterungen)

@ nichtlineare Schaltungen
@ Operationsverstarker

@ Warme- und Wellenleiteffekte

Schaltungsanalyse und -modellierung (Forschungsaspekte)

@ Strukturelle Analyse anhand der Netzwerktopologie (Ldsungsverhalten,
Stabilitat, etc.)

@ adaptive Regelung
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Differentiell-algebraische Gleichungen (Forschungsaspekte)

adaptive Regelung

@ Beobachterentwurf

@ Steuerbarkeits- und Beobachbarkeitsanalyse

optimale Steuerung

enegiebasierte Ansatze




	Grundlagen
	Modellierung elektrischer Schaltungen

