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Teil I: Erganzungen zur Differential- und

Integralrechnung fiir Funktionen einer
Variable

1 Riemann-Integrale, Hauptsatz und
Integrationsregeln

Dieses Kapitel ist eine iiberarbeitete und erweiterte Fassung des in Prof.
Glockners Analysis 1 bereitgestellten Materials zur Integrationstheorie.

Wir betrachten zunéchst Treppenfunktionen ¢ auf einem Intervall [a, b]. Das
sind Funktionen, deren Graph im Wesentlichen wie ein Balkendiagramm
aussieht. Hier ist anschaulich klar, was der zwischem dem Graphen von ¢ und
der z-Achse eingeschlossene Fliacheninhalt sein sollte (wobei Anteile ober-
halb der Achse positiv und Anteile unterhalb negativ gezahlt werden), und
wir nennen diesen ff ¢(z) dz. Dann wenden wir uns Riemann-integrierbaren
Funktionen f: [a,b] — R zu. Grob gesagt sind das Funktionen, die sich
gut genug zwischen Treppenfunktionen einschliefen lassen, um mit deren
Hilfe einen Fldcheninhalt f; f(z)dx (das Riemann-Integral von f {iber das
Intervall [a, b]) festzulegen. Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist Riemann-
integrierbar. Als Hohepunkt beweisen wir den Hauptsatz der Integral- und
Differentialrechnung, der einen Zusammenhang zwischen Riemann-Integralen
stetiger Funktionen und Stammfunktionen herstellt.

Treppenfunktionen und ihr Integral

Definition 1.1 Seien a < b reelle Zahlen. Eine Menge Z von Zahlen a =
to <ty < -+ <t, = bheiBt Zerlegung' des Intervalls [a,b]. Eine Zerlegung Z’
von [a, b] heifit Verfeinerung von Z, wenn Z C Z', d.h. jeder Zerlegungspunkt
von Z ist auch einer von Z’. Sind Z und Z’ Zerlegungen von [a, b], so auch
Z U Z', und dies ist eine Verfeinerung sowohl von Z als auch von Z’ (eine
gemeinsame Verfeinerung). Eine Funktion ¢: [a,b] — R heifit Treppenfunk-
tion, wenn es eine Zerlegung Z = {to < t; < --- < t,} von [a,b] und Zahlen

LGenauer: Z = {tg,...,t,} mit n € Ng mit ty = a, t, = b und t,_1 < t;, fiir alle k € N
mit k < n.



c1,...,c, derart gibt, dass
o(z) =c¢p furalle k€ {1,...,n} und = € Jt)_1, tx[.

Die ¢ sind dann eindeutig festgelegt, denn es ist ¢ = ¢(t) fiir jedes t €
Jtk—1, tx[- Uber die Funktionswerte f (tx) wird nichts gesagt, diese diirfen
z.B. von f(tx) und f(tx—1) verschieden sein. Wir sprechen auch von einer
Treppenfunkton beziglich Z und definieren

n

Sz(¢) = Z(tk — lg—1)C-

k=1
Ist a = b, so ist n = 0 und Sz(¢) die leere Summe, also 0.

Lemma 1.2 Sei ¢: [a,b] — R eine Treppenfunktion beziiglich Z und Z' eine
weitere Zerlegung von [a,b].

(a) Ist Z' eine Verfeinerung von Z, so ist ¢ auch eine Treppenfunktion
bzgl. Z' und Sz(p) = Sz /().
(b) Ist ¢ auch bzgl. Z' eine Treppenfunktion, so ist Sz(¢) = Sz ().

Beweis. (a) Es geniigt, den Fall zu betrachten, dass Z’ = ZU {7} mit einem
7€ la,b)\ Z. Dann'ist Z ={a =ty < t; < --- < t, = b} mit n € N und
T € Jti_q,to[ firein £ € {1,...,n}. Setzen wir s :=t;, fir k € {0,...,0—1},
sgr=1und s =t firk € {{+1,...,n+ 1}, so ist

Z'={so<s1<...<Spi1}-

Auf |s_q, s fiir £ € {1,...,n+ 1} nimmt ¢ die Werte ¢1,... ¢, ¢, ..., Cp
an, also den Wert Cy := ¢ fiur k € {1,..., 0} und C} := ¢, fiir k €
{{+1,...,n+ 1}. Somit ist ¢ eine Treppenfunktion bzgl. Z’. Da

(te —te—1)ce = (te — T)cg + (7 —te—1)ce = (841 — 8¢)Coyr + (50 — 50-1)C,
folgt
Sz(9) = Z(tk — tgp_1)Ck
k=1
—1

= (tr — te—1)cr +(te — to—1)ce + Z (t — tp—1)ck
—— S——

k=1 :(skfsk,l)Ck k=t+1 :(5k+178k)ck+1
n+1

= Z(Sk - Skfl)ck = SZ’(¢)-
k=1



(b) Anwendung von (a) auf Z und Z U Z’ bzw. Z und Z U Z' liefert
52(¢) = Szuz (¢) = Sz(). O

Definition 1.3 Ist ¢ eine Treppenfunktion [a, b], so definieren wir ihr Inte-

gral als

b
/ ¢(x)dr = Z<tk — tr_1)Ch,

k=1

wobei Z = {a =1ty < --- <t, = b} eine Zerlegung von |a, b] ist derart, dass
¢ auf |tx_1,t;[ konstant ist fir alle k € {1,...,n} und ¢; der Funktionswert
auf diesem Intervall.

Nach Lemma 1.2 (b) ist fab ¢(z) dx wohldefiniert, unabhéngig von der gewahlten
Zerlegung 7.

Beispiel 1.4 (Funktionen mit endlichem Tréger). Fiir jede Zerlegung Z :=
{a =ty <ty <--- <t, =0b} von [a,b] und beliebige yo, ...,y, € R ist die
Funktion ¢: [a,b] — R mit ¢(z) := y,, falls x = ¢, fir ein k € {0,...,n},
o(z) := 0 fiir x € [a,b] \ {to,...,t,} eine Treppenfunktion bzgl. Z mit ¢; =
o = -+ = ¢, = 0 und somit

n

[ o@dr =30~ ey =0,

k=1

Definition 1.5 Seien f: X — R und g: X — R reellwertige Funktionen
auf einer Menge X. Wir schreiben f < g, wenn f(z) < g(z) fur alle x € X.
Weiter definieren wir das punktweise Maximum als die Funktion

max(f,g): X - R, 2z~ max(f(x),g(x)).

Das Integral von Treppenfunktionen hat u.a. folgende Eigenschaften:
Lemma 1.6 Seien a < b reelle Zahlen.

(a) (Linearitdt). Sind ¢: [a,b] — R und ¢: [a,b] — R Treppenfunktionen
und A\, i € R, so ist auch A\f + pg eine Treppenfunktion und

/:(Acz5 +pp)(x) de = A/ab ¢(z) dx + u/abtb(w) da.

6



(b) (Monotonie) Sind ¢, € T? und ¢ < 1, so ist fab P(x)dr < fabw(a:) dx.

(¢) (Intervalladditivitat). Ist ¢ € T, und c € [a,b], so sind @|ja.q und ¢|.y
Treppenfunktionen und es gilt?

/ab¢(x) iz — /ac<b(x) d:c+/cb<b(x) da.

Beweis. (a) und (b) Sei ¢ eine Treppenfunktion bzgl. der Zerlegung Z und
1 eine Treppenfunktion bzgl. Z’. Nach Ersetzen von Z und Z’ durch Z U Z’
diirfen wir annehmen, dass 7 = 7/ = {a =ty < t; < ... < t, = b} (vg.
Lemma 2(a)). Sei aj der Funktionswert von ¢ auf |t5_1, tx[ und dj der Funk-
tionswert von ¢, fiir k € {1,...,n}. Dann hat A¢ + putp den Funktionswert
Acg + pdy auf Jtg_q, tx[ und somit ist A¢ + ptb eine Treppenfunktion mit

n

/ (Ao + p)(x)de = Z(Ack + pudy) (te — th—1)

k=1

= A Z Ck(tk — tkfl) + u Z dk(tk — tkfl)
k=1 k=1

_ )\/ab¢(a:)dx+u/abz/1(:c)dx.

Also gilt (a). Ist ¢ < 1), so ist ¢ < dj, fiir alle k € {1,...,n} und somit

/ ¢<17> dx = Z(tk - tk—l)ck < Z(tk — tk_1)dk = / 1/)(1‘) dx.
“ k=1 k=1 a

(c) Sei ¢ eine Treppenfunktion bzgl. einer Zerlegung Z von [a,b]. Nach
Ersetzen von Z durch Z U {c} diirfen wir annehmen, dass ¢ € Z (siehe
Lemma 1.2 (c)). Sei etwa Z = {a =ty < --- < t, = b} und ¢ = t,. Dann ist
7' ={a=1ty<...,<ty = c} ene Zerlegung von [a,c] und Z" := {c =t, <
-+« < t, = b} eine Zerlegung von [a,b]. Sei ¢; der Funktionswert von ¢ auf
Jti—1,tk]. Da @|jq,q auf |tr_1,t;[ konstant ist mit Wert ¢, fiir & € {1,...,¢}
und ¢|.p konstant ist mit Wert ¢, fiir & € {£ +1,...,n}, sind ¢|,,q und

Hier ist [ f(z) dx eine Kurzschreibweise fiir [(f]q.) () da.



®|e,5) Treppenfunktionen mit

c b n
/ ¢($) dr + / (b(x) dr = Z(tk — tk_l)Ck + Z(tk — tk_l)Ck

~

k=1 +1
n b
=S (=t = / o(z) da,
k=1 a
was den Beweis beendet. O

Bemerkung 1.7 Sind ¢, € TP, so ist auch max(¢, 1) € T?; das sieht man
wie im Beweis von Lemma 1.6 (a) mit max(cg, dy) statt Acy + pudy.

Riemann-integrierbare Funktionen und ihr Integral

Definition 1.8 Sei f: [a,b] — R eine beschrankte Funktion (d.h. f([a,b])
ist beschrénkt in R). Wir definieren das Oberintegral von f iiber [a,b] als

b*

b
f(x)dr = inf{/ Y(x)de: € TP mit fgw}.

Das Unterintegral von f tiber [a, b] ist
b b
/ f(z)dx = sup{/ d(x)dx: ¢ € TP mit ¢ < f}

Ist fab* flz)dx = fai f(z) dx, so nennen wir die Funktion f Riemann-integrierbar
und definieren das (Riemann-) Integral von f tiber [a, b] als

/abf(ac)dx - ab*f(x)dx:/aif(x)dx.

Die Mengen, tiber die wir das Infimum bzw. Supremum bilden, sind nicht
leer. Wegen der Beschranktkeit von f gibt es namlich reelle Zehlen r und R
derart, dass r < f(z) < R fiir alle € [a,b]. Die Konstanten Funktionen
¢ und ¢ auf [a, b] mit Funktionswert r bzw. R sind Treppenfunktionen und
es ist ¢ < f < 4. Das Oberintegral ist somit < 400 und das Unterintegral
> —0Q.



Bemerkung 1.9 Man beachte, dass fiir alle ¢, v € TP mit ¢ < f < 1) nach
Lemma 1.6 (b) die Ungleichung

/abqb(x)dass /ab¢<x>dw

gilt. Wir halten ¢ fest; da die linke Seite eine untere Schranke fiir alle rechten
Seiten ist, folgt fiir deren Infimum

/ o(z)dx < f(z)dx

(womit das Oberintegral > —oo ist und somit endlich). Da die rechte Seite
eine obere Schranke fiir alle der linken Seiten ist, folgt fiir deren Supremum

/ f@)de< [ f(2)de. (1)

Bemerkung 1.10 Sei f: [a,b] — R eine beschrankte Funktion und ¢ : [a, b] —
R eine Treppenfunktion mit ¢y < f. Dann gilt

b b
/f(x)dx—sup{/ ¢($)dw:¢€T£mit¢o§¢§f}.

Gegeben ¢ € TP mit ¢ < f ist nimlich ¢y < max (¢, ¢) < f und f;’ o(x) dr <
J2 max(6o(w), ¢(x)) de.

Ist f < by mit 1y € TP, so braucht man analog zur Berechnung des Oberin-
tegral nur Treppenfunktionen ¥ mit f < < 1)y zu betrachten.

Ist insbesondere bereits f € T? eine Treppenfunktion, so kénnen wir ¢y :=
Yo = [ setzen und sehen, dass das Unterintegral von f gleich dem Supre-
mum der einpunktigen Menge { f; f(z)dz} ist und somit gleich dem Inte-
gral ff f(z)dx geméfl Definition 1.3. Analog ist das Oberintegral gleich
fab f(x)dz. Die Treppenfunktion f ist also Riemann-integrierbar und ihr
Riemann-Integral stimmt mit ihrem Treppenfunktions-Integral nach Defini-
tion 1.3 lberein.

Die folgende Charakterisierung Riemann-integrierbarer Funktionen ist auflerst
niitzlich, denn die hier formulierte Bedingung kann man besser nachrechnen.

9



Lemma 1.11 Fine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R ist genau dann Riemann-
integrierbar, wenn fiir jedes € > 0 Treppenfunktionen ¢,v € T® mit ¢ < f <
Y existieren derart, dass

/ab@b(x)dx—/abgb@)d:xgs.

In diesem Fall gilt

/ab¢(x)dxg/abf(x)da;g/abqs(x)dxﬂ. @)

Beweis. Ist f Riemann-integrierbar und ¢ > 0, so gibt es per Definition von
Ober- und Unterintegral als Supremum bzw. Infimum Treppenfunktionen
¢, € TP mit ¢ < f < o derart, dass

/ Y)dr < [ fla)dot S (3)
und
b b c
[owar= [ raa- @

Da f Riemann-integierbar ist, kénnen wir die Sternchen in (3) und (4) weg-
lassen und erhalten

/abw(x)dx—/abgb(x)dxg/abf(x)d:c+§—/abf(x)d:c+§:e.

Da fab ¢(x)de < f:*f<95) dr = fabf(ﬁ) dx = fab*f(x) dr < f;@b(x) dz, folgt

/ab¢(x)dx < /abf(x)dngabw(x)d:c

_ /abw(x)dx—/abqb(x)dx—l—/abgb(x)dxS/abqﬁ(x)dx—l—a
und somit (2).

Ist umgekehrt die genannte Bedingung erfiillt, so wahlen wir zu € > 0 Trep-
penfunktionen ¢ und 1 wie im Lemma beschrieben. Dann gilt

ab*f(x) dx — /aif(x) dr| = ab*f(x) dx — /ab*f(x) dx

< /ab¢(x)dx—/ab¢(x)dxgs.
0

1



Da € > 0 beliebig war, folgt ‘fab*f(:c) dr — f;*f(x) dx’ = (0 und somit

ab*f(:z:) dr = /ab*f(:c) dx.

Also ist f Riemann-integrierbar. O

Folgerung 1.12 Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Ist a = b, so ist f eine Treppenfunktion und die Aussage ist trivial.
Sei nun b > a. Da die stetige Funktion f: [a,b] — R ein beschrénktes,
abgeschlossenes Intervall als Definitionsbereich hat, ist sie nach Satz IV.1.26
im Vorlesungsskript zur Analysis 1 von Prof. Neeb (das wir in der Analysis 1
benutzt hatten) gleichmdfig stetig. Gegeben € > 0 existiert also ein § > 0
derart, dass

f(z) — f(y)] < bL fiir alle z,y € [a,b] mit |z — y| < d.

Wir wihlen n € N so groB, dass (b — a)/n < ¢ und setzen

k
tr:=a+—(b—a) furke{0,1,...,n}.
n

Dann ist Z = {t, < t; < --- < t,} eine Zerlegung von [a,b]. Wir definieren
Cr :=max f([tp_1,tx]) und ¢ :=min f([tp_1,t]) fir ke {l,...,n}.

Dann ist also Cy > ¢;. Fiir jedes k € {1,...,n} gibt es x, yx € [tx_1, tx] mit
Cr = f(xg) und ¢, = f(yx). Dann ist |z — ye| < tp — they = I’_Ta < 0 und

somit
€

Cr — o = |Ch — aul = [f(2w) = flyw)l < 5 —- ()
Weiter definieren wir Treppenfunktionen ¢, € T? via
¢(x) :=cx und Y(z):=Cp furke{l,...,n} und z € [tp_1,tx]
sowie ¢(b) := ¢, und ¥ (b) := C,,. Dann gilt ¢ < f < 1) und

n

b b
/¢(x)dx—/ dx)de = Y (Cp— i)ty — tr1)

k=1

g - g
b_aZ(tk—tk_l):b_a(b—a):e,

k=1

IN

=tn—to

11



wobei die Ungleichung aus (5) folgt. Also ist f nach Lemma 1.11 Riemann-
integrierbar. O

Definition 1.13 Sind a < b reelle Zahlen und ist f: [a,b] — R Riemann-
integrierbar, so definieren wir

/baf(a:)dx ::—/abf(x)dx

Das Riemann-Integral hat u.a. folgende Eigenschaften.

Satz 1.14 Seien a < b reelle Zahlen.

(a)

(Linearitdt) Sind f: [a,b] — R und g: [a,b] — R Riemann-integrierbare
Funktionen und A\, p € R, so ist auch die Funktion A\f 4+ pug Riemann-
integrierbar und

/abAf(x)+Mg(x)dx:/\/abf(x)deru/abg(x)dx'

(Monotonie) Sind f: [a,b] — R und g: [a,b] — R Riemann-integrierbare
Funktionen mit f < g, so folgt

/abf(x)dxﬁ /abg(x)dff-

(b— a)m < / F@)dz < (b—a)M (6)

mit m = inf{f(x): x € [a,b]} und M :=sup{f(z): = € [a, b]}.

Insbesondere gilt

(Intervalladditivitit). Sei ¢ € [a,b]. FEine Funktion f: [a,b] — R
ist genaw dann Riemann-integrierbar, wenn fl.q und f|cy Riemann-
integrierbar sind. In diesem Fall gilt

[ 1= [ s [ @ )

und weiter fir alle o, B, € [a, b]

/f dm—/f da:+/f | (8)



(d) (Integralabschdtzung). Ist f: [a,b] — R Riemann-integrierbar, so gilt

/abf(x)dx

mit ||flleoc = sup{|f(z)|: x € [a,b]}. Zudem ist die Funktion
|.|o f:]a,b] = R, z — |f(x)| Riemann-integrierbar und

/ab f(z)dx

Beweis. (a) Nach Lemma 1.11 existieren Treppenfunktionen ¢y, ¢o, 11, 19 €
T? derart, dass ¢1 < f < 1)y, ¢ < g < by und

< (b= a)l[flle (9)

< / £ (2)] da. (10)

b b -
/ V() dx —/ pj(x)dr < 5 fiur j € {1,2}. (11)

Dann ¢y + ¢y € T, b1 + by € T2 und ¢y + ¢ < f + g < b1 + by sowie

/ab(% +1b2)(z) do — /ab(¢1 + ¢9) () dz
_ /ab¢2(x)dx—/abgbz(x)d:c—l—/abwl(x)d:c—/abqbl(q:)dx

< €+8—5
2 2 7

Nach Lemma 1.11 ist f + ¢ also Riemann-integrierbar und

[@romdrs [(tromdrs [ro@drre 12

Die linke Seite von (12) kénnen wir wegen (11) mittels (2) weiter nach unten
abschatzen:

/ab¢1(x)dx+/ab¢2(x)dm>/abf(x)dx—g+/abg(x)d$_%

Die rechte Seite von (12) kénnen wir wegen (11) mittels (2) weiter nach oben
abschatzen:
b

/abqﬁl(x)dx+/ab¢2(az)dx+5§/abf(x)dx+/ g(x)dr +e.
13



Es gilt also
b b b
—e</(f+g)(x)dm—/ f(a:)d:r;—/ g(z)der <e

fur alle € > 0, somit ff(f—i—g)(:r;) dx—f; f(x) dx—ffg(x) dx = 0 und folglich
fab(f +g)(z)dr = fab f(z)dx + f;g(a:) dz. Wir zeigen noch

/ab M(z) de = /\/abf(x) dx (13)

fiir alle A € R. Ist A = 0, so ist A\f = 0 € T? Riemann-integrierbar und beide
Seiten von (13) sind 0. Ist A > 0 und M die Menge alle ¢ € T mit ¢ < f,
so ist {\¢: ¢ € M} die Menge aller Treppenfunktionen > A\ f und folglich

/ai)\f(:c)da: _ sup{/abkqb(x)d:c: 6 e M}
sup)\{/abgb(x)dxz gbeM}

= Asup{/abqs(x)dx: ¢ € M}

- )\/aif(:c)dx:)\/abf(x)da:.

Analog sieht man fab*)\ flz)dz = X ff f(z) dx. Somit ist A f Riemann-integrierbar
und (13) gilt. Ist A < 0 und M wie zuvor, so ist {\¢: ¢ € M} die Menge
aller Treppenfunktionen 1 mit ¢» > Af und somit ahnlich dem Vorigen

/ab*Af(:z:) dx = )\/aif(a:) de = A/abf(a:) de.

Analog ist f:*)\f(x) dx = )\fab*f(x) dr =\ fab f(z)dz. Also ist A\f Riemann-
integrierbar und (13) gilt.
(b) Sei f < g. Ist ¢ € T mit ¢ < f, so gilt auch ¢ < g. Folglich ist

b b
{/ ¢(x)dx:¢eTfund¢§f}§{/ ¢(x)dx:¢€T£und¢§g}

14



und fiir die Suprema der zwei Zahlenmengen folgt fab* flz)dx < f . Also
ist fabf(x) dr < fabg(x) dx

Da fur die konstanten Funktionen mit den im Lemma beschriebenen Werten
m und M
m< f<M

gilt, liefert die gerade nachgewiesene Monotonie

(b—a)m /mdx</f d:c</Mda:_ (b—a)M.

(c) Sind f|4,q und f|; Riemann-integrierbar, so gibt es nach Lemma 1.11
Treppenfunktionen ¢1,1; € TC und ¢o,1, € T° mit ¢ < f lla,g < ¥ und
®2 < fliey < 1ba derart, dass

c b
[ @) = orlande <22 wnd [ (ale) = da(o) o < /2.
Wir definieren ¢,v € TP mit ¢ < f < 1 stiickweise via ¢(x) := ¢ (z) und

Y(x) = 1(x) wenn x € [a,c] baw. ¢(x) := ¢o(x) und ¥(z) := 9(x) wenn
x € [¢,b]. Nach Lemma 1.6(c) ist dann

b c b
/ ((x)— () d = / (1 () () do + / (6o () —ba(2)) di < £/2+2/2 = «.

Nach Lemma 1.11 ist f also Riemann-integrierbar und es ist

/acd)1(x)dx+/cb¢z(x)dx _ /ab¢(x)dx§/abf(:v)d:z:g/ab¢(m)dx+8
= /ac¢1(f€)dx+/cb¢2(x)dx+a (14)

Da nach Lemma 1.11 zudem f O1(z)dx < f flz)dx < f o1(z)dr + €/2

und f ¢o(z) dx < f fz)dx < f bo() dx + /2, folgt aus (14) d1e Unglei-
chung

/f dx+/f d:v—5</f d:p</f da:—l—/f )dx + €.

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt (7).

15



Ist umgekehrt f als Riemann-integrierbar angenommen, so gibt es ¢, € T?
mit ¢ < f < 9 und fab(w(x) — ¢(z))dr < e. Definieren wir ¢; := @|a,q;
U1 = Pliads G2 = Plies) und Py = Pljey), s0 sind ¢, ¥y € T7, do,¢hy € T2
und ¢1 < flia,g < 1, 02 < fliey < 12 sowie

/6(1/11(:6) — ¢u(2))dz < & und / ((z) — do(x)) d < &,

da beide Integrale nicht-negativ sind und

c b b
/ (61 (x) — 61 () dar + / (a(x) — b (x)) diz = / (b(z) — ¢(a)) d < ¢

nach Lemma 1.6 (c). Folglich sind f|,q und f]|s Riemann-integrierbar.
Sei nun f Riemann-integrierbar und seien «, 3,y € [a,b]. Gilt (8) fir
«, 3,7, so auch fiir v, 5, a an Stelle der vorigen, denn es ist

/jf(x)dx = —/:f(x)dxz—/jf(x)dx—/;f(a;)dx
= lﬁf(x)dw+/ﬁaf(m)dx

Nachdem wir notfalls o und 7 vertauschen, brauchen wir (8) daher nur zu
beweisen, wenn a < 7y ist (was wir nun annehmen).

Fall 1: Ist a < B <, so gilt (8) nach (7) (mit «, 3,7 an Stelle von a, ¢, b).

Fall 2: Tst B < a, so ist nach ( fﬁ r)dr = fﬁ z)de + [] f(z)dz.
Addition von [ f O fx)de=— [0 f 5 [(z)dv auf beiden Seiten liefert (8).

Fall 3: Ist B > 7, so ist nach ( fﬁ ydz = [ f(z)dz + f’B dx.
Addition von [ f(z)dz = — [ f ? f(x) dx auf beiden Seiten liefert (8).

(d) Es gilt —||f||c,O < f <||flloo und somit

b b b
—(b—a)llfllooz/ ||f||ooda:§/ f(x)dl’é/ [flloe daz = (b = a)[| flse

woraus (9) folgt. Wir werden gleich zeigen, dass die Funktion [a,b] — R,
x +— | f(z)| Riemann-integrierbar ist (siche Bemerkung 1.16). Da

flz) <|f(x)| furalle x € [a,b],
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folgt (10) aus der in (b) gezeigten Monotonie des Riemann-Integrals. O

Zum Beweis der Riemann-Integrierbarkeit von = +— |f(x)| (und wegen ihrer
sonstigen Niitzlichkeit) fiihren wir den Positivteil und Negativteil einer Funk-
tion ein.

Definition 1.15 Wir definieren den Positivteil einer Funktion f: [a,b] — R
als die durch

f+ = max{f, O}
gegebene Funktion f,: [a,b] — R. Der Negativteil von f ist definiert als
o= (—f )+

0 und fy(z) = 0, wenn

Fir z € [a,b] ist also f(x) = f(z), wenn f(x)
=f 0 und f_(x) = 0, wenn

f(x) < 0. Weiter ist f_(x) (x), wenn f(z)
f(z) > 0.

Man beachte, dass
F(2) = fo(2) = f-(2) wnd |f(2)] = fo () + f_(2) fir alle z € [a,5]. (15)
Bemerkung 1.16 Wir werden sehen (siehe Satz 1.21):

>
<

Ist f: [a,b] — R Riemann-integrierbar, so sind auch fi: [a,b] — R und
f-:la,b] = R Riemann-integrierbar.

Dies hat schone Folgerungen:

(a) Es ist dann auch die Funktion

[a,0] = R,z = |f(z)| = fi(2) + [-(2)

Riemann-integrierbar, nach Satz 1.14 (a).
(b) Wir erhalten eine schone Interpretation des Riemann-Integrals:

Esist fy >0, f->0und f = f, — f_, somit

[ swar= [ r@ar- [ 1@

Das Integral von f lasst sich also als Differenz des oberhalb der z-Achse mit
dem Graphen von f eingeschlossenen Flacheninhalts und des unterhalb der
x-Achse mit dem Graphen eingeschlossenen Flacheninhalt interpretieren.
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Riemann-integrierbare Funktionen kann man an endlich vielen Stellen abandern,
ohne etwas an der Integrierbarkeit und dem Wert des Integrals zu andern.

Bemerkung 1.17 Ist f: [a,b] — R Riemann-integrierbar und g: [a,b] — R
eine Funktion, die sich nur an endlich vielen Stellen x; < --- < x,, von f
unterscheidet, so ist auch g Riemann-integrierbar und

/abg(ac) iz = /abf(x) da.

Es ist namlich h := g — f = 77" (9(x;) — f(7;)) 1(z,) eine Funktion mit
endlichem Tréger, also eine Treppenfunktion (siehe Beispiel 1.4) und somit

Riemann-integrierbar. Also ist auch
g=rf+h

Riemann-integrierbar und

/abg(a:)dx - /abf(x) dx+/abh(m)d:v,

wobei das Integral iiber h gleich 0 ist (vgl. Beispiel 1.4).

Neue Riemann-integrierbare Funktionen aus gegebenen

Wir untersuchen nun, wie sich aus gegebenen Riemann-integrierbaren Funk-
tionen neue gewinnen lassen. Eine Moglichkeit sind Grenzprozesse. In der
Analysis 1 haben wir gesehen, dass gleichmaflige Grenzwerte von Folgen
stetiger Funktionen stetig sind. Wir wollen nun Entsprechendes fiir Riemann-
integrierbare Funktionen beweisen. Zunéchst sei kurz an Konvergenzbegriffe
fiir Funktionenfolgen erinnert:

1.18 Es sei X eine Teilmenge von R und (f,,),en eine Folge von Funktionen
fn: X — R. Man sagt, dass die Funktionenfolge gleichmafig gegen eine
Funktion f: X — R konvergiert, wenn

(Ve > 0)(3AN e N)(Vn = N) (Vo € X) |fulz) — f(2)] < €.

S —

~
<:>||fn_f||oo§5
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Die Funktionenfolge ist dann insbesondere punktweise gegen f konvergent,
d.h. fiir jedes z € X ist (f,(x))nen eine gegen f(x) konvergente Folge reeller
Zahlen.?

Satz 1.19 Konvergiert eine Folge (fy)nen Riemann-integrierbarer Funktio-
nen fn: la,b] = R gleichmdfig gegen eine Funktion f: [a,b] — R, so ist auch
f Riemann-integrierbar und

b b
/ flz)dx = lim [ f,(z)dz. (16)
a n—oo a
Fir gleichmafBige Grenzwerte gilt somit
b b
/a tim f(@)do =t [ f, (o) o (17)

Grenzwert und Integral diirfen hier also vertauscht werden.

Beweis. Die Aussage ist trivial wenn a = b; sei daher nun a < b. Gegeben
e > 0 existiert ein N € N derart, dass fiir alle n > N

If(z) — ful2)] < m fir alle = € [a, b]. (18)

Sei n > N. Da f, Riemann-integrierbar ist, gibt es Treppenfunktionen
¢, € TP derart, dass ¢ < f, < und

/abw(a:)dx—/abqﬁ(a:)dx < %

- 15
- M YOSy

Definieren wir

O(z) := p(x) —

3 Allgemeiner: Ist X eine Menge und (Y, dy) ein metrischer Raum, so nennt man eine
Folge (fn)nen von Funktionen f,: X — Y gleichmaflig konvergent gegen eine Funktion
F: X - Y, wenn

(Ve > 0)3N € N)(Yn > N)(Vz € X) dy (fa(2), f(z)) < e.

Dann konvergiert die Funktionenfolge insb. punktweise gegen f, es konvergiert also fiir
jedes x € X die Folge (fn(2))nen in (Y, dy) gegen f(z); in Formeln:

(Vz € X)(Ve > 0)(3N € N)(¥n > N)dy (fu(2), f(z)) < e.
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fiir z € [a,b], so sind ®, ¥ € T? und

3

P(1) < fula) ~ 35—y <1

fir alle z € [a,b] wegen (18). Analog gilt

U(z) > fulz) +
Somit haben wir ® < f < ¥, woraus
—oo < inf ®([a, b]) < inf f([a,b]) < sup f([a,b]) < sup ¥([a,b]) < oo

und somit Beschranktheit der Funktion f folgt. Weiter gilt

/ab‘lf(x)dx—/ab@(x)dx
_ l%ﬂ@dm+lﬁaﬁlwdx—[fﬂ@dm+[7%;;®dm

b 2e
~ [w-o@dr+ T <=

Nach Lemma 1.11 ist also f Riemann-integrierbar. Wegen der Monotonie
und Linearitdt des Integrals folgt aus

£ €
— < <
=gy SISt apTay
dass
b b b
fo(x)dx— / dxg/ f(x)dxg/ fn(x)drzc—i-/ —dz
/ (b_ ) , a a a (3(b_a’) |
—o/3 —o/3
und somit
£
) dx — n < -
/ Fla)de / Itz de] =3
fir alle n > N. Also gilt (16). O
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Bemerkung 1.20 Punktweise Konvergenz Riemann-integrierbarer Funktio-
nen f,: [a,b] — R impliziert nicht Riemann-Integrierbarkeit der Grenzfunk-
tion f; ein Gegenbeispiel lernen wir in der Ubung kennen.

Wir zeigen den folgenden Satz und stellen als Hilfsmittel fiir den Beweis
einige Sachverhalte bereit, die auch anderweitig von Nutzen sind.

Satz 1.21 FEs seien f: [a,b] = R und g: [a,b] = R Riemann-integrierbare
Funktionen. Dann gilt:

(a) Der Positivteil f,: [a,b] — R und der Negativteil f_: [a,b] — R von f
sind Riemann-integrierbar.

(b) Die Funktion |-|o f: |a,b] = R, x — |f(x)| ist Riemann-integrierbar.
(c) Die Funktion fg: [a,b] - R, x> f(x)g(z) ist Riemann-integrierbar.

(d) Ist f >0, so ist die Funktion v/-o f: [a,b] = R, x — \/f(x) Riemann-

integrierbar.

In der Analysis 1 haben wir starkere Stetigkeitseigenschaften kennengelernt
wie gleichméiBige Stetigkeit und Lipschitz-Stetigkeit. Zur Erinnerung:*

1.22 Eine Funktion f: X — R auf einer Teilmenge X C R heifit Lipschitz-
stetig, wenn eine reelle Zahl L > 0 existiert derart, dass

Man nennt L dann eine Lipschitzkonstante fir f.

Lemma 1.23 Seien a < b und ¢ < d reelle Zahlen und 0: [c,d] — R eine
Lipschitz-stetige, monoton wachsende Funktion. Dann ist die Komposition

Oof:la,b] =R, x—0(f(z))

Riemann-integrierbar fiir alle reellen Zahlen a < b und jede Riemann-integrier-
bare Funktion f: [a,b] — R mit f([a,b]) C [c,d].

4Allgemeiner: Gegeben metrische Rédume (X,dx) und (Y,dy) nennt man eine Ab-
bildung f: X — Y Lipschitz-stetig, wenn ein L € [0, 00| existiert mit dy (f(y), f(z)) <
Ldx(z,y) fiir alle z,y € X.
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Beweis. Es sei L eine Lipschitzkonstante fiir . Sei f: [a,b] — R wie im
Lemma. Gegeben ¢ > 0 gibt es Treppenfunktionen ¢, € T? derart, dass

¢<[f<v¢und
b b
/¢(w)dz—/ o(z)dr < e.

Nach dem wir notfalls ¢/ durch min{¢,d} ersetzen und ¢ durch max{¢, c}
(was die vorige Differenz hichstens verkleinert), diirfen wir annehmen, dass

¢([a,b]) € [e,d] und  ¥([e,d]) € [c,d].
Wir wéhlen eine Zerlegung a =ty < t; < --- < t, = b von [a, b] derart, dass
fir alle j € {1,...,n} die Funktionen ¢ und ¢ auf |¢;_;, ;[ konstant sind; sei

cj bzw. ¢ der dortige Funktionswert. Dann ist 6 o ¢ auf Jt; 1, ;[ konstant
mit Funktionswert 6(c;) und 6 o) hat dort den Funktionswert 6(c}); also ist

fodpc T’ und Howc Tl

Da 6 monoton wachsend ist, folgt fiir alle z € [a, b] aus ¢(x) < f(x) < ¢(z),
dass

0(o(x)) < 0(f(x)) < O(yp(x));
alsoist 0o < fHo f < 0or. Man beachte, dass

¢; < ¢
fir alle j € {1,...,n}, denn fiir ¢ €]t;_,¢;] ist
¢ = (t) < f(t) S o(t) = ¢
Also ist 0(c;) < 0(c}) und somit 6(c;) — 0(c;) > 0, also

0(c;) — 0(c;) = [0(c)) — 0(c;)|.
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o R —
Ebenso ist |¢; — ¢;j| = ¢} — ¢;. Wir folgern, dass

[ owyas— [ oo as

_ jzl(@(q) —0(c;)(t; — Z%_l)l(tj —t;_1)

n

< LZ|C ¢l (t; LZ —tj1)

([ o o

<

Da Le beliebig klein gemacht werden kann, ist 6 o f nach Lemma 1.11
Riemann-integrierbar. a

Die folgende Bemerkung ist nicht priifungsrelevant.

Bemerkung 1.24 Man kann zeigen, dass die Schlussfolgerung von Lemma
1.23 giiltig bleibt, wenn 0: [c,d] — R eine beliebige stetige Funktion ist
(die also weder monoton zu sein braucht noch Lipschitz-stetig). Der Beweis
dieses allgemeineren Resultats ware jedoch aduflerst technisch und der obige
Spezialfall gentigt uns. Bei Bedarf finden Sie ihn z.B. im Vorlesungsskript
von Prof. Glockner zur Analysis 2 im SoSe 2019 (das auf der Homepage und
in PANDA verfiigbar ist).’

Sehr viele Funktionen sind Lipschitz-stetig. Zum Beispiel gilt fiir alle a < b:

®Wir schreiben L([a,b]) := b — a fiir die Linge des Intervalls [a,b]. Eine Teilmenge
M von R wird eine Lebesgue-Nullmenge genannt, wenn fiir jedes € > 0 eine Folge
(I)nen von abgeschlossenen beschrinkten Intervallen I,, mit M C J, oy I existiert mit
Gesamtlange Y7 | L(I,) < e. Nach dem Lebesgueschen Integrabilitétskriterium ist eine
beschrankte Funktion f: [a,b] = R genau dann Riemann-integrierbar, wenn die Menge
U = {z € [a,b]: f ist nicht an der Stelle y stetig} aller Unstetigkeitsstellen von f eine
Lebesgue-Nullmange ist. Ist 6: [¢,d] — R stetig und f([a,b]) C [c,d], so ist 6 o f stetig an
jeder Stelle, an der f stetig ist, also Upoy C Uy. Da Teilmengen von Lebesgue-Nullmengen
offenbar ebenfalls Lebesgue-Nullmengen sind, ist Uy, ¢ eine Lebesgue-Nullmenge und somit
0 o f Riemann-integrierbar.
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Lemma 1.25 Jede stetig differenzierbare Funktion f: [a,b] — R Lipschitz-
stetig und die Supremumsnorm

17110

der Ableitung ist eine Lipschitzkonstante fiir f.

Der Vollstandigheit halber geben wir den Beweis an, tiberspringen ihn aber
in der Vorlesung, da das Resultat in der Hausiibung 1 des 14. Ubungsblatts
zur Analysis 1 von Prof. Glockner im WS 2024/25 bereits behandelt wurde.

Beweis. Wir wollen zeigen, dass L := || f’||« eine Lipschitz-Konstante fiir f
ist. Seien z,y € [a,b]. Ist x =y, so gilt trivialerweise

|f(y) — f(x)] < Lz —yl,

denn beide Seiten der Ungleichung sind dann 0. Sei nun also x # y. Beide
Seiten der Ungleichung

[f(y) = f(@)] < Lz —y]

bleiben unverandert, wenn wir x und y vertauschen. Wir diirfen zu ihrem
Nachweis also annehmen, dass x < y ist. Nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung gibt es dann ein £ € |z, y[ derart, dass

Folglich ist

und somit
1f(y) = f@)| =y — 2] < [[f llocly — 2| = Ly — 2],
wie benotigt. a

In der Vorlesung tiberspringen wir die folgende Bemerkung.

Bemerkung 1.26 In der Situation von Lemma 1.25 ist || f/||o die kleinst-
mogliche Lipschitzkonstante fir f.
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Ist ndmlich auch L eine Lipschitzkonstante, so gilt fiir alle z,y € [a,b] mit

y#u
I =@ _ @) =@ ply—=
y—w ly — | ly — |
Fiir y — x konvergiert die linke Seite gegen |f'(z)|. Die Ungleichung bleibt
beim Grenziibergang bestehen, es ist also

/(@) < L.

Dies galt unabhangig von x; also ist

1 llee = sup{[f"(2)]: = € [a,b]} < L.

Beweis von Satz 1.21. (a) Es ist f([a,b]) C [—r,r] fiir ein r > 0. Die
Funktion
h:[=r,r] = R, z~ z;:=max{x,0}

ist offensichtlich monoton wachsend. Zudem ist A Lipschitz-stetig mit Lip-
schitzkonstante L = 1. Hierzu miissen wir fir x,y € [—r,r| die Ungleichung

h(y) = hz)| < Ly — zf = |y — «|

nachweisen. Da beide Seiten bei Vertauschen von z und y unverandert
bleiben, diirfen wir annehmen, dass x < y. Es gibt drei Falle:

Ist y < 0 und somit auch z < 0, so ist h(z) = h(y) = 0 und somit
[h(y) — h(z)] =0 < |y — xl.

Ist 2 <0und y >0, soist A(x) =0, h(y) =y und |h(y) — h(z)| = |y — 0] =
yl=y<y-az=Jy—a

Ist £ > 0 und somit auch y > 0, so ist h(z) = x und h(y) = y und folglich
h(y) —h(@)| =y —z[=y—z =y —z| < |y —z|.

Nach Lemma 1.23 ist also f, = ho f Riemann-integrierbar. Da f_ = (—f)
und —f Riemann-integrierbar ist, ist nach dem Vorigen auch f_ Riemann-
integrierbar.

(b) Da fy und f_ nach (a) Riemann-integrierbar sind, ist nach Satz 1.11 (a)
auch |f| = f+ + f- Riemann-integrierbar.

(c) Wir stellen zunichst die Voriiberlegung an, dass f?: [a,b] — R, z
f(x)* = f(z)f(z) Riemann-integrierbar ist; ist namlich f([a,b]) C [—r,7]
mit r > 0, so ist

FP=1fP=holf
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mit der Funktion
h:[0,7] = R, x> 22

Hierbei ist |f| nach (b) Riemann-integrierbar. Die Funktion A ist monoton
wachsend und nach Lemma 1.25 zudem Lipschitz-stetig. Nach Lemma 1.23
ist f2 also Riemann-integrierbar.

Fiir jedes x € [a, b] ist nach der binomischen Formel
1

5 ((F@) + 9(@)? = (@) = g(2)?) = f()g(x).

Also ist 1

fo=5(f+9° = ~9¢),
wobei f+g¢ nach Satz 1.11 (a) Riemann-integrierbar ist, die rechte Seite somit
nach der Voriiberlegung und Satz 1.11 (a) Riemann-integrierbar.
(d) Es ist f([a,b]) € [0,r] fiir ein r > 0. Wir nehmen zunéchst an, dass
f([a,b]) C [e,r] fir ein € € ]0,r[. Dann ist

h: [e,r] = R, x— o

stetig differenzierbar und somit Lipschitz-stetig nach Lemma 1.25. Weiter

ist h monoton wachsend. Also ist v/f = h o f Riemann-integrierbar nach
Lemma 1.23.

Ist f beliebig, so definieren wir f,: [a,b] — R fiir n € N via

Fule) = (@) +

Da |f(z) — fu(z)] = 2 fiir alle z € [a,b], gilt || f — falloo = = — 0 fiir n — oo.
Die Funktionen f,, konvergieren also gleichméfig gegen f. Da 1/n < 1, gilt
weiter

fu(la, 0]) S 0,7 + 1]
fiir alle n € N. Da die Funktion
g: [0,r+1] =R, z—+x
stetig ist, konvergieren die Funktionen

\/ﬁ:gofn

fiir n — oo gleichmiflig gegen go f = +/f, nach dem folgenden Lemma. Nach
Satz 1.19 ist also +/f Riemann-integrierbar. [
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Lemma 1.27 Seien a < b und ¢ < d reelle Zahlen, 0: [c,d] — R eine
stetige Funktion und (f,)nen eine Folge beschrinkter Funktionen f,: [a,b] —
R mit f.([a,b]) C [c,d], die gleichmdfig gegen eine Funktion f: [a,b] — R
konvergiert. Dann ist auch f(]a,b]) C [e¢,d] und die Folge der Funktionen
0 o f, konvergiert gleichmafsig gegen 6 o f.

Beweis. Fiir jedes x € [a,b] gilt f,.(x) € [c,d] fiir alle n € N, somit auch

f(z) = lim fo(z) € [c, d];

n—oo
da die Menge [c,d] in R abgeschlossen ist. Also ist f([a,b]) C [c, d].

Da der Definitionsbereich der stetigen Funktion 6 ein abgeschlossenes, beschranktes
Intervall ist, ist 6 gleichméBig stetig (siehe Satz IV.1.26 im Analysis 1-Skript
von Prof. Neeb). Gegeben ¢ > 0 gibt es also ein § > 0 derart, dass

Vy,z € le,d]) |z—y| <6 = |0(z) —0(y)| <e. (19)

Da die Folge der Funktionen f,, gleichméaflig gegen f konvergiert, gibt es ein
N € N derart, dass

(Vn > N)(Va € [a,b]) |fu(z) = f(2)| <6 (20)

Fir alle n > N und alle = € [a, b] konnen wir in (19) wegen (20) y = f(z),
z = fn(x) wihlen und erhalten

10(f () = 0(fn(x))] <e.

Also konvergiert 6 o f,, gleichméafig gegen 6 o f. a

Mittelwertsatz der Integralrechnung und Hauptsatz

Satz 1.28 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sind a < b reelle Zahlen
und f: [a,b] — R eine stetige Funktion, so existiert ein & € |a, b] derart, dass

1 b
= | 1= r©. (21)

Die linke Seite von (21) stimmt auch mit = [ f(z) dx dberein.
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Mit der konstanten Funktion g(x) := 1 folgt dies aus:

Satz 1.29 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien a < b reelle Zahlen,
f:[a,b] = R stetig und g: [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion
mit g > 0 und f; g(x)dx > 0. Dann gibt es ein & € [a,b] derart, dass

b b
[ s@gter s = 1) [ gla)dr
Beweis. Nach dem Satz vom Maximum gibt es z,, 2* € [a, b] derart, dass

f(z*) =max f([a,b]) und f(x,) = min f([a,b]).

Dann gilt fiir alle x € [a, ]

flz.) < fz) < f(a7).

Die Ungleichungen bleiben bei Multiplikation mit g(x) > 0 bestehen:

flz)g(x) < f(z)g(z) < f(2*)g(z).

Integration iiber x € [a, b] liefert
b b b
fa) [ gle)dn < [ falga)de < 5o) [ gta)da,
Wir teilen durch fab g(x)dz > 0 und erhalten

2 f(x)g(x) du
T) < =5
f(x) P gle) do

Nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen auf Intervallen gibt es ein
¢ zwischen x, und z* derart, dass

< f(z").

[, f@)g(w)do
f(&) = o) de
Auflésen nach f; f(x)g(x) dx liefert die Behauptung,. O

28



Definition 1.30 Sei I C R ein Intervall mit mehr als einem Punkt und
f: I — R eine stetige Funktion. Eine differenzierbare Funktion F': I — R
wird eine Stammfunktion fir f genannt, wenn F' = f.

Bemerkung 1.31 Stammfunktionen sind bis auf eine additive Konstante
eindeutig: Sind F' und G Stammfunktionen fiir f: I — R, so gilt

(G-F) =G ~F=f—f=0

und somit ist G — F' eine konstante Funktion (mit dem Wert C' € R etwa),
nach Folgerung 2 aus dem Skript zur Analysis 1 von Prof. Glockner zu den
Vorlesungen am 23.1.2025, 28.1.2025 und 30.1.2025. Also ist G — F = C und
somit

G=F+cC.

Definition 1.32 Ist F': I — R eine Funktion auf einem Intervall I und sind
a,b € I, so schreiben wir

[F(2)]a = F(b) = F(a).

Bemerkung 1.33 Sind F' und G Stammfunktionen einer stetigen Funk-
tion f, so ist [F(z)]? = [G(x)]%, da die additive Konstante mit positivem

a
und negativem Vorzeichen vorkommt und in der Summe aufhebt.

Satz 1.34 (Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung). Seien a < b
reelle Zahlen.

(a) Flir jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist

Filoh >R Fla) = /wf(t)dt

eine Stammfunktion fir f.

(b) Ist f: |a,b] — R eine stetige Funktion und F': [a,b] — R eine Stamm-
funktion fir f, so gt

| r)de = Pl 2

und [, f(z)dz = [F(z)]7.
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(c) Ist f:[a,b] — R stetig differenzierbar, so gilt
f(z) = f(a) + /fﬁ f'(t)dt  fir alle x € [a,b].

Beweis. (a) Sei x € [a,b]. Gegeben y € [a,b] \ {z} existiert nach dem
Mittelwertsatz ein §, zwischen x und y derart, dass

UL AL P

y—m y—z |y
:f;’}r(t)dt

1 Y
- — [ rma = s

hierbei wurde die Intervalladditivitat des Riemann-Integrals benutzt, um die
Differenz der zwei Integrale zu einem Integral zusammenzufassen. Da &,
zwischen x und y liegt, folgt £, — = fiir y — x und somit f(&,) — f(x), da
f stetig ist.% Also gilt

F(y) — F(z)

0 @

fiir y — x. Folglich ist F' an der Stelle x differenzierbar mit Ableitung
F'(z) = f(z) und somit ist I eine Stammfunktion fiir f.

(¢) Nach (a) ist F': [a,b] — R, F(z) := [ f/(t)dt eine Stammfunktion
fir f/, also F/ = f’. Somit ist

(f—F)/:f/—F/:fl—f/:O.

Nach Folgerung 2 aus dem Skript zur Analysis 1 von Prof. Glockner zu den
Vorlesungen am 23.1.2025, 28.1.2025 und 30.1.2025 ist f — F' konstant, etwa
f—F die Funktion mit dem konstanten Wert C' € R. Dann ist also f = C+F.
Um die Konstante zu bestimmen, setzen wir x = a ein:

f(a):C+F(a):C+/af(t)dt:C.
L:,O_/

6Die Grenzwerte sind hier im Sinne von Funktionenlimites zu verstehen, d.h. Sie
nehmen eine Folge (y,)nen mit y, — z, betrachten die zugehérigen &, und f(§,,) und
lassen n — oo streben.
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Also ist f(z) = C' + F(z) = f(a) + [ f(t)dt. Insbesondere folgt mit 2 := b:

+ /b f'(t)dt. (23)

(b) Sei F' eine Stammfunktion von f. Ersetzen wir f durch F in (23) und f’

durch F’ = f, so folgt F(b) = F(a) + ff f(t) dt. Wir substrahieren F'(a) auf
beiden Seiten und erhalten (22). O

Bemerkung 1.35 (a) In der Situation von Satz 1.34 (b) ist

/ i) de / fa F(2)]’, = F(a) — F(b) = [F()]f-

(b) Ist f: [a,b] — R stetig und ¢ € [a,b], so ist auch G: [a,b] — R, = —
[F f(t)dt eine Stammfunktion fiir f, denn nach Satz 1.34(c) ist G(z) =
F(z) — F(c) fiir alle ¢ € [a,b] und somit G'(z) = F'(z) = f(x).

Integrationsregeln

Wir konnen nun die zwei wichtigsten Integrationsregeln formulieren und be-
weisen. Der Abschnitt wurde in der Vorlesung iibersprungen, da er uns aus
der Analysis 1 bekannt ist.

Satz 1.36 (Partielle Integration). Seien f und g stetig differenzierbare Funk-
tionen auf einem nicht entarteten Intervall I C R, und a,b € I. Dann gilt

/ f(@)g(x) dz = [f(2)g()]} — / f(@)d (@) da

Beweis. Nach der Produktregel gilt (fg)' = f'g + f¢’. Da fg eine Stamm-
funktion fiir (fg)’ ist, folgt

@@ = / (fg)(x) dz = / (F(@)g(@) + f@)g(x)) du

- /abf’(a:)g(:c) da:+/abf($)9/(x) dx

Substrahieren wir fab f(z)g'(x) dx auf beiden Seiten der Gleichung, so folgt
die Behauptung. a
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Beispiel 1.37 Es ist
1 1
/ ve® dr = [ze”]; —/ ledr =1le! —0—e' +e” =1
0 0

unter Benutzung von partieller Integration mit f(x) := =z, f'(z) =1, g(x) :=
e’ ¢'(z) = e*.

Satz 1.38 (Substitutionsregel). Seien I C R und J C R nicht entartete
Intervalle, f: I — R eine stetige Funktion und g: J — R eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion mit g(J) C I. Dann gilt fir alle a,b € J

g(b)

/ Ho)d @ de = [ fu)du.

g(a)

Beweis. Sei F' eine Stammfunktion fiir f. Nach der Kettenregel gilt dann

(Fog) =(Fog)d =(fog)d,

es ist also F o g eine Stammfunktion fiir (f o g)¢’. Somit gilt

b g(b)
/ fg(x)g () dz = [(F o g)(x)]s = F(g(b)) — F(g(a)) = /( | f(u) du,

wie behauptet. O

Bemerkung 1.39 Wendet man die Substitutionsregel an, so setzt man also
formal u = g(z) im Integral und schreibt ¢'(z)dz = du. Aus den Integra-
tionsgrenzen x = a bzw. x = b wird weiter u = g(a) bzw. u = ¢(b). So kann
man sich die Regel gut merken bzw. beim Rechnen einsetzen.

Bemerkung 1.40 Es ist meist nicht so schwierig, die Substitutionsregel
“von links nach rechts” zu benutzen, also das linke Integral durch Berech-
nung des rechten zu bestimmen. Man kann die Regel aber auch “von rechts
nach links” anwenden, sucht also das rechte Integral und muss eine geeignete
Funktion g erst erraten, umd die linke Seite hinschreiben und ausrechnen zu
konnen. Dies erfordert Ubung und Erfahrung und kann geradezu eine Kunst
sein. Sie werden typische Beispiele kennenlernen.
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Beispiel 1.41 Die Substitutionsregel liefert

v 1 [V™ 1 [V™
/ zcos(z?)dr = 5/ 22 cos(z?) dr = —/ g'(z) cos(g(z)) dx
0 0 0

1 iy
= —/ cosudu =0
2 Jo

mit g(z) = 2%, ¢'(z) = 2u.

Beispiel 1.42 Um das Integral
1
/ V1—a22dx
0

zu berechnen, beobachten wir, dass 0 = sin(0) und 1 = sin(7/2). Das Integral

stimmt also mit
sin(7/2)

VvV1—22dx

iiberein. Wir lesen nun die Substitutionsregel von rechts nach links mit z
statt v und ¢ statt z, mit der Substitution x = sin(¢). Wir erhalten

1 sin(7/2) w/2
/ V1—22dx = V1—a2de = / \/ 1 — sin?(¢) sin’(t) dt
0 0

sin(0)

w/2 /2
= / \/1 —sin(t) cos(t) dt = / cos?(t) dt
0 e 0
(t)

—=CO0s

sin(0)

w/2

_ /0”/2%(1 + cos(2t)) dt = B <t+ %Sin(zt)ﬂo

4

Bemerkung 1.43 Traditionell schreibt man [ f(z)dx fir die Menge aller
Stammfunktionen fiir f und nennt diese Menge das unbestimmte Integral
von f. Ist I’ eine Stammfunktion, so ist nach Bemerkung 1.31 also

/f(:c)d:c:{F+C: C eR}.

Traditionell lasst man die Mengenklammern weg und schreibt kurz [ f(z) dz =
F(z)+ C. In dieser Vorlesung werden diese Notationen kaum benutzt.
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Riemannsche Summen

Wir erlautern einen alternativen Zugang zu Riemann-Integrierbarkeit und
dem Riemann-Integral.

Definition 1.44 Die Maschenweite mesh(Z) einer Zerlegung
Z={a=ty<- - <tp=>=}

eines Intervalls [a, b] mit a < b ist definiert als das Maximum

mesh(Z) := max{t; — to,to —t1, ...ty — tm_1}

der Langen der Teilintervalle. Eine Belegung von Z ist ein m-Tupel B =
(b1,...,by) von Zahlen
b, € [tr—1,tx]

fur k € {1,...,m}. Ist f: [a,b] — R eine Funktion, so definieren wie ihre
Riemannsche Summe S¢(Z, B) zur Zerlegung Z und Belegung B als

Si(Z,B) = Z(tk — tg—1) f(bx)-
k=1
Man beachte, dass
b
5(2.8) = [ ola)da (24)
fiir die Treppenfunktion

f(by) wenn x € Jtg_q,t[ mit k € {1,...,m};

¢: la,b] = R, xH{f(tk;) wenn x = t;, fiir ein k € {0,...,m}.

(25)

Satz 1.45 Gegeben reelle Zahlen a < b sei f: [a,b] — R eine beschrankte
Funktion. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) f ist Riemann-integrierbar.

(b) Fir jede Folge (Zy)nen von Zerlegungen von [a,b] mit Maschenweite
mesh(Z,) — 0 und jede Folge (B,,)nen von Belegungen B, von Z, ist
die Folge (S¢(Zy, Bn))nen der Riemannschen Summen konvergent.
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Ist dies der Fall, so gilt in der Situation von (b) stets
lim S¢(Z,, By) / flx
n—oQ

Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dass in der Situation von (b) der Gren-
zwert I unabhangig von den gewéahlten Zerlegungen und Belegungen ist.
Sind nédmlich (Z,,)nen und (Z)))nen Folgen von Zerlegungen mit Maschenweite
— 0 und (B)nen bzw. (B),)nen Folgen zugehoriger Belegungen, so definiert
(Z1, 727, Zy, Zb, . ..) eine Folge (Z"),en von Zerlegungen mit Maschenweite
— 0 und (By, By, Bs, B, ...) definiert eine Folge (B)),en zugehoriger Bele-
gungen. Da (S¢(Z,, By))nen und (S¢(Z),, B),))nen Teilfolgen von (S¢(Z)!, Bl))nen
sind, gilt
1 " ! /
lim 57(Z,, By) = lim S¢(Zy, B,) = lim 57(Z,, B,,).

Seien wir nun in der Situation von (b). Wir wéhlen eine Folge (Z,,)nen von
Zerlegungen mit Maschenweite — 0. Fiir n € N sei Z,, = {to,...,t;,} mit
a=ty < <ty=~>0 Firjedes k € {1,...,m} gibt es ein by € |t;_1, x|

derart, dass
1
sup f(Jte—1,tx[) < f(br) to

Sie B, := (by,...,by). Wir definieren ,,: [a,b] — ]R via ¥y, (tr) = f(tx) fiir
ke{0,1,...,m},

1
Qﬂn(t) = f(bk) -+ E fur k e {1, .. m} und t € ]tkfl,tk[.
Fiir jedes k € {1,...,m} gibt es ein ¢ € |tx_1, tx[ derart, dass

inf f(tir,t4]) 2 flee) —

Sei Cy, := (c1, ..., ¢m). Wir definieren ¢,,: [a,b] — R via ¢, (t;) := f(tx) fir
ke{0,1,...,m},

6u(t) = Flcx) —% firr £ {1,...m} und £ € Jtpr, b,

Dann sind ¢,,,%, € T® und ¢ < f < 1. Per Voraussetzung existieren die
Grenzwerte fir n — oo von

517 B) = [ v~ Lo = [wniwya
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und

b b
Sf(Zn,C’n):/ qzﬁn(:zc)—l—%dx/ On(x) do +

und sie sind nach der Voriiberlegung gleich (ndmlich gleich I). Da b_T“ — 0
fiir n — o0, existieren also auch die folgenden Grenzwerte und sind gleich I:

a
n

b b

n—oo a n—o0 a

Gegeben ¢ > 0 gibt es somit ein n € N derart, dass

b¢n($) dr — bgbn(m) dr < e.
[ et |

Also ist f Riemann-integrierbar, nach Lemma 1.11. Da

/ab () dr < /abf(w) dr < /abwnm da

fiir jedes n € N (per Definition des Ober- bzw. Unterintegrals), wobei die
rechte und linke Seite gegen I konvergiert, konvergiert auch die konstante
Folge in der Mitte gegen I (nach dem Sandwich-Kriterium). Es ist also

f;f@)d:v =1.

Sei umgekehrt f als Riemann-integrierbar angenommen. Sei ¢ > 0. Wir
zeigen, dass es ein 0 > 0 gibt derart, dass

<e€

/2.5 | (o) da

fir jede Zerlegung Z von [a, b] mit Maschenweite < § und jede Belegung B
von Z. Nach Lemma 1.11 gibt es ¢,¢ € T? mit ¢ < f <1 und

/abzb(x)dx—/abgb(x)dac < g

Es sei a = 59 < -+ < s, = b eine Zerlegung von [a,b], so dass fiir alle
j € {1,...,¢} die Treppenfunktionen ¢ und ¢ beide konstant auf |s;_1, s;[
sind; es sei ¢; bzw. d; der konstante Wert. Dann ist

c;=¢(x) < f(z) <yY(x) =d; firalle z€]s;_q,s;[. (26)
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Es sei 6 > 0 so klein, dass
€
40 flloed < 5

Sei nun Z ={a =1ty < --- < t, = b} eine Zerlegung von [a, b] mit Maschen-
weite < 0 und B = (by,...,b,) eine zugehorige Belegung. Es sei K die Menge
aller k € {1,...,n} derart, dass

$;j € [ty—1,tx] firein j e {0,...,¢}.

Man beachte, dass sy und s, in je genau einem der Intervalle [ty _1,tx] liegen
(mit k =1 bzw. k = n). Jedes s; mit j € {1,...,¢—1} kann in bis zu zweien
der Intervalle [t;_1,t;] liegen. Die Anzahl # K der Elemente von K ist somit

hochstens
242(0—1) =2¢.

Ist ke C:={1,...,n} \ K, soist [ty_1,tx] C|sj_1,s;[ firein j € {1,... ¢}
und somit by, € |s;_1, s;[, also nach (26)

¢(x) = ¢; = ¢(be) < f(br) < P(br) = ¥(x)
fir alle z € [ty_1, tx] und somit

o(x) —¥(x) < fx) = f(be) < P(x) — o(2),
folglich

\f(z) = f(br)| < (x) — d(x) fur alle z € [ty_1,tr]

Also ist

/ " @) de = Flb) (b — i)

/ Fla)— f(by) do

tr

< [ 1@ = soo)ds
< [" v - o)t

Fir k € K hingegen ist

/k flx)dz — f(br)(tr — tea| < /k f(x) dx| + [ f(br)(te — tri]
< [ flloo(tr = tr1) + | flloo(tr — te-1)
< 2/ lloo(te — thm1) < 2| f | oo

37



Folglich ist

<

IN

<

<

b n
JRCLED ST

n

D

k=1

D

keK

/t @) de — F) (s — ts)

[ " f()de — F(b) (b — te)

-~

<2[|fllecd

keC
12

4 fllowd + [ Ul@) - ¢(x)da

kel Y lk—1

. b
3 —i—/a Y(z) — o(x)dr < e,

was wir zeigen wollten.
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2 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir geeignete Funktionen iiber beschréankte abgeschlossene In-
tervalle [a, b] integriert. Fiir manche Anwendungen mochte man Funktionen
auch tiber andere Intervalle integrieren, z.B. iiber unbeschrankte Intervalle
der Form [a, 0o[. Solche “uneigentlichen Integrale” definiert man als Grenz-
werte von gewohnlichen Riemann-Integralen iiber beschrankte abgeschlossene
Teilintervalle.

Definition 2.1 Seien a,b € R U {oo} mit @ < b und f: [a,b[— R eine
Funktion derart, dass f|,, fir alle r € [a, b] Riemann-integrierbar ist.”

(a) Das uneigentliche Integral von f iiber [a,b] ist definiert als

b r
/a (@) de = Jim / f(x)dr,

wenn der linksseitige Grenzwert in R existiert. Ist dies der Fall, so
sagen wir auch, dass das uneigentliche Integral fab f(x)dx konvergiert.
Verlangt ist also, dass

Tn

lim f(z) d;z::/ f(z)dx

n—o0 a

fir jede Folge (ry,)nen in [a, b] mit lim r, = b.
n—oQ

(b) Ist f >0, so ist die Funktion [a,b[— [0,00[, 7 — [ f(2) dz monoton
wachsend.® Setzen wir

/abf(x)d:c = Sup{/arf(x)dx: re [a,b[} € (0,00,

so gilt fir n — oo also [ f(z)dz — fab f(z)dz im Sinne von Kon-
vergenz bzw. bestimmter Divergenz, fiir jede Folge (7,,)nen in [a, b[ mit
r, — b.

"Dies ist automatisch erfiillt, wenn f stetig ist.
8Denn faR fl@)de — [] f(z)dx = fTR f(x)dz >0 fiir alle r < R in [a, b].
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Satz 2.2 Sinda < b reelle Zahlen und ist f: [a,b] — R Riemann-integrierbar,

so gilt \

Das Riemann-Integral von f tber |a,b] stimmt also mit dem uneigentlichen
Integral von f|js(: [a,b] — R dber [a,b] tiberein.

Beweis. Sei (1,)nen eine Folge in [a, b] mit 7, — b. Wegen der Intervallad-
ditivitat des Integrals gilt dann

x) dx—/arn f(z)dz| =

fiir n — oo und somit [ f(x)dx — f f(z)dz (wobei auch die Integralab-
schitzung aus Satz 1.14 (d) benutzt wurde). O

x)dx

< | flloo(d = 17) = 0

Beispiel 2.3 Wir betrachten die Funktion f: [—m,0[— R, x — sm(w) und
zeigen, dass das uneigentliche Integral fir Smm( dx konvergiert.

Da sin(z)/x — 1 fiir £ — 0 (z.B. nach der 'Hospitalschen Regel), ist

~ @) wenn x € [—7,0];
f.[—7r,0]—>R,x»—>{ T wemn o — 0

eine stetige Funktion auf [—m,0] und somit Riemann-integrierbar. Nach
Satz 2.2 konvergiert das uneigentliche Integral

OSIIl
[ e [ T

und stimmt mit fir f(z) dz iiberein.

Wir erinnern an allgemeine Potenzen: 2" = (@) = ¢"™®@) mit 2 > 0 und
n € 7Z verallgemeinernd definiert man

2% := M@ fiir ¢ € R und reelle Zahlen z > 0.
Die Funktion |0, 00[ = R, x +— z® ist differenzierbar mit Ableitung

d . d 1

_(ealn(a;)) _ ealn($)a_ _ OélL‘a_l

%(x )= dx x ’
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wobei die Kettenregel benutzt wurde. Stammfunktionen sind also

ma+1 1.
/xo‘dx: 7 T C wemn a # —1;
In(z)+C wenn o = —1.

Satz 2.4 Sei a € R. Dann gilt:
(a) [{° = da < oo genau dann, wenn a > 1;

(b) [ m dxr < 0o genau dann, wenn o > 1.
Beweis. (a) Der Fall @ = 1: Es gilt [ 1 dz = In(r) — oo fiir r — co. Ist
a # 1, so ist
T 1—a 1
~dr=- — .
. e l—-a 11—«

Ist 1—a > 0 (also a < 1), so divergiert die rechte Seite der vorigen Gleichung
bestimmt gegen oo fiir r — oo. Ist 1 — a < 0 (also a > 1), konvergiert die
rechte Seite gegen ﬁ < 00.

(b) Sei (ry)nen eine Folge in [1, 0o[ mit 7, — oo. Dann gilt In(r,) — occ.
Die Substitution u = In(z), du = = da fiihrt auf

Tn 1 In(ry) 1
/ L - / Lo
1 z(In(x))” 0 u

Nach (a) ist die rechte Seite voriger Gleichung fiir n — oo genau dann kon-
vergent, wenn « > 1, andernfalls bestimmt divergent. O

Satz 2.5 (Majorantenkriterium) Es seien a,b € RU{oc} mit a < b und
f,9: a,b| = R Funktionen derart, dass f|jr und gl Riemann-integrierbar
sind fir alle r € [a,b]. Sei weiter |f| < g (insbesondere also g > 0) und
fabg(x) dr < 0o. Dann konvergiert das uneigentliche Integral f: f(x)dx.

Beweis. Sei (r,)nen eine Folge in [a,b] mit r, — b. Wir zeigen, dass die
Integrale y,, := f:” f(x)dzx fir n € N eine Cauchy-Folge bilden. Sei hierzu
e>0. Da [ g(x)dx — fabg(x) dz, ist (1" g(x) dx)nen eine Cauchy-Folge.
Also existiert ein N € N derart, dass | 1" g(z)dz — [™ g(z) dz| < ¢ fiir alle
n,m > N. Nachdem wir eventuell m und n vertauschen, ist r, > r,, und

somit
/ g(:p)dx—/ g(x)dx / g(z)dx :/ g(x) dx.
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Fiir n, m wie zuvor ist folglich

/ Flz)de — /arm f(x) da /m Fz) da

< / If(x)!dxﬁ/rm g(2)dz < .

|yn - ym| =

Also ist (yn)nen eine Cauchy-Folge und somit konvergent gegen ein y € R.
Der Grenzwert y ist unabhéngig von der gewahlten Folge (r,,)nen. Ist ndmlich
auch (s,)nen eine Folge in [a, b[ mit s,, — b, so konvergiert nach dem Vorigen
Zp = f:” f(z)dx fiir n — oo gegen ein z € R. Dann ist 71, s1, 79, Sa, . .. €ine
Folge (tn)nen in [a, b mit ¢, — b und somit w,, = fj" f(z)dz fir n — oo
konvergent gegen ein w € R. Dann sind (yy,)neny und (2, ),en Teilfolgen von
(wn)nen (denn diese Folge ist ja y1, 21, Y2, 22, . . .). Die Teilfolgen konvergieren
nun ebenfalls gegen w und somit ist y = w = z. Also ist y = f: flz)dx. O

Beispiel 2.6 Das uneigentliche Integral floo Sl?ﬁ# dx konvergiert, denn die

Funktion [1, 0o[ — R ist stetig und somit tiber jedes Intervall der Form [1, 7]
Riemann-integrierbar. Weiter ist

sin(z)

1
< 5 = g(2)

X

und floo :%2 dxr < oo nach Satz 2.4(a). Das Majorantenkriterum ist also an-
wendbar.

Definition 2.7 Es seien a,b € RU {co} mit a < b und f: [a,b]— R eine
Funktion derart, dass f|,) Riemann-integrierbar ist fiir alle r € [a,b[. Ist
fab |f(x)| dr < oo, so sagen wir, das uneigentliche Integral f:f(x) dx kon-
vergiere absolut.

In diesem Fall konvergiert insbesondere das uneigentliche Integral fab f(z)dz,
denn wir kénnen das Majorantenkriterium anwenden mit g(z) := | f(z)|.
Das folgende Beispiel ist ein Analogon der aus der Analysis 1 bekannten

oo (=1)nt!
n=1

Tatsache, dass die alternierende harmonische Reihe ) konvergiert,

jedoch nicht absolut.
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Beispiel 2.8 Das uneigentliche Integral f;o % dx konvergiert, jedoch nicht
absolut.

Zum Beweis stellen wir zunéichst fest, dass fiir alle n € N

(k+1)m n— (k+1)71-| : ( >|
sin(x sin(x sin(x
d = —1)k —2d
/7r T = E / dx (=1) /k —— du,

1 . T J
g

—_

i

=:ap
wobei (ay)ren eine monoton fallende Folge ist und wegen

(k—1)m 1
0< < — i dr < — = —
sacs | o [sin(@)lde k7r k
eine Nullfolge. Nach dem Leibnizkriterium konvergiert die Reihe; der Grenz-
wert

_ " sin(x
I:= nh_)rxolo : Jg ) dr = ;(_1)kak

existiert. Nach Lemma C.18 ist dann auch die Folge

/ "™ sin(z) i
. T

fiir n — oo konvergent mit gleichem Limes, fiir jede Folge (m;,)nen in N mit
m, — oo fiir n — oo. Ist (r,)nen eine Folge in [m, 0o mit r, — oo fiir
n — 00, so ist Voriges anwendbar mit der Gaulklammer

my, = [r, /7,
so dass also 7, /7 —m,, € [0,1] und somit
rn —mm, € [0, 7].

/" sin(z) das—/ " sin(x) d:z::/n sin(z) i

Mn

mit

Tn : 1
/ wdw‘ < —(rp —mmy,) < mm, — 0,
am, T my,

n Sm

konvergiert auch [ ) dz gegen I.
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Absolute Konvergenz: Sei C' := fo sin(x)dz > 0. Wegen [ " |Sm($)| dr =
k+1)7r|smx‘dm> DR S furn—>oo ist [~ ‘Smﬂdx—

kl km
00 sin(z)

Das uneigentliche Integral f ) dy konvergiert also nicht absolut.

Satz 2.9 (Integralverglelchskrlterlum) Es sei f: [1,00[— [0,00] eine
monoton fallende Funktion derart, dass fir alle r € [1,00[ die Einschrinkung
fln, T] Riemann-integrierbar ist.” Dann isty | f(n) < 0o genau dann, wenn
fl x)dr < 0.

Bewels. Fir all n € N gilt f(n) > f(z) > f(n+ 1) fur alle x € [n,n + 1].
Integrieren tiber [n,n + 1] liefert

n+1
> / f(x)dr > f(n+1).
Folglich ist
N N
> fn >Z (x)dz > ) f(n+1),
n=1 n=1Y" n=1

also
N+1 N+l

> fn)> - J@)dez > fn) (27)

fir alle N € N. Ist Y02 | f(n) < oo, so folgt aus (27), dass
N+1

N+1 o0
/ f(z)dr < f(x da:<2f ) <> fn)
n=1

fur alle N € N. Also ist

[wf(x)dxzsup{/ljvf(;p)dxz NGN} gf:f(n)<oo

Ist f1 dm < 00, so folgt aus (27), dass 20| f(n +f1 z)dr <
—I—fl dxfuralleNGN also >, f(n )—sup{znzlf( ).NGN}
) + f1 x)dr < oo. 0

Mit dem Integralvergleichskriteriqm lassen sich die folgenden zwei Beispiele
auf Satz 2.4 zuriickfithren (siche Ubung). Das erste Beispiel kennen wir be-
reits aus der Analysis 1 (zumindest fir @ € Q); damals haben wir (dem

9Letztere Bedingung ist in Wirklichkeit automatisch erfiillt: Man kann zeigen, dass jede
monotone Funktion f: [a,b] — R Riemann-integrierbar ist. Siehe z.B. Prof. Glockners
Analysis 2-Skript vom SoSe 2019.
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Analysis 1-Skript von K.-H. Neeb folgend) statt dessen das Cauchysche Ver-
dichtungskriterium zum Beweis benutzt.

Beispiel 2.10 Gegeben oo € R konvergiert die Reihe Y~ n% genau dann,
wenn o > 1.

Bevor wir ein zweites Beispiel fiir das Integralvergleichskriterium geben, hal-
ten wir eine simple Tatsache fest:

Lemma 2.11 Seien a,b € R U {oo} mit a < b und f: [a,b]— R eine
Funktion derart, dass fli., Riemann-integrierbar ist fiir alle r € [a,b]. Sei

c € [a,b]. Dann gilt: Das uneigentliche Integral f: f(z) dx konvergiert genau

dann, wenn das uneigentliche Integral fcb f(z) dx konvergiert. In diesem Fall

ist fab f(@)de = [T f(z)dx + fcb f(x)dx.

Beweis. Ist (r,)nen eine Folge in [¢, b[ mit 7, — b, so konvergiert [/ f(z) dz =

[ f(x)de — [T f(x)dx gegen f;f(x) de — [ f(z)dx fir n — oo, falls

fab f(z) dx konvergiert. Also konvergiert fcb f(z) dz mit Grenzwert fab f(z)dz—
Konvergiert fcb f(z) dx und ist (r,)nen eine Folge in [a, b] mit r,, — b, so

existiert ein N € N derart, dass r, > c fiir alle n > N. Dann konvergiert

[ fx)de = [T f(z)dz + [ f(z)dz gegen [T f(x)dx + fcbf(x) dzx. Also
konvergiert fabf(x) dz mit dem Grenzwert [ f(z)dx + fcb f(x)dz. O

Beispiel 2.12 Gegeben o« € R konvergiert die Reihe Zfﬂm genau
dann, wenn o > 1.

Analog zu den bisher behandelten uneigentlichen Integralen fiir f: [a,b] — R
lassen sich andere Integrationsintervalle behandeln.

Definition 2.13 (a) Seien a,b € RU {—o0} mit a < b und f: Ja,b] — R
eine Funktion derart, dass fiir alle r €]a, b] die Einschrénkung f|;,; Riemann-
integrierbar ist. Wir definieren

/abfm dz = lim /be@) dz

r™N\a

wenn der Grenzwert in R existiert.
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(b) Seien a,b € RU {—00,00} mit a < b und f: Ja,b[— R eine Funk-
tion derart, dass fiir alle 7 < R in ]a, b[ die Einschrénkung f|, z Riemann-
integrierbar ist. Wir wéhlen ¢ € |a, b[ und definieren

/abf(x)da: - /acf(x)der/cbf(m)dx:}i\nz/:f(:c)qutii/n})/:f(x)dm,

wenn beide Grenzwerte in R existieren.

In (b) ist die Existenz der Grenzwerte und die Summe fab f(z)dz der zwei
Summanden unabhéngig von der Wahl von ¢ (vgl. Lemma 2.11 und sein
Analogon fiir Funktionen auf |a, b]).

Satz 2.14 Fiur a € R konvergiert das uneigentliche Integral fol x*dx genau
dann, wenn o > —1.

Beweis. Sei (r,)nen eine Folge in |0, 1] mit 7, — 0. Dann gilt u,, :== = — ooc.

n

Wir substituieren u = %, du = —z% dx und erhalten

1 Un 1
/TIE dx:/l ua+2du.

Nach Satz 2.4(a) konvergiert die rechte Seite fiir n — oo genau dann, wenn
a4+ 2 > 1, also @« > —1; in diesem Fall ist der Grenzwert flooﬁdu
unabhéngig von der Wahl von (7,)nen. Wir schliefien, dass fol r¥dr =

© 1
fl mdu O
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3 Integration rationaler Funktionen via
Partialbruchzerlegung

In diesem Kapitel erklaren wir, wie sich Integrale von rationalen Funktionen
berechnen lassen, also von Funktionen der Form

f:{xER:q(x)#O}—)R,wa (28)

q(z)

mit Polynomen (Polynomfunktionen) p,q: R — R derart, dass ¢ # 0. Eine
Polynomdivision erlaubt uns, p = p1q + ps zu schreiben mit einem Polynom
po vom Grad deg(py) < deg(q) und einem Polynom p;. Also ist

p(x) _ oy, Pa(7)
o) PO q(w)

g(x) *

Eine Stammfunktion fiir p; kénnen wir sofort hinschreiben und brauchen
nur noch eine solche fiir p,/q. Im folgenden betrachten wir daher nur noch
rationale Funktionen f (wie in (28)) derart, dass deg(p) < deg(q). Um das
weitere Vorgehen zu motivieren, studieren wir ein Beispiel.

Beispiel 3.1 Wir betrachten die Funktion

1
(z=1)(z =3)

fR\{,3} = R, z~

Da diese Pole an den Stellen z = 1 und x = 3 besitzt, ist es naheliegend, zu
versuchen, sie als Linearkombinaton der Funktionen 1/(x — 1) und 1/(z — 3)
zu schreiben:

1 A

B ..
CEECEE) :x—1+x—3 fir alle z € R\ {1, 3}.

Multiplizieren mit (z — 1)(x — 3) # 0 zeigt, dass diese Gleichung zu
l1=Ax—-3)+B(zx—1)=(A+ B)x+ (—3A — B) fir alle z € R\ {1, 3}
dquivalent ist und somit (siehe Lemma A.1(c)) zu

l1=A(x—-3)+B(x—1)=(A+ B)r+ (—3A — B) fiir alle z € R.
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Dies gilt genau dann, wenn
A+B=0und —3A—-B=1

(Koeffizientenvergleich!), also wenn B = —A und —34 + A = 1, also wenn
A= —% und B = % Folglich ist

1 1 1 1 1
S - : 29
(x —1)(x —3) 27—1 2z-3 (29)

auf jedem der Intervalle |—oo, 1[, |1, 3] bzw. |3, oo[ hat die gegebene rationale
Funktion also eine Stammfunktion der Form

1 1 1
/(:E—l)(x—?)) dr = —§ln|x—1|+§1n|x—3|+0.
Wir zeigen, dass zu (29) analoge “Partialbruchzerlegungen” fiir jede rationale
Funktion moglich sind. Eine Komplikation entsteht allerdings dadurch, dass
das Nennerpolynom ¢ nicht immer iiber R in Linearfaktoren zerféllt, sondern
nicht-reelle komplexe Nullstellen besitzen kann. Im Anhang A finden Sie
Sachverhalte iiber reelle und komplexe Polynome zusammengestellt, die wir
nun benutzen (und die aus der Linearen Algebra bekannt sein sollten).

3.2 Wir betrachten ein normiertes Polynom®®

q(r) = 2" + a2+ @z +ag

mit ag,...,a,_1 € R. Hat ¢ eine komplexe, nicht reelle Nullstelle A in dem
Sinne, dass
N @, A" ad+ap =0 in C,

so ist auch die komplex konjugierte Zahl A eine Nullstelle von ¢; zudem
stimmt die Vielfachheit m der Nullstelle A mit derjenigen von A iiberein
(siche Lemma A.1(k)). Das Produkt der entsprechenden Linearfaktoren ist

(@ = X)"(@ = X)" = (paz)™
mit

o) = (= Nz —A) =27 — (A + Nz + I\ =27 — 2Re(M)z + |\%.

10Der Leitkoeffizient ist also 1.
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Dies ist ein normiertes reelles Polynom zweiten Grades ohne reelle Nullstellen.
Seien g, ..., die paarweise verschiedenen reellen Nullstellen von ¢ mit
den Vielfachheiten ny, ..., n; und A, A, A2, As, - . ., e, A¢ die paarweise ver-
schiedenen komplexen, nicht reellen Nullstellen von ¢; seien mq, ..., m, die
Vielfachheiten von Ay, ..., A,. Dann ist

und somit

~

k
a(@) = [ [z = ay)™ [T (o, (2))™. (30)

Jj=1

Das folgende Resultat iiber Partialbriiche wird in Anhang B bewiesen. Wir
benutzen es in der Vorlesung als black box.

Satz 3.3 (Partialbruchzerlegung im Reellen) Seien p,q: R — R Poly-
nomfunktionen mit deg(q) > 1 und deg(p) < deg(q). Mit Notationen wie in
(30) existieren dann reelle Zahlen A;, firj € {1,...,k} undv € {1,...,n;}
sowtie reelle Zahlen B;, und C;, fir j € {1,...,4} und v € {1,...,m;}
derart, dass fir alle v € R mit q(x) # 0

k

WSy Ay Bl
q(z) (x — ay
Jj=1v=1 j=1 v=1
Beispiel 3.4 Wir suchen die Partialbruchzerlegung fiir die durch
1
A )

gegebene rationale Funktion. Das Nennerpolynom ¢(z) = (x — 4)%(z — 2)
hat zwei Nullstellen, die beide reell sind, namlich die Nullstelle a; = 4 mit
Vielfachheit n; = 2 und die Nullstelle oy = 2 mit Vielfachheit ny = 1. Es
ist also & = 2 und ¢ = 0. Nach Satz 3.3 gibt es reelle Zahlen A := A, ;,
B := A5 und C := Ay, derart, dass

1 A N B N C
(x—4)2x—2) -4 (r—4)2 x-2
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fir alle z € R\ {2,4}. Aquivalent hierzu ist (nach Multiplizieren beider
Seiten mit ¢(x))

1=A(x —4)(x —2) + Bz — 2) + C(z — 4)* (32)

fir alle x € R\ {2,4} (und somit fiir alle x € R, sieche Lemma A.1(c)).
Einsetzen von z = 2 in (32) liefert die Bedingung 1 = 4C, somit

1
C_Z

Einsetzen von = = 4 in (32) liefert die Bedingung 1 = 2B, also

B =

— N =

Wir setzen diese Werte von B und C'in (32) ein und erhalten die Bedingung

1 1 1
1= A(x—4)(x—2)+§(a:—2)+l—l(x—4)2 = A;I:2+13:2+ ein Polynom vom Grad < 2.

Koeffizientengleich rechts und links vor dem Monom 2 liefert die Bedingung

0=A+ i, so dass also

1
A==
4

(stattdessen kénnten Sie natiirlich auch in (32) einen Koeffizientenvergleich
vor 22, ! und 2° durchfithren und ein lineares Gleichungssystem mit drei
Gleichungen fiir A, B, C erhalten und nach diesen auflésen). Also ist

1 1 1 1 1

M) = =y~ 44 29

1
—2

n 1
2 4z
mit Stammfunktionen der Form

/f(x)dx:—i In|z—4| — L1

1
§m+11n|$—2|+KOHSt

auf jedem der Teilintervalle |—o0, 2[, |2,4[ bzw. ]4, co].

Beispiel 3.5 Wir suchen die Partialbruchzerlegung fiir die durch

1
f(l’)ZM
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gegebene rationale Funktion. Das Nennerpolynom ¢(z) = z(x? + 1) hat drei
Nullstellen, namlich die einfache reelle Nullstelle a; = 0 und die einfachen
komplexen, nicht reellen Nullstellen \; = i und A; = —i, die zueinander
komplex konjugiert sind. Also ist k =1, ny =1, £ = 1 und m; = 1. Nach
Satz 3.3 gibt es reelle Zahlen A := A, 4, B := By, und C := C}; derart, dass

1 _é B+ Cx

z(x? +1) x+x2+1

fiir alle z € R\ {0}. Aquivalent hierzu ist (nach Multiplizieren beider Seiten
mit ¢(z))

1=A(z*+1)+ (B + Cxr)z (33)
fir alle x € R\{0} (und somit fiir alle z € C, siehe Lemma A.1(c)). Einsetzen
von x = 0 in (33) liefert A = 1. Einsetzen von x = i liefert die Bedingung

1= (B+Ci)i= Bi—C;

Vergleich der Real- bzw. Imaginéarteile beider Seiten liefert C' = —1 und
B = 0. Folglich ist

1 1 T

T@ = @ = " E

mit Stammfunktionen der Form
1
/f(m) dxr =1In|x| — 5 In(1 + 2?) + Konst.

auf jedem der Teilintervalle |—oo, 0] bzw. |0, co].

Fiir die einzelnen Summanden in der reellen Partialbruchzerlegung lasst sich
stets eine Stammfunktion angeben.

Satz 3.6 (a) Fir o€ R ist

1
/ dr =1In |z — a| + Konst.
r—a«

auf |—o0, af bzw. |a, 00].
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(b) Fir a € R und natiirliche Zahlen n > 2 ist

1 1 1
/md.’ﬁ: 1—n (3;'—05)"*1 +KOHSt.

auf |—o0, af bzw. |a, 00].
(c) Fir alle reellen Zahlen a,b, B,C mit b # 0 ist
/ B+ Cx i
(x —a)?+b?
T —a

B
= %ln ((z —a)®+0*) + *aC arctan <T) + Konst. (34)

auf R.

Beweis. (a) und (b) verifiziert man direkt durch Ableiten.
(¢) Ersetzen von Cx durch C(z — a) + Ca im Zahler von ~2552 liefert

(z—a)2+b2
B+ Cx ~ C(x—a) B +aC
(r—a)?+b2  (z—a)?+b0® (r—a)2+0?
C  2(x—a) B+aC  1/b
2 (z—a)?+b? b ()2 +1
Um den ersten Summanden zu integrieren, substituieren wir u = (z—a)?+b?,
du = 2(x — a) dz; um den zweiten zu integrieren, substituieren wir v = =4,

dv = 3 dx. Dies liefert die in (34) angegebene Stammfunktion. O

Bemerkung 3.7 Sei n € N. Auf einem Ubungsblatt rechnen wir nach:

(a) Eine Stammfunktion fiir % lasst sich hinschreiben, sobald

wir eine fiir m kennen.

—a

(b) Fiir die Stammfunktion von W gibt es eine Rekursionsformel,
welche diese auf die Stammfunktion von ((x—a)++b2)” zurtickfihrt.
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4 Taylorentwicklung von C*-Funktionen

In diesem Kapitel untersuchen wir zunéachst, wie gut eine differenzierbare
Funktion durch ihre Tangente um eine Stelle x approximiert wird. Die Tan-
gente ist der Graph einer affin-linearen Funktion (also eines Polynoms vom
Grad < 1). Anschliefend wiederholen wir den Begriff einer C*-Funktion und
untersuchen fiir solche die Approximation nahe xy durch Polynome hoheren
Grades.

Sei I C R ein nicht entartetes Intervall. Einer an einer Stelle g € I differen-
zierbaren Funktion f: I — R haben wir ihre Tangente zugeordnet, also die
Gerade mit der Gleichung

y = f(xo) + ['(wo)(z — o).

Wir gut wird die Funktion f nahe xy durch ihre Tangente approximiert? Die
Differenz der beiden ist

Ri(x) := f(z) = f(x0) — f'(z0)(z — o).
Wir zeigen nun, dass Ry (x) — 0 fiir © — z7 und sogar

lim f (x)

rT—r0 L — xo

=0.

Letztere Eigenschaft legt die Tangente zudem eindeutig fest:

Satz 4.1 Seil C R ein nicht entartetes Intervall und xo € I. Eine Funktion
f: I — R st genau dann an der Stelle xqy differenzierbar, wenn fir ein a € R
der Fehler

R(z) := f(z) — f(zo) — a(z — xo)
der linearen Approzimation f(x) — f(x¢) = a(x — x¢) + R(z) die Bedingung

lim =0 (35)
T—=x0 T — X
erfillt. In diesem Fall gilt a = f'(xo).
Beweis. Gilt (35), so folgt
f@)~ fao) _, R@)
T — X T — X



fir x — xo, d.h. f ist an der Stelle x differenzierbar mit Ableitung f’(x¢) =
a. Ist umgekehrt f an der Stelle z( differenzierbar und setzen wir a := f'(x),

so gilt
R@) _ S@=I0) oy Sy plag) - o) = 0

Tr — 2o T — 2o

fir ¢ — zg. O

Definition 4.2 Sei k € Ny und [ ein nicht-entartetes Intervall. Eine Funk-
tion f: I — R wird k mal stetig differenzierbar (oder kurz: Eine C*-
Funktion) genannt, wenn es stetige Funktionen f©, fM . k.1 5 R
gibt mit

fO=r
und fiir jedes j € {0,...,k — 1} die Funktion f) differenzierbar ist mit
Ableitung

(f(j))/ _ f(j+1).

Wir nennen f eine C*°-Funktion (oder auch: eine glatte Funktion), wenn f
eine C*-Funktion ist fiir alle k& € Ny. Einmal stetig differenzierbare Funktio-
nen werden stetig differenzierbar genannt.

Bemerkung 4.3 Fir alle £ € Ny sieht man sofort:

(a) Eine Funktion f: I — R ist genau dann C**1, wenn f eine C*-Funktion
ist und f* stetig differenzierbar; man nimmt dann f*+1 .= (f(®)

(b) Ebensoist f: I — R genau dann C**! wenn f stetig differenzierbar ist

und f’ eine C*-Funktion; man nimmt dann f© := f, 0 .= (f)0—
fir je {1,... k+1}.

Bemerkung 4.4 Sind f: I — R und g: I — R beides C*-Funktionen, so
gilt:

(a) Fiir alle A\, € R ist auch die Linearkombination A\f + pg eine C*-
Funktion mit

()\f + ,Ug)(j) — )\f(j) + ﬂg(j)

fiir alle 7 € Ny mit j < k. Es gentigt, dies fiir £ € Ny zu beweisen, was
eine einfache Induktion ist.
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(b) Das Produkt fg: I — R, x — f(x)g(z) ist eine C*-Funktion und es
gilt die “Leibnizregel”

j .

70 =3 (5 ) F7E e
=0

fir alle j € Ng mit 7 < k und alle x € I. Wieder ist dies fiir £ €

Ny eine einfache Induktion; man benutzt Bemerkung 4.3 (a) fiir den

Induktionsschritt.

Lemma 4.5 (Kettenregel). Es seien I und J nicht-entartete Intervalle, k €
NoU{oc} und f: J = R und g: I — R beides C*-Funktionen. Gilt g(I) C J,
50 st

fog: I =R, zw— f(9(z))

eine C*-Funktion.

Beweis. Wir diirfen £ € Ny annehmen. Ist & = 0, so ist f o g stetig, also
C°. Sei nun k£ > 1 und gelte die Aussage schon fiir k — 1 statt k. Da k > 1,
sind f und g differenzierbar und nach der Kettenregel ist

(fog)=(f'og) g (36)

Diese Funktion ist stetig, folglich f o g eine C'-Funktion. Da f eine C*~1-
Funktion ist und ¢ als C*-Funktion insbesondere eine C*~!-Funktion, ist
f' o g per Induktionsvoraussetzung eine C*~!'-Funktion. Da ¢’ eine C*~1-
Funktion ist, ist nach Bemerkung 4.4 (b) das Produkt (f o g)’ in (36) eine
C*L.Funktion. Da fog eine C*-Funktion ist und (fog)’ eine C*~!-Funktion,
ist f o g nach Bemerkung 4.3 (b) eine C*-Funktion. a

Im vorigen Beweis mussten wir (f o ¢)¥) nur fiir j = 1 kennen, ausgedriickt
durch Ableitungen von f und g (dann ist dies die gewdhnliche Kettenregel).
Wir bemerken, dass es auch fiir héhere j explizite Formeln gibt (die auf Faa
di Bruno zuriickgehen). Man versucht meist, diese zu vermeiden.

Wir kennen die Ableitungen und héheren Ableitungen von Polynomen.

Lemma 4.6 Wie betrachten ein Polynom p: R — R vom Grad < n, von
der Form p(z) = 377 aj(x —x0)’ mit ag,...,a, € R und 2o € R. Dann gilt
fiir jedes k € N

kla, wennk € {0,...,n};
p(k)(xo):{ k { }

0 sonst.
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Beweis. Fiir (z —x0)’ mit j € Ny berechnen wir per Induktion nach k € Ny:

d* ; i(j—1)-(G—k+1)(x—20)" wenn k €{0,...,5};
%«“"_ICO)J)_{](] fv 0+ : ) sonst. < 7

Setzen wir x = xg ein, so folgt

d* ; k! wenn j = k;
_ — 7Y — )
dxk x:xo((gc 70)’) { 0 sonst.
Also ist
_d[L‘k - (I’ — ZE()) = k! 5j,k

mit dem Kronecker-Delta

9,

_J 1 wenn j=k;
71 0 wenn j # k.

Es folgt p®) (o) = Z;‘L:o a; k!9, und somit die behauptete Formel. O

Definition 4.7 Es sei I C R ein nicht entartetes Intervall, n € Ny und

f: I — R eine C"-Funktion. Gegeben zy € I definieren wir ein Polynom
Ty f:R— R vom Grad < n via

T f(x) = i f(j)j(vxo) (x —x) fiir z €R.
=0 '

Wir nennen T f das Taylorpolynom von f an der Stelle xy von der Ord-
nung n.

Bemerkung 4.8 Nach Lemma 4.6 ist das Taylorpolynom 77! f das eindeutig
festgelegte Polynom p vom Grad < n mit den Ableitungen

p®(x0) = f®) () fiir alle k € {0,...,n}.

Beispiel 4.9 Es ist sin(0) = 0, sin’(0) = cos(0) = 1, sin”(0) = —sin(0) = 0
und sin”’(0) = —cos(0) = —1. Die Taylorpolynome der Ordnungen n €
{0,1,2, 3} der Sinusfunktion an der Stelle 2y = 0 sind also

TY(sin)(x) = 0, Ty (sin)(x) = TZ(sin)(x) = =, T3 (sin)(z) = v — %w?’.
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Da cos(0) = 1, cos’(0) = —sin(0) = 0, cos”(0) = —cos(0) = —1 und
cos”(0) = sin(0) = 0, lauten die Taylorpolynome der Ordnungen n € {0,1, 2,3}
der Cosinusfunktion an der Stelle g = 0

1Y (cos)(x) = Ty (cos)(z) = 1, T3 (cos)(x) = Ty (cos)(z) = 1 — %12.

Da exp’ = exp und somit exp®) = exp fiir alle k& € Ny, ist exp®(0) =
exp(0) = 1 und folglich

1
Tg(exp)(x) =1, Tol(exp)(x) =1+ux, TOQ(eXp)(:E) =1+x+ 5(1‘:2,

und 75 (exp)(z) = 1 + & + 522 + ¢2®. Analog ist fiir jedes n € Ny

n
l‘k

T (exp) (@) = D 5

k=0

genau die Anfangssumme der Exponentialreihe > 77 %xk

Wir fragen uns nun, wie gut f(x) durch 7} f(x) approximiert wird, unter-
suchen also das Restglied R, (z) der Taylorapproximation

flx) =T f (@) + Rn().

Satz 4.10 (Satz von Taylor) FEs sei I C R ein nicht entartetes Intervall,
xo € L und f: I — R eine C"-Funktion mit n € Ny. Fur x € I sei

B FARIE™

n!

('CC - xo)nu

R.(z) := f(x) — flxo) — f'(xo)(x — 20) — - - -

s0 dass also f(x) = f(xo) + f/(x0)(x — w0) + - - + L0 (3 — )" 4 R, ().

n!

(a) Es gilt
lim —Rn(x) =
T—x0 (I — 1:0)”

Ist f sogar C™*1, so lisst sich das Restglied R,(x) auch wie folgt schreiben:

(b) (Restglied in Integralform). Es ist R,(z) = 2 :;@ — )" f (1) dt.

n!
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(c) (Restglied von Lagrange). Es ist R,(x) = f((:::)(,g) (x — zo)" ™ fiir eine
reelle Zahl & zunischen xy und x.

Beweis. Der Beweis ist per Induktion nach n € Ny. Im Fall n = 0 ist

Ro(x) = f(z) = f(zo) (37)
fiir x € I. Da f stetig ist, gilt

Bol®) _ pof(a) = £() = Fro) = F(zo) — flwo) = 0

(x — )

fir  — xg, was (a) verifiziert. Ist f sogar C', so gilt nach dem Hauptsatz
der Integral- und Differentialrechnung

Rofs) = f() ~ f(a) = [ FOdt =g [‘@-1roa @

und somit (b). Indem wir den Mittelwertsatz der Integralrechung (Satz 1.28)
auf das mittlere Integral in (38) anwenden, erhalten wir weiter

Ro(x) = f/(§)(x — ) = 1 (z — 20)

fiir ein & zwischen x und z und somit (c).
Induktionsschritt: Angenommen, die Aussagen des Satzes gelten bereits
fir ein n € Ny. Sei f eine C""-Funktion. Wegen

™ (2
1) = S+ o) —ro) o+ T gy R ()
_ , f (o) AR
= f(l‘o)+f($o)($—$o)+"'+ ol (.73—1’0) +m($—$o)
f(”“)(xo) _—
~Ropa (@)
ist dann
B S (o) 1
Ropi(z) = Ra(z) - m(fb’ — Zo)
A3 wir S () nt1
= TR gy ) &

58



fiir ein & zwischen zy und z, nach (c). Es folgt

Rowi(x) _ fUHI(E) — f" D (o)
(x — mo)n (n+1)! 0

fiir x — 20, unter Benutzung der Stetigkeit von f™+1). Also gilt (a) fiir n+1
statt n. Sei nun f sogar eine C"*2-Funktion. Nach (c) gilt

1 xX
Ry (z) = —,/ (z — )" F (1) dt.
n! Ja,
Eine partielle Integration mit u/(¢) = (x —t)"/n!, u(t) = —(x—t)"*1/(n+1)!,
v(t) = fOFO), V() = fPHD(t) liefert

Ra(e) = [= 10— 0w 0]+ [ @m0 a

t=xg (n + 1)' zo
f("H)(:EO)

(n - 1)' (ZE . l’g)n+1 + (n i 1)' / (I _ t)n+1f(n+2)(t) dt.

Also ist

n n+1 1 ) n+1 p(n+2
) = T )+ Ruo) = T @) gy | Gty 20y o)

Das Integral rechts in (40) ist dann R,, 1 (x) und somit ist (b) fiir n+1 statt n
gezeigt. Da (z—¢)" ™! > 0 fiir alle ¢ zwischen zy und z oder (x—¢)"*! < 0 fir

alle solchen ¢, gibt es nach dem Verallgemeinerten Mittelwertsatz (Satz 1.29)
ein £ zwischen xg und x derart, dass

1 T
= — — )" () at
Raa@) = ooy [ @0
1 : £ (g)
— = r(n+2) —t n+1 dt = S0 n+2
!0 [ @ AR
wobei fjo (x — )"t dt = [ —(z—=t)""2/(n + 2)} o= (x — 20)""2/(n + 2)
t=x
benutzt wurde. Also gilt auch (¢) mit n + 1 statt n. O
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Bemerkung 4.11 (a) Im Falle einer C™-Funktion mit n € Ny ist

() () — £ (4
mit einem & zwischen xy und z (vgl. (37) und (39)). Diese Darstellung des
Restglieds heif3t Peano-Restglied.

(b) Im Falle einer C™-Funktion mit n € Ny ist auch folgende Integralform
des Restglieds moglich:

o [ @ - 1)

(Tl - 1) o

Wegen 1y; [ (z — )" 1 dt = (z — x)"/n! ist nimlich
1

Raa@) = gy [ @= 00w

Ry(z) =

1 r 1 *
_ (n) - _ p\n—1 - _ p\n—1/ p(n) _ r(n)
PO o) gy [ o e g [ 0 = )
— ) (0) (w—z0)" /! —Ro(z)

(c¢) Wir werden spéter auch vektorwertige C"-Funktionen (etwa f: I — R™)
kennenlernen. Die Integralform des Restglieds aus (b) bleibt hier giiltig (und
ebenso die Integralform aus Satz 4.10(b), wenn f sogar C™*! ist). Hingegen
lassen sich Restglieder vektorwertiger Funktionen nicht mittels Zwischen-
stellen & berechnen.

Beispiel 4.12 Berechnen Sie sin(1) ndherungsweise mit einem Fehler, der
< % ist. Losung: Wir benutzen die Taylorentwicklung 3. Ordnung der Si-
nusfunktion um die Stelle o = 0. Wir benutzen das Lagrange-Restglied: Da
der Sinus eine C*-Funktion ist, gibt es ein £ € [0, 1] derart, dass

sin® — sin

Da sin(¢) € [—1, 1], folgt

1
|Ra(z)] < u
Unter Benutzung des Taylorpolynoms 7 (sin) aus Beispiel 4.9 folgt

3

. 1 )
sin(l) =1— 3 + Ry(1) = 5 + R4(1).
Also ist sin(1) etwa 5/6 mit einem Fehler vom Betrag < 1/24 < 1/10. Da
5/6 = 0,83 = 0,8+ 55, ist sin(1) auch etwa 0,8 mit einem Fehler < 5 + 4 <
1
E.
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5 Differenzierbarkeit von Potenzreihen

In der Analysis 1 haben wir bereits gezeigt, dass die reelle Exponentialfunk-

tionR =R, z—e* =3 %x” sowie die Sinusfunktion und Cosinusfunk-

tion beliebig oft differenzierbar sind. Allgemeiner gilt:

Satz 5.1 Es sei Y~ a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0,
wobei a, € R fiir alle n € Ng. Dann ist die Funktion

f: ]-R,R[ =R, xHZan

stetig differenzierbar. Die Potenzreihe Y po o(k+1) ap1 2* hat ebenfalls Kon-
vergenzradius R und es gilt

= Z(k: + 1) agsr 2®  fiir alle © € |—R, R,

k=0

Bemerkung 5.2 Mit n := k + 1 gilt nach dem Vorigen

= Znan "t (41)
n=1

fir alle z € |—R, R, also

00 00
d n n—1
—_— E Ap T = E na,x .
dx

n=0 n=1

Die Potenzreihe kann also gliedweise abgeleitet werden.

Da f’ ebenfalls durch eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R gegeben ist,
sieht man unmittelbar per Induktion, dass f fir jedes m € N eine C™-
Funktion ist und somit eine C'*°-Funktion:

Folgerung 5.3 Es sei ) a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
R >0, wobei a,, € R fiir alle n € Ng. Dann ist

f: ]-R,R[— R, x»—>2an
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eine C'°-Funktion. Fur jedes m € Ny erhalten wir

o0

f(m)(x) — Z n(n — 1) .. (n _ m) anxn—m

fir die mte Ableitung an der Stelle x € |—R, R[. O

Beweis von Satz 5.1. Wir behaupten, dass auch die Potenzreihe
> ok + 1) g1 2% den Konvergenzradius R besitzt. Wenn das stimmt,
so ist sie fur jedes r € |0, R[ auf [—r, 7] also gleichmédflig konvergent, mit
stetiger Grenzfunktion g: [—r,r7] — R (siehe Analysis 1). Nach dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung (bzw. Bemerkung 1.35) ist die
Funktion

h: [—r,r] = R, xr—>f(0)—|—/z g(t)dt:f(0)+/$§:(k‘+1)ak+ltkdt

k=0

eine Stammfunktion fiir g, also differenzierbar mit A’ = g. Wegen der gle-
ichméBigen Konvergenz der Potenzreihe im Integranden auf [—r,r] kdnnen
wir nach Satz 1.19 Grenzwert und Integral vertauschen und erhalten

h(z) = f(0) +/ li_>m Z(k 4+ 1)agy t* dt
= fO)+ lim [ Y (k+ Dap t*dt
0 k=0

s

[t
= f0)+ ) apnz* =) a,a" = f(2)
k=0 n=0
Es ist also f|_,,) = h differenzierbar, also f an jeder Stelle z € |—r 7]

differenzierbar mit Ableitung f'(z) = W' (z) = g(z) = > peo(k + 1)ags1 zF.

Beweis der Behauptung: Wir beobachten zunachst, dass auch die Potenzreihe

Z ay X" (42)

n=1
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(mit 0 statt ag) Konvergenzradius R hat und somit auch die Potenzreihe
o0
Z Q12 (43)
k=0

[Diese konvergiert ndmlich genau dann, wenn die Reihe

i an 2"! (44)
n=1

konvergiert (da lediglich n = k+1, k = n— 1 substituiert wird). Konvergiert
(42) fiir eine reelle Zahl z # 0, so auch die Reihe, die durch Multiplikation
mit 1/x entsteht, also (44). Konvergiert umgekehrt (44) fiir ein x € R, so
liefert Multiplikation mit = eine konvergente Reihe und diese ist gleich (42).]

Der Konvergenzradius S der Potenzreihe

D (k4 1) ap (45)
k=0
ist ebenfalls gleich R. Fiir x € R mit |z| < S ist sie namlich absolut konver-
gent, nach dem Majorantenkriterium also auch >~ ; a1 2* absolut konver-
gent. Ist 0 # x € R mit || < R, so wihlen wir ein s € R mit |z| < s < R.
Die Reihe Y 72 art1 s* ist dann absolut konvegent. Weiter gilt

::m<1
s

und wir wissen aus der Analysis 1, dass
k
kq* = — 0
(1/q)"

fir £ — oo, also auch
(k4+1)¢"™ — 0.

Die Folge ist daher beschriankt: Es gibt ein C' > 0, so dass fiir alle £ € N,
(k+1)¢"Tt < C.
Fir jedes k € Ny gilt nun

1 C
(k+1) |aps]| |2 = |ags| 8" (k+1) ¢* = |api] s §(k+1) ¢t < 7 |ajs1] 8",

Also ist > 2 laki1| s* eine konvergente Majorante fir > .~ (k 4+ 1)ag1 x*
und die letztere Reihe somit konvergent. [J
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6 Taylorreihen

Ist I C R ein nicht entartetes Intervall, ¢ € I und f: I — R eine C*°-
Funktion, so ist es naheliegend, die Potenzreihe zu betrachten, deren An-
fangssummen die Taylorpolynome T f sind fiir alle n € Ny,

Definition 6.1 In der vorigen Situation nennt man die Potenzreihe

ij) £0) o)’
7=0

die Taylorreihe von f am Entwicklungspunkt z.

Die Taylorreihe ist leider oft weniger niitzlich, als man hoffen wiirde. Unter
anderem treten die folgenden Schwierigkeiten auf:

Bemerkung 6.2 (a) Taylorreihen kénnen Konvergenzradius 0 haben (denn
nach einem Satz von Borel tritt jede Potenzreihe auf als Taylorreihe einer
geeigneten glatten Funktion; siehe Proseminar).

(b) Selbst wenn die Taylorreihe positiven Konvergenzradius hat, braucht
x ZOO ! (J)] zo) (x —x0)? auf keiner zo-Umgebung mit f {ibereinzustimmen.
Zum Belsplel werden wir gleich nachrechnen, dass die Funktion

1

f:R—=R, f(x) ::{ 6(7 wenn z > 0;

wenn z < 0

eine C=-Funktion ist mit f)(0) = 0 fiir alle j € Ny. Die Taylorreihe von f

um zo = 0 ist also die Reihe
(o]

>

Jj=0 J:
mit Konvergenzradius R = +oo und Grenzfunktion 0. Da f(x) = e~ '/* > 0
fir alle > 0, stimmt f(x) auf keiner 0-Umgebung mit ZOO ! <];! Dyi =0
iiberein.

Bemerkung 6.3 Hat eine Potenzreihe > °° 0 G5 @ ' Konvergenzradius R > 0,
so hat die durch f(z) := 3772 a; 27 gegebene Grenzfunktion f: |-R, R[ —
R als Taylorreihe sich selbst an der Stelle xy = 0, es ist also
f(j)(O) B
=
fiir alle 7 € Ny. Siehe Folgerung 5.3.

a;
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Lemma 6.4 FEs sei f: |a,b]— R eine stetige Funktion mit —oo < a < b <
oo und ¢ €la,b[ derart, dass die Einschrinkungen f|q und flcp stetig
differenzierbar sind. Weiter seien folgende Grenzwerte existent und gleich:

pi= lim f(z) = lim f'(z).

Dann ist [ stetig differenzierbar und f'(c) = n.
Beweis. Die Abbildung ¢: |a,b[— R,

N { f'(x) wenn z # ¢;

7 wenn x =c

ist stetig. Es geniigt zu zeigen, dass g := f|jcp; und h := fljoq stetig dif-
ferenzierbar sind; dann ist f an der Stelle ¢ rechtsseitig differenzierbar mit
rechtsseitiger Ableitung ¢'(c) = lim, . ¢'(x) = lim, . f'(z) = n; analog ist
f an der Stelle ¢ linksseitig differenzierbar mit Ableitung h'(c) = n. Also ist
f an der Stelle ¢ differenzierbar mit Ableitung f’(c) = n = ¢(c) und folglich
1" = ¢, eine stetige Funktion. Wir wéhlen § € ]c, b] und definieren

G: [c,b] = R, xi—>f(5)+/;¢(t)dt.

Nach dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung ist G stetig dif-
ferenzierbar mit Ableitung G'(x) = ¢(z) fiir alle z € [¢, b]. Also sind sowohl
Gjep) als auch flicp Stammfunktionen fiir @i Da f(8) = G(3), folgt

flepr = Gliea-

Da f und G stetig sind, ist weiter

J(e) = lim f(2) = lim G(2) = G(e).

Also ist flp = G, eine C'-Funktion. Analog sieht man, dass flja,q eine
C'-Funktion ist. O

Das folgende Lemma wird uns helfen, die Diskussion des Beispiels aus Be-
merkung 6.2 (b) zu beenden.

Lemma 6.5 Sei f: R — R wie in Bemerkung 6.2 (b).
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(a) Fiir jede Polynomfunktion p: R — R ist die folgende Funktion stetig:

p(1/z)f(x) wenn x> 0;

R—>R,xr—>{ 0 wenn © < 0.

(b) f is C* mit fO(0) =0 fiir alle j € N.

Beweis. (a) Sei p(r) = Y_7_a;27 mit ag,a1,...,a, € R. Fiir x > 0 gilt
dann

_ [p(1/)| p(1/x)| N nt1—
(/1@ = =55 < Ty Dl S <n+1).;|aj|x —0
fiir x — 0. Also ist die zu untersuchende Funktion an der Stelle 0 stetig und
somit stetig (da sie auf |—oo, 0] sowie |0, oo[ offenbar stetig ist).

(b) Wir zeigen per Induktion nach k € Ny, dass f eine C*-Funktion ist

und es eine Polynomfunktion p;: R — R gibt derart, dass

F0) () = { pr(1/x)f(x) wenn x > 0; (46)

0 wenn r < 0.

Induktionsanfang & = 0: Offenbar gilt (46) fiir f©© = f mit der durch
po(z) = 1 gegebenen konstanten Polynomfunktion. Nach (a) ist f also
stetig, somit C°.

Ist k € Ny gegeben und gilt (46), so ist (f®)(z) = 0 fir 2 < 0, da
f®) o = 0. Fiir z > 0 erhalten wir mit der Produktregel und der Ket-
tenregel

(F9Y (@) = =5 Ph1/2) ™ + g () = (1)

mit pg1(t) ;= —t2p(t) + t* pp(t) fiir t € R. Nach Teil (a) gilt also
BN ) — T (Y
tin (79 () = 0 = lin (7 (x).

Somit ist f*) nach Lemma 6.4 stetig differenzierbar (und folglich f eine
C*+1_Funktion), mit

f(kJrl)(x) — (f(k))'(x) _ { pe+1(1/2)f(x) wenn z > 0;

0 wenn z < 0.

Dies beendet den induktiven Beweis. O
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Teil 1I: Differentialrechnung fiur Funktionen
von mehreren Variablen

7 Normierte Raume; Normen auf R"
Auf R haben wir den Betrag
|- |: R—[0,00[, x|z
zur Verfiigung und definieren mit seiner Hilfe den Abstand von x,y € R als
d(x,y) = |z —yl.
Die so erhaltene Funktion
d: RxR—[0,00[, d(z,y):=|z—1yl

ist dann eine sogenannte Metrik und (R, d) ein metrischer Raum (siehe An-
hang C fiir diese und zugehorige Begriffe, die in Prof. Glockners Analysis 1
bereits benutzt werden. An dieser Stelle erfolgt in der Analysis 2 eine kurze
Wiederholung). Analog auf C.

Entsprechend wollen wir nun auf R” Metriken d betrachten, die nur von der
Differenz x — y zweier Punkte abhangen. Sie werden von der Form

d(x,y) = ||z —y|

sein mit einer sogenannten“Norm” || - || auf R™ (die &hnliche Eigenschaften
wie der Betrag hat).

Definition 7.1 Es sei E ein (reeller) Vektorraum. Eine Abbildung
II: B = [0,00[, =[]
heifit Norm, wenn gilt:

Definitheit. Fiir alle x € E'\ {0} ist ||z] > 0.
Subadditivitat. Fiir alle x,y € E ist ||z + y|| < ||z|| + ||y]|.
Positive Homogenitit. Fir alle t € R und = € F ist [[tx| = |t| - [|z]].
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Fiir den Nullvektor 0 € E gilt stets ||0]] = 0, denn aufgrund der positiven
Homogenitat ist ||0]| = [|0 - 0]| = |0] - ||0]| = 0 - ||0]| = 0 (wobei die linke Null
stets 0 € R meint).

Ist £ ein Vektorraum und ||.|| eine Norm auf E, so nennt man das Paar
(E,].]|) einen normierten Raum.

Satz 7.2 Ist (E,||.||) ein normierter Raum, so ist
d: Ex E — 0,00, d(z,y):=|z—vyl
eine Metrik auf E.

Beweis. Fiir z,y € Eist 0 = d(x,y) = ||z —y|| genau dann, wenn z —y = 0,
also x = y.
Sind x,y,z € F, so gilt

d(z,2) = |z = 2| = lle =y +y = 2| <z =yl + [ly = zll = d(z, y) + d(y, 2)

unter Benutzung der Subadditivitat. Also erfiillt d die Dreiecksungleichung.
SchlieBlich gilt d(y,z) = [ly — zl| = [[(=1)(z = y)| = |-1] - [z —yll =
1-d(x,y) =d(x,y), d.h. d ist symmetrisch. O

Definition 7.3 Ist (E,| - ||) ein normierter Raum, so versehen wir F stets
mit der durch d(z,y) = ||z — y|| gegebenen Metrik wie in Satz 7.2, wenn
nichts anderes gesagt wird. Sprechen wir von offenen oder abgeschlosse-
nen Kugeln, offenen oder abgeschlossenen Mengen, konvergenten Folgen oder
Cauchyfolgen in (E, || - ||), so meinen wir solche im metrischen Raum (F, d).
Insbesondere ist

Bl (z) := B(z) = {y € B: |ly — x| < &}
die offene Kugel vom Radius ¢ > 0 um x € E und

Sl =

B.(2) := Be(x) :={y € E: [ly — | <&}

die entsprechende abgeschlossene Kugel. Eine Folge (x,,)nen in E konvergiert
gegen x € E, wenn

(Ve > 0)(3N € N)(Vn > N) ||z, — 2 < <.
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Eine Folge (x,)nen in E ist eine Cauchyfolge, wenn
(Ve > 0)(IN e N)(Vn,m > N) ||z, —zn| <e
(vgl. Anhang C fiir eine Wiederholung der vorigen Grundbegriffe).

Wenn in E jede Cauchyfolge konvergiert (also der metrische Raum (FE,d)
vollstindig ist), so nennen wir den normierten Raum (E,|| - ||) einen Ba-
nachraum.

Beispiele 7.4 (a) (R,|-]) ist ein Banachraum, denn der Betrag |- |: R —
[0, 0o[ ist eine Norm und R ist beziiglich der durch d(z, y) := |z—y| definierten
Metrik vollstandig (wie in der Analysis 1 gezeigt).

(b) Fiir n € N ist die euklidische Norm die Abbildung
|- ll2: R® = [0,00], |lz]lo:= /224 -+ a2

fir z = (x1,...,2,). Die zugehorige Metrik

d: R xR~ [0,00],  d(z,y) = |l —yllo = /x5 T ¥ (n— 0 )?

heiBt euklidischer Abstand. In Ebene und Raum ist also ||z — y||2 der tibliche,
aus der Schule bekannte Abstand der Vektoren x und .

(c) Die Abbildung
||||00Rn—)[0700[, ||$||m: maX{|I1|7v|$n|}

heifit Mazimum-Norm. Der zugehorige Abstand ist fir z = (xq,...,z,) und
y=(y1,-..,Yn) gegeben durch

[ = ylloo = max{[zy — w1, [2n — ynl}-

Dies ist also das Maximum der Abstidnde der einzelnen Komponenten. Fiir
Rechnungen ist dieser Abstand oft bequemer als der euklidische.

(d) Die Abbildung
s R = 10,00, [y o= [ ] 4 - o |

heifit 1-Norm. Der zugehorige Abstand ist fir z = (xq,...,2,) und y =
(y1,---,Yn) gegeben durch

[ =yl = oy =g + -+ [en = yal-
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Satz 7.5 Die euklidische Norm, die 1-Norm und die Maximum-Norm sind
Normen auf R".

Beweis. Seien © = (21,...,2,) und y = (y1,...,yn) aus R” und t € R.

Maximum-Norm:

Definitheit. Es ist 0 = ||z]l = max{|zi|,...,|z,|} genau dann, wenn
|z1] = -+ = |z, =0, also x = 0.

Subadditivitdt. Fiir jedes k € {1,... k} ist

|z 4 Yl < o] + Jyal < [[2lloo + [y lloo-

Bilden des Maximums tiber alle £ liefert

12+ ylloo < [12]loo + 1y]loc-

Positive Homogenitét. Es ist [tz = max{|txi]|,...,|tz,|} = max{[t| -
tay|, - JE - ol = [ max{la ], o]} = (2] [[2]]o-

Euklidische Norm:
Definitheit: Es ist 0 = [|z]|s = /2 + -+ + 22 genau dann, wenn z; =

coo=ux, =0, also x = 0.
Subadditivitdt: Als Hilfsmittel benutzen wir das Skalarprodukt auf R,

<$7 y> = Z:Ekyk e R.
k=1

Dieses erfiillt (y, x) = (x,y) und ist fiir festes = linear in y. Dann ist also

lzll2 = v/ (z,2).
Nach der (aus der Linearen Algebra bekannten) Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung gilt
(@, )] < lzll2lyll2

Somit ist

(lz+yll2)* = (z+y.z4+y) = (@,2) + (x,9) + (¥, 2) + (y.y)
(lzll2)? + 2(z, v) + (yll2)* < (zll2)* + 2llzll2llyll2 + (lyll2)?
(lzll2 + llyll2)*.
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Da die Quadratwurzel eine monoton wachsende Funktion ist, bleibt die vorige
Ungleichung bestehen, wenn wir die Wurzel ziehen:

[+ ylla < [lll2 + [lyll2-

Positive Homogenitat: Es ist

[tzlla = (tz)2 4+ (tz,)? = \/tQﬁ N

— \/t2($%+"'+$%>:\/t_2 x%—{—+$%:|t|H$H2

1-Norm: Esist 0 = ||(z1,...,2,)||1 = |x1|+-- - +|z,| = 0 genau dann, wenn
xy ==z, =0, also (z1,...,2,) = 0. Gegeben z = (z1,...,z,) € R”
und y = (y1,...,yn) € R" ist weiter

lz+yll =Dl + sl <DLl + Y lysl = el + Nyl
—— =

— —
=0 eyl

Fir ¢ € R ist weiter |[tz| = [ta1| + -+ + |txn] = |t] - Jzo| + -+ + [E] - |20
= [t - (a] + - A fznl) = [2] - ]2 O

Wie sehen Kugeln aus fiir die gerade diskutierten Normen auf R"?

7.6 Kugeln bzgl. der euklidischen Norm in R" sind iibliche Kugeln,

Ble(2) = {y € R": \/{yr — 212+ + (g — 2a)? < 1.

Fiir n = 2 ist insbesondere B|1|'||2(0) die offene Einheitskreisscheibe.

Im Fall der Maximum-Norm ist 7 > ||y — 2[|oc = max{|y; —z1], ..., [yn — 20|}
genau dann, wenn |y — x| < r fir k € {1,...,n}, also yx €|zr — r,xp +r|.
Somit ist

BJJ‘H‘X’(x) =]y — a1 (X X T — 7T 7

ein Wiirfel im R". Fir n = 2 ist insbesondere
B~ (0) =]-1,1[ x]-1,1]
(ein Quadrat).

Im Falle der 1-Norm ist im Zweidimensionalen Bﬂ'”l(x) das Quadrat mit den
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Eckpunkten (z1 — 7, x9), (x1,20 — 1), (21 + 7, 22), (21,22 + 7). Rechnen wir
dies nach: Zur Vereinfachung stellen wir zunéchst fest, dass

Bl (z) =z + BJ(0),

d.h. die Kugel um z entsteht durch Verschieben aus der Kugel um 0 (Begriindung;:
Esist y = 4 (y—2) und y—x ist genau dann in B,U'Hl(O), wenn |ly—zl|jy <7,
also wenn y € BJJ'Hl(x). Ist nun (7, 72) € R? etwa im ersten Quadranten
(also @y, x9 > 0), so ist (xq,x9) € B,U'Hl(O) genau dann, wenn

r> |I1| + |ZL’2| =21 + Za,

d.h. (z1, z2) liegen im von der z-Achse, y-Achse und der Geraden =1 +x9 =7
eingeschlossenen Gebiet (ausschlieBlich der Geraden). Analog in den anderen
Quadranten.

Bi(0) nennt man iibrigens auch die (offene) Einheitskugel. Die vorigen Beispiele
von Kugeln sind konvex, d.h. mit je zwei Punkten enthalten sie auch deren
Verbindungsstrecke. Dies ist ein allgemeines Phanomen.

Definition 7.7 Es sei F ein reeller Vektorraum. FEine Teilmenge M C E
heifit konvex, wenn fir alle z,y € M ihre Verbindungsstrecke

{r+tly—2x):t€][0,1]}

in M liegt, d.h.
(Vt €[0,1]) (1 —t)x+ty e M.

Satz 7.8 Fir jeden normierten Raum (E.|.||), © € E und r > 0 sind die
Kugeln Bﬂ'”(a:) und EE'H(:E) konvexe Teilmengen von E.

Beweis. Seien y,z € Bﬂ'”(m) und t € [0,1]. Ist ¢ = 0 oder t = 1, so
ist (1 —t)y+tz € {y,z}, also in der Kugel. Nun sei ¢t €]0,1[. Dann ist
auch 1 —¢ > 0 und folglich (1 —¢)||ly — x| < (1 —t)r und t||z — z|| < tr.
Subadditivitat und positive Homogenitat liefern nun

1=ty +tz—z|| = [[(1—-t)y+tz—(1—t)x+tz]
< (X =8)(y —2)|| + [tz — 2)||
= [1—=t[-lly =zl +t| ||z — =
= (1=-t|y—=zl]|+t|z—z|| < (X =t)r+tr=r.
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Also ist (1 —t)y + tz € Bl(2).

Entsprechend erhalten wir fur y,z € E',l,'u(x) und ¢ € [0,1], dass
[A=t)y+tz—z| < A=) (y—=z)[[+[[t(z=2)| = [1=t|- |ly—2|+[t]-]| =[] =
L=ty —a||+t|z—z|| < L—t)r+tr =r. Also (1—t)y+tz € BV (2). O

7.9 (Normieren von Vektoren) Ist (£, ||-||) ein normierter Raum, so lasst sich
jeder Vektor y € E \ {0} als Vielfaches eine Einheitsvektors (der Lénge 1)
schreiben. In der Tat ist

y= Il mit wim =y
[yl
und |Ju|| = ”yi” |ly|| = 1 unter Benutzung der positiven Homogenitét der Norm.
Wir erinnern an die Definition von Lipschitz-Stetigkeit (Definition C.25(b)).
Satz 7.10 Fir jeden normierten Raum (E, || - ||) ist die Norm
||l £ —[0,00[C R
Lipschitz-stetig und somit stetig.

Beweis. Fir z,y € Eist ||z = ||z —y + vyl < |lz — yl| + ||yl| wegen der
Subadditivitat und somit

[zl = Nyl < llz =yl

Vertauschen der Rollen von z und y liefert

==l =yl = Nyl = [l < lly = 2l = [l =yl

Also gilt

[zl = llyll] < llz =yl (47)
und somit |[|z| — |lyll| < L|jz — y|| mit L = 1. O
Sei n € N.
Satz 7.11 Versehen wir R™ mit der Mazimum-Norm || - ||oo, S0 gilt:
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(a) Fir jedes k € {1,...,n} ist die Projektion
pr.: R" > R, (xq,...,2,) — 2%
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L = 1 und somit stetig.

(b) Eine Folge (Ty)men von Punkten x, = (Tmi,...,Tmn) € R kon-
vergiert genau dann gegen einy = (y1,...,Yy,) in R™, wenn sie kompo-
nentenweise gegen y konvergiert, also

Tk — Yp  fur m — oo,
fiir alle k € {1,...,n}.

(c) Eine Folge (Tm)men von Punken T, = (Tma, ..., Tmn) € R" ist genau
dann eine Cauchyfolge, wenn (2., )men eine Cauchyfolge in R ist fiir

alle k € {1,...,n}.
(d) (R™ || - |loo) ist ein Banachraum.

(e) Ist (Z,dz) ein metrischer Raum und z € Z, so ist eine Abbildung
f= ) Z=2RY gy (A, faly)

genau dann stetig nach (R™, ||-||~) an der Stelle z, wenn all ihre Kom-
ponenten f1,..., fn: Z — R an der Stelle z stetig sind.

Beweis. Das ist ein Spezialfall des Satzes 7.29 (am Ende des Kapitels) tiber
Produkte metrischer Raume, angewandt mit X; = X, = --- = X,, = R.
Es gentigt daher, den allgemeineren Satz zu beweisen, was am Kapitelende
erfolgt. In der Vorlesung im SoSe 2025 haben wir dennoch Satz 7.11 gleich
jetzt bewiesen und Satz 7.29 ohne Beweis nur kurz erwéhnt (mit Verweis auf
das Skript). O

Beispiel 7.12 Die Funktion

fiR* =R (2,y) — (x,2cos(y),sin(zy))

ist stetig, denn ihre Komponenten f;, f> und f5 sind stetig: Mit den stetigen
Projektionen pr;: R? = R, (z,y) — 2 und pry: R? —» R, (x,y) — y sind

fu=pry, fa=pri-(cosopry), fs=sino(pr;-pry)
stetig (vgl. Satz C.15 und Satz C.16).
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Wiéhrend wir auf R immer die gleiche Norm benutzen (den Betrag |- |), gibt
es auf R™ fiir n > 2 viele verschiedene Normen. Fiir viele Zwecke ist es jedoch
egal, welche Norm benutzt wird, wie wir nun ausfithren.

Definition 7.13 Eine Norm || - || auf einem reellen Vektorraum E wird
dquivalent zu einer Norm || - || auf E genannt, wenn es reelle Zahlen a,b > 0
gibt derart, dass

(Ve e E)  alzll" <z < bl (48)

Lemma 7.14 Sei E ein reeller Vektorraum. Aquivalenz von Normen ist
eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Normen auf E.

Beweis. Jede Norm || - || auf £ ist zu sich selbst dquivalent, da wir im Falle
|- || == || - || in (48) einfach a := b := 1 wihlen kénnen. Aquivalenz von
Normen ist also eine reflexive Relation.

Symmetrie: Ist || -] zu || - || 4quivalent, so finden wir a,b > 0 mit (48).
Dann ist

1 1
NI < 2
=l < -l

also || - || zu || - || dquivalent.

Transitivitdt: Ist || - || zur Norm || - ||" dquivalent und || - || zu einer
Norm || - ||, so gibt es reelle Zahlen a,b,a’,b" > 0 derart, dass (48) gilt und
all " <=1 < Ol 1" Somit gilt

<ol - 1" < ') - "

und
|- >all-|">ad| "

folglich sind || - || und || - || &quivalent. O

Satz 7.15 Alle Normen auf R™ sind zueinander dquivalent.

Im Beweis nutzt die folgende Verallgemeinerung des Satzes von Bolzano-
Weierstrafl (die auch im Kapitel iiber Kompaktkeit noch einmal benutzt
werden kann):

Lemma 7.16 FEs sei v > 0 und n € N. Dann hat jede Folge im Whiirfel
[—r,7]" eine in R™ konvergente Teilfolge.
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Beweis. Der Beweis ist per Induktion nach n. Der Induktionsanfang n =1
ist der Satz von Bolzano-Weierstrafl. Induktionsschritt: Sei nun n > 2 und
gelte die Aussage des Lemmas mit n — 1 an Stelle von n. Sei (2,,)men eine
Folge in [—r,r|", wobei

Tm = (xm,h cee 7Im,n)

mit den Komponenten z,, 1, ..., %Tm, € [—r,7]. Nach dem Satz von Bolano-
Weierstraf hat die Zahlenfolge (2, 5, )men in [—7, r] eine in R gegen ein z, € R
konvergente Teilfolge (Zyn, n)ken. Die Folge (yx)ren in [—7,7]" ! mit y; =
(ZTymp1s - -+ s Tmym_1) hat per Induktionsvoraussetzung eine in R"™! gegen ein
(21,..-,2n-1) € R"! konvergente Teilfolge (yx,)ren. Nach Satz 7.11 haben
wir fiir jedes j € {1,...,n — 1} fiir die jte Komponente also

T, = Ykej = %5

fiir ¢ — oo. Da die Folge (2, n)ken gegen z, konvergiert, konvergiert auch
ihre Teilfolge (mmkln) sen in R gegen z,. Dann ist (Imkz) ven eine Teilfolge von
(Tm)men, die in R™ gegen (21, . . ., z,) konvergiert (denn fiir alle j € {1,...,n}
konvergiert die jte Komponente gegen z;). a

Beweis von Satz 7.15. Nach Lemma 7.14 ist Aquivalenz von Normen eine
Aquivalenzrelation auf der Menge aller Normen auf R™. Wir brauchen daher
nur zu zeigen, dass jede Norm || - ||: R™ — [0, oo] zur Maximumnorm

I lloo: R® = [0,00[,  [l]loc := max{|as],..., [zn]}

(fir z = (z1,...,x,) € R") dquivalent ist. Mit den Standard-Einheitsvektoren
e = (1,0,...,0), ..., e, = (0,...,0,1) erhalten wir mit Subadditivitdt und
positiver Homogenitét von || - || zunéchst

n n n
Zxkek < Z [zrer]| = Z |z - [lex |
k=1 k=1 k=1

z]| =
n
< Y max{|a|, .., |zl Hlexl| = bl
k=1
fir alle x = (z1,...,z,) € R", mit

b= llexll.
k=1
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Also gilt
(Ve e R") ]| < bl (49)

und somit auch ||z — y|| < b||z — y[| fiir alle z,y € R". Die Abbildung
ffR" = R" zx—=x

ist also Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L := b als Abbildung von
(R™, || - ||so) nach (R™, || - ||), und somit stetig. Nun ist die Menge

S={z eR": |z =1} = - I ({1})

in (R™, || - ||«) abgeschlossen (da die Norm || - ||o nach Satz 7.10 stetig ist
und S das Urbild der einpunktigen (also abgeschlossenen) Menge {1} C R
unter der stetigen Abbildung || || ist). Wir wéhlen eine Folge (2, )men in S
derart, dass

|zm| — inf{||z||: x € S} fir m — oo.

Schreiben wir x,, = (Tpm1,-..,Tmn) € R, 80 ist (2 1)men eine Folge in
[—1,1] (also beschrankt), da |zm,1]| < ||[zm]le = 1. Nach Lemma 7.16 hat
(Tm)men eine gegen ein y = (y1, ..., y,) € R™ konvergente Teilfolge (2, )ren.
Nach Ubergang zu dieser Teilfolge diirfen wir also annehmen, dass z,, — y
fir m — oo. Da x,, € S fiir alle m € Nund S in (R™, || - ||~) abgeschlossen
ist, folgt mit Satz C.11, dass

y = lim x,, € S;

m—00

insbesondere ist ||y|| = 1 und somit y # 0. Da || - || o f auf (R", |- ||oc) stetig
ist mit f wie oben, folgt

[zmll = 1f @)l = [[F @) = [yl

fiir m — oo. Folglich ist
a = inf{||z|: x € S} = |ly|]| > 0.

Sei x € R™. Fiir z = 0 ist ||z]| > a||z]|« trivial. Weiter gilt fiir alle z € R™
mit x # 0:

lalloo— H el H
T —X| = ||T
~Telm <

1

T
||J7||oo

> af|ze,

Jall = \
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weil me“m = mﬂxﬂw = 1 und somit mx € S. Also gilt
(Ve eR")  allzfeo < |l (50)
Wegen (49) und (50) sind || - || und || - | quivalent. O

Folgerung 7.17 Fir jeden endlich-dimensionalen reellen Vektorraum E sind
alle Normen auf E zueinander aquivalent.

Beweis. Sei n die Dimension von F; es gibt dann einen Isomorphismus
¢: R™ — E von reellen Vektorraumen. Sind || - || und || - ||" Normen auf £, so
sind || - || o ¢ und || - || © ¢ Normen auf R". Da diese nach dem vorigen Satz
aquivalent sind, gibt es a,b > 0 derart, dass

al-'ed < |[-llod < bll-|"0¢.
Komponieren mit ¢! von rechts liefert
all-1"< -1 <ol
und somit die Aquivalenz der Normen | - || und || - ||". a

Aquivalenz von Normen ist u.a. wegen folgender Tatsache von Interesse:

Lemma 7.18 Fir Normen || - || und || - || auf einem reellen Vektorraum E
sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(@) || -] und || - ||" sind dquivalente Normen.

(b) Die Normen ||-|| und ||-||" fihren zu den gleichen offenen Mengen in E,
d.h. fiir jede Teilmenge V C E gilt: V ist genau dann in (E, ||-||) offen,
wenn 'V in (E, || - ||) offen ist.

Beweis. In der Vorlesung beweisen wir nur “(a)=-(b)”, da die umgekehrte
Implikation irrelevant fiir uns ist. Es geniigt zu zeigen, dass jede in (E, || - ||)
offene Menge V' auch in (E, || - ||') offen ist (da wir die Rollen von || - || und
| - || vertauschen kénnen). Seien @ > 0 und b > 0 wie in (48). Gegeben
x € V existiert ein € > 0 mit Bﬂ’”(w) C V. Dann ist Bll/‘ll)/(x) C V (und
somit Offenheit von V in (E, || - ||') gezeigt); ist ndmlich y € Bﬂ)‘l‘;(x), so ist
lly — z||" < £/b, somit unter Benutzung von (48)

ly —zf| < blly — |’ <be/b=¢
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und folglich y € By'”(a:).

(b)=-(a): Die Kugel Bﬂ'”(O) ist offen in E bzgl. der zu || || gehorigen Metrik d,
per Voraussetzung also auch beziiglich der zu || - || gehorigen Metrik d’. Sie

enthélt also BJ'”/(O) fir ein € > 0. Fir jedes x € E mit ||z|]" < € gilt also
l|z|| < 1. Gegeben y € E mit y # 0 folgt fir alle

15
0<t<—,
[yl

dass
[tyl|" = tllyll" <,

so dass nach dem Vorigen ¢ ||y|| = ||ty|| < 1 und folglich

1
< —.
Iyl < -

Im Grenzwert ¢t — m folgt

1
e/llyll’

Im verbleibenden Fall y = 0 gilt ||y|| < 2||y||’ trivialerweise, denn beide Seiten
sind 0. Wir haben also

1
< =~y
Iyl < ~ly

[

mit b := % Vertauschen der Rollen der zwei Normen liefert ein ¢ > 0 derart,
dass || - ||' <c¢]| - || und somit

all- "<l

mit a := 1. Die Normen || - || und [ - [|" sind also dquivalent. O

Bemerkung 7.19 Da nach Satz 7.15 jede Norm | - || auf R zur Maxi-
mumnorm || - ||o dquivalent ist, definiert sie nach Lemma 7.14 die gleichen
offenen Mengen, somit die gleichen Umgebungen eines Punkts (vgl. Be-

merkung C.6 (c¢) und (d)) und somit die gleichen konvergenten Folgen (siehe
Lemma C.10(b)). Nach Satz 7.11(b) gilt somit:

FEine Folge (y,)men in R™ konvergiert genau dann gegen ein y = (Y1, ..., Yn)
in (R™ || - |I), wenn pr(x.,) — yx fir alle k € {1,...,n}.
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Weiter sind nach Satz 7.11(a) auf (R™, || - ||) die Projektionen pr,: R™ — R
alle stetig. Zudem ist fiir einen metrischen Raum Y eine Funktion f =
(fi,---, fn): Y — R"™ genau dann stetig nach (R", ]| - ||), wenn jede der
Komponenten f;: Y — R stetig ist (unter Benutzung von Satz 7.11(e)).
Schliefflich erhalten wir:

(R™, || - ||) ist ein Banachraum.

Um dies einzusehen, sei b > 0 mit || - oo < b - ||. Ist nun (z,)men eine
Cauchyfolge in (R", || - ||), so existiert zu € > 0 ein N € N derart, dass

|Tm — x| < % fir alle m, ¢ > N

und somit ||, — 2¢)|ce < b|m — z4]| < €. Also ist (2, )men eine Cauchyfolge
in (R", | - |leo), somit dort konvergent (nach Satz 7.11(d)) und somit auch
in (R",]| -|), da beide normierten Raume die gleichen konvergenten Folgen
haben.

Bemerkung 7.20 Sei E ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum und
¢: R" — F ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Sei ||-|| gz eine Norm auf £
und || - || := || - || © ¢ die entsprechende Norm auf R™. Dann gilt:

FEine Folge (x,)men in E konvergiert genau dann gegen x € E, wenn vy, =
¢ Hxm) gegen y := ¢~ (x) konvergiert.

Denn es ist

[2m = 2l = ll¢(ym) — oW)lle = 6(Ym — Yz = llym = yl;

die linke Seite geht genau dann gegen 0 fiir m — oo, wenn dies fiir die rechte
Seite gilt.

Bemerkung 7.21 Normen auf einem komplexen Vektorraum FE lassen sich
analog diskutieren. Die Bedingung fiir positive Homogenitat lautet hier

(V2 € C)(Vo € E) |lzz]| = [2] - ||=]].

Dann ist || - || insbesondere auch eine Norm auf E, betrachtet als reeller Vek-
torraum. Aus Satz 7.15 und Satz 7.11(d) folgt also, dass alle Normen auf dem
komplexen Vektorraum C™ (der reell zu R?" isomorph ist) dquivalent sind und
C™ mit jeder solchen ein komplexer Banachraum ist. Alle wesentlichen Be-
griffe und Resultate lassen sich unmittelbar vom reellen auf den komplexen
Fall iibertragen, indem wir in den Formulierungen und Beweisen einfach R
durch C ersetzen (worauf hier verzichtet wird).
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Definition 7.22 Ist (£, || -||) ein normierter Raum, so nennen wir eine Teil-
menge M C E beschrankt, wenn

sup{||z||: z € M} < 0.

Bemerkung 7.23 Wie im reellwertigen Fall sieht man, dass jede Cauchy-
Folge (2,,)nen (und somit auch jede konvergente Folge) in einem normierten
Raum (E, ||-||g) beschrinkt ist, also die Menge {x,,: n € N} der Folgenglieder
in F beschrankt ist.!!

Bemerkung 7.24 Aquivalente Normen auf einem Vektorraum FE fithren of-
fenbar zu den gleichen beschrankten Mengen; insbesondere liefern alle Nor-
men auf R” die gleichen beschrankten Teilmengen.

Wir schliefen mit interessanten Beispielen stetiger reellwertiger Funktionen
auf R™ und zugehoriger Notation.

Beispiel 7.25 Fiir einen sogenannten Multi-Inder o = (o, ..., a,) € (Ng)™
mit aq,...,a, € Ny konnen wir das Monom
R =R, = (x1,...,2,) = (x1)* -+ (x,)" =2 2%

betrachten. Dieses ist stetig, denn es ist ein Produkt

f=(pry)* - (pr,)™

stetiger Funktionen, mit Notation wie in Satz 7.11(a). Hierbei haben wir
Satz C.16(a) benutzt.

Beispiel 7.26 Per Definition ist ein Polynom p in n Variablen eine Linear-
kombination von Monomen wie in Beispiel 7.25. Schreiben wir

lal =1+ + ay
flir einen Multi-Index o € Ny, so ist also p eine Funktion R” — R der Form
p(z) = Z g T
la|<m

mit einem m € Ny und Koeffizienten a, € R. Jedes Polynom ist stetig, als
Linearkombination stetiger Funktionen (siche Satz C.16(b)).

UEs gibt ein N € N derart, dass ||z, — zm|p < 1 fiir alle n,m > N. Mit
m = N folgt ||znllg < |lzn — znlle + llznlle < llznlle + 1. Also ist ||zn|lp <
max{||z1]|g; .- -, |len-1llE, |zN ]| g + 1} fir alle n € N.
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Verallgemeinerung von Satz 7.11 auf Produkte normierter
Raume sowie Produkte metrischer Raume

Wir beschreiben einige recht offensichtliche Verallgemeinerungen, die manch-
mal von Interesse sind.

Definition 7.27 Sind fiir n € N metrische Raume (X3, dy), ..., (Xp,d,)
gegeben, so sei X := X x --- x X,, das kartesische Produkt. Die Maximum-
metrik auf X ist die durch

d: X x X — [07 OO[, (a:,y) = maX{d1<$1,y1), s 7dn(‘rn>yn)}
fir x = (x1,...,2,) € X, y = (y1,...,yn) € X gegebene Abbildung,.

Bemerkung 7.28 (a) Die Maximummetrik ist eine Metrik: Es ist d(z,y) =
max{di(x1,v1),...,dn(Tn,yn)} = 0 genau dann, wenn dy(xy,y,) = -+ =
dn(Tn, yn) = 0, also x; = y; fiir alle j € {1,...,n}, also z = y. Weiter ist

d(y,x) = max { d;(y;,z;): 7€ {1,... ,n}} = d(z,y).
( )
=d;j(z;,y;

Ist auch z = (21,...,2,) € X, so ist d;(x;,y;) < d;(xj,2;) + dj(z,y;) <
d(x,z) +d(z,y) fir j € {1,...,n}, folglich

d(x,y) = max {dj(xj,yj): jedl,... ,n}} <d(z,z)+d(z,vy).

(b) Sind (Ej, || - ||;) normierte Raume fiir j € {1,...,n} und E; x --- x E,
=: F/, so definiert

(21, ..., z0)|| == max {||a;]|;: j € {1,...,n}}
eine Norm || - || auf E, die wir die Mazimumnorm nennen.'? Tst
dj: Ej x E; = (0,00, (,9) = [l —yl;

die zu (Ej, || - ||;) gehorige Metrik, so ist die zu (E, || - ||) gehorige Metrik die
Maximummetrik d; fir ¢ = (zq,...,2,) € Eund y = (y1,...,yn) € E ist
namlich

lo =yl = max{|lz; —yll;: j€{L,....,n}}
= max{d;(z;,y;): j € {1,...,n}} = d(z,y).
12Die Normeigenschaft von || - || sieht man wie diejenige der Maximumnorm im Beweis

von Satz 7.5, wo man lediglich z;,y; € E; nimmt und |z;| durch ||z;||; ersetzt.
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(c) Nehmen wir (Ej, || - ||) == (R,|-]) fur j € {1,...,n}, so ist die gera-
de definierte Maximumnorm genau die Maximumnorm || - || auf R™, wie
eingangs des Kapitels definiert.

Satz 7.29 Gegeben metrische Riume (Xi,dy), ..., (X, d,) versehen wir
X =Xy x - x X, mit der Maximummetrik. Dann gilt

(a) Fir jedes k € {1,...,n} ist die Projektion
pri: X1 X x X, = Xg,  (z1,...,2,) — 2y,
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L = 1 und somit stetig.

(b) Eine Folge (,)men von Punkten x,, = (Tm1,. .., Tmy) € X1 X x X,
konvergiert genau dann gegen ein y = (Y1,...,Yn) i X1 X -+ X X,
wenn sie komponentenweise gegen y konvergiert, also

Ty — Y fur m — oo,
fiir alle k € {1,...,n}.

(c) Eine Folge (Ty)men von Punken x, = (Tm1, ... Tmn) € X1 XXX,
ist genau dann eine Cauchyfolge, wenn (T, k)men €ine Cauchyfolge in
(X, di) ist fir alle k € {1,...,n}.

(d) Ist der metrische Raum (Xy,dy) vollstindig fir alle k € {1,...,n}, so
ist auch (X, d) vollstindig.

(e) Ist (Z,dz) ein metrischer Raum und z € Z, so ist eine Abbildung

f:(f17-~~7fn>:Z_>X1 X"'XXTH y'_>(f1<y>7;fn(y))

genau dann stetig nach (X,d) an der Stelle z, wenn all ihre Kompo-
nenten fr: Z — X an der Stelle z stetig sind.

Beweis. (a) Fir z = (z,...,2,) und y = (y1,...,¥,) in X ist

di(pry(2), pry(y)) = dilar, y) < max{d;(z;,y;): j € {1,...,n}}
= d(z,y) = Ld(z,y)

mit L := 1.
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(b) Da pr,, fiir k € {1,...,n} stetig ist, folgt aus z,,, — y, dass
Tk = prk(zm) — prk(y) = Yk fur m — oo.

Gilt umgekehrt fiir alle Komponenten z,, , — y; fiir & — o0, so existiert zu
e > 0 ein Ny € N derart, dass

(Vm > Ni) di(yk, Tmi) < €.
Setzen wir N := max{Ni,..., N,}, so gilt fur alle m > N

d(y7 xm) = maX{dl(yb mm,l)a s 7dn<yna xm,n)} < e
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Also gilt x,,, — y.
(c) Sei (2 )men eine Folge in X, wobei ., = (Tpm.1,- -+ Tmp) Mit Tpp € Xi.

Ist (Zy)men eine Cauchyfolge in X, so existiert zu ¢ > 0 ein N € N derart,
dass
(Vm, ¢ > N) d(x,,z) < e.

Fir k € {1,...,n} ist wegen (a) dann
dk(‘rm,ka xf,k) = dk(prk(xm)7prk(xf)) S d((L’m, l’g) <e¢
fir alle m,¢ > N, somit (2, x)men eine Cauchyfolge in Xj.

Ist umgekehrt (,, k)men eine Cauchyfolge in (Xj, d) fir alle k € {1,...,n},
so finden wir zu € > 0 ein N, € N derart, dass

(Vm,é > Nk) dk(xm,kaxf,k) < E.
Setzen wir N := max{Ny,..., N,}, so gilt fur alle m,¢ > N

d(zpm, x¢) = max{di(Tm1,Te1)s -, do(Tinn, Ton)} < €.
Also ist (2, )men eine Cauchyfolge in (X, d).

(d) Seien (Xi,dy), ..., (X,,d,) vollstindig und (z,,)men eine Cauchy-
Folge in X, mit z,, = (Tm1s- - Tmm) € X1 X---xX,. Firallek € {1,...,n}
ist nach (c) dann (2, k)men €ine Cauchy-Folge in (X, d) und somit konver-
gent gegen ein y, € Xj. Setzen wir y := (y1,...,Yn), SO konvergiert x,,

komponentenweise gegen ¥, so dass nach (b) also z,, — y in X, fiir m — oc.
Somit ist (X, d) vollsténdig.

(e) Ist f = (fi,..., fn) stetig an der Stelle z, so auch die Komposition
fx = priof, da pr, nach Teil (a) des Satzes stetig ist.

Seien umgekehrt f; ..., f, an der Stelle z stetig. Damit f an der Stelle 2z
stetig ist, miissen wir zeigen, dass es fiir jedes € > 0 eine Umgebung W von
z in Z gibt derart, dass

(Vy € W) d(f(y), f(2)) <e.
Da f; stetig ist an der Stelle z, gibt es eine Umgebung W von 2z in Z mit

(Yy € W) di(fr(y), fe(2)) < e.

Dann ist W := (;_, W} eine Umgebung von z und fiir alle y € W ist auch
y € Wy fiir alle k, somit

d(fi(y), fr(2)) <e.
Somit auch d(f(y), f(2)) = max {dy(fe(y), fu(z)): k€ {1,....,n}} <e. O
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8 Die Supremumsnorm

Die Supremumsnorm
1flloo := sup | f(x)|
zeX

einer beschriankten Funktion f: X — R kennen wir seit der Analysis 1; sie
wurde dort u.a. im Zusammenhang mit gleichmafliger Konvergenz von Funk-
tionenfolgen und dem Weierstrafschen Konvergenzsatz benutzt. Auch in der
Analysis 2 ist uns die Supremumsnorm schon mehrfach begegnet. In diesem
Kapitel stellen wir noch einmal alles Wesentliche dariiber zusammen, wobei
wir die aus der Analysis 1 bekannten Beweise zwar ins Skript aufnehmen, in
der Vorlesung aber iiberspringen.

Fiir die Analysis ist nicht nur R™ mit geeigneten Normen interessant, sondern
auch der unendlich-dimensionale Banachraum C([a, b],R) stetiger reellwer-
tiger Funktionen auf einem beschrankten abgeschlossenen Intervall, mit der
Supremumsnorm. Als Variante benotigen wir am Ende der Analysis 2 bei
der Diskussion von Differentialgleichungen zudem den entsprechenden Raum
C([a,b],R™) = C([a,b],R)™ stetiger Funktionen f: [a,b] — R™ und in der
Analysis 4 auch Riume stetiger Funktionen mit Werten in C = R2. Wir
gehen am Kapitelende daher kurz auf vektorwertige Funktionen ein.

Definition 8.1 Ist X eine nicht-leere Menge, so bezeichnet ¢*(X,R) die
Menge aller beschréankten Funktionen f: X — R. Dies ist ein Untervektor-
raum des Vektorraums R¥ aller Funktionen f: X — R. Wir schreiben kiirzer
auch £°(X) := (>(X,R). Wir versehen ¢°(X,R) mit der Supremumsnorm

|- floo: €°(X,R) = [0,00[, || flloc := sup{[f(z)]: z € X}

Ist X = N, so schreibt man auch einfach ¢>° := ¢*(N). Also ist £>° die Menge
aller beschriankten reellen Folgen f = (f(n)),en.

Lemma 8.2 || - || ist eine Norm auf (X, R).

Beweis. Definitheit. Es ist 0 = || f||o = sup{|f(z)|: * € X} genau dann,
wenn |f(z)| =0 fir alle x € X, also z = 0.
Subadditivitédt. Seien f, g € (X, R). Fiir jedes z € X ist

[f (@) + g(2)] < [f(@)] +19(2)] < [ flleo + llglloo-
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Bilden des Supremums iiber alle z liefert

1+ gllse = sup{[f(z) + g(x)]: 2 € X} < | flloc + [|gllc-

Positive Homogenitat. Es ist ||tf|l.c = sup{|tf(z)]: v € X} = sup{|¢| -
[f(@)]: v € X} = [t[sup{[f(x)]: € X} = [t] - [|f]|oe- =

Bemerkung 8.3 Ist X eine Menge, so definiert man allgemeiner

[flloo := sup{[f(2)]: = € X} € [0, 00]

fiir eine beliebige Funktion f: X — R. Eine Funktion f: X — R ist also
genau dann beschrinkt, wenn || flo < 0.

In der Analysis 1 hat uns die Supremumsnorm insbesondere genutzt im
Zusammenhang mit gleichmafliger Konvergenz von Funktionenfolgen. Wir
erinnern an die Grundbegriffe.

Definition 8.4 Sei X eine Menge, f: X — R eine Funktion und (f,)nen
eine Folge von Funktionen f,: X — R.

(a) Man sagt, die Funktionenfolge ( f,,)nen konvergiert punktweise gegen f,
wenn fiir jedes rz € X

Tim fu(z) = f(2)

gilt, also

(Vo € X)(Ve > 0)(IN e N)(Vn > N) |fu(z) — f(z)| <e.

(b) Gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N € N derart, dass fiir alle x € X

[f(z) = fulz)| <€

gilt, so sagt man, die Funktionenfolge (f,),en konvergiert gleichmdfig
gegen f. Gefordert ist also

(Ve > 0)(IN € N)(Vn > N)(Va € X) |f(z) — fulz)] < e.
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Bemerkung 8.5 Eine Folge ( f,,)nen von Funktionen f,,: X — R konvergiert
genau dann gleichméfig gegen eine Funktion f: X — R, wenn

(Ve > 0)(IN e N)(Vx € X) |f(x) — fu(2z)| <e.

Hierbei ist die Bedingung (Vo € X) |f(z) — fu(z)| < e zu

sup{[f(z) = fu(2)]: v € X} < ¢

dquivalent, also zu ||f — fulleo < . Somit gilt:

FEine Folge (fn)nen von Funktionen f,: X — R konvergiert genau dann
gleichmdfig gegen eine Funktion f: X — R, wenn ||f — fulle — 0 fir
n — o0.

Bemerkung 8.6 Es sei (f,)nen eine Folge beschrankter Funktionen
fn: X - Rund f: X — R eine beschriankte Funktion. Nach Bemerkung 8.5
konvergiert die Funktionenfolge (f,)nen genau dann gleichméBig gegen f,
wenn f, — fin (((X,R), || - ||e0)-

Satz 8.7 Fir jede nicht-leere Menge X ist ((>°(X,R), ||||c) €in Banachraum.

Beweis. Es sei (f,)nen eine Cauchyfolge in (£°(X,R), || - ||o). Gegeben
€ > 0 existiert also ein N € N derart, dass

(Vn,m 2 N) ”fn - fm”oo S g,
also
(Vn,m > N)(Vz € X) |fa(2) — fu(z)| < e (51)

Halten wir x € X fest, so gilt also |f,(x) — fi(x)| < € fir alle n,m > N.
Somit ist (f,,(x))nen eine Cauchyfolge im Banachraum (R, |- |) und folglich
konvergent gegen eine reelle Zahl f(x). Ubergang zum Grenzwert n — oo
in (51) liefert

(Vn = N) [f(z) = fm(2)| < e

Da dies fiir alle x gilt, ist also
(Vm 2 N) [|If = fmlleo < e (52)
Zudem ist || flloo < €+ || fn]loo < 00 weil

[f(@)] = 1f(2) = fn(@) + [ ()] < [f(@) = fn(@)] + | fn(@)] < e+ [ falle
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fiir alle x € X. Alsoist f eine beschréankte Funktion. Wegen (52) gilt f,, — f
fiir m — oo in (£°(X,R), || - ||co)- O

Wir wenden uns nun stetigen Funktionen zu und erinnern zunachst an eine
grundlegende Tatsache aus der Analysis 1:

Satz 8.8 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Konvergiert eine Folge ( fy)nen
stetiger Funktionen f,,: X — R gleichmdf$ig gegen eine Funktion f: X — R,
so ist auch f stetig.

Beweis. Sei x € X. Gegeben € > 0 existiert ein N € N derart, dass
|f(y) — fu(y)| < § fiir alle y € X und alle n > N. Insbesondere gilt

[f(y) = In(y)l <

Da fy an der Stelle x stetig ist, existiert ein 0 > 0 derart, dass

fir alle y € X. (53)

Wl ™

fn(y) — Fx(@)] < % fiir alle y € X mit d(z,y) < 0. (54)
Fiir all y € X mit d(z,y) < § folgt
) = f@)| = 1fy) = fv) + fnly) = In() + [n(z) = f(@)]
< [fy) = v+ fn(y) = In(@)] + [fn(@) = f2)]
e € €

< —4-4-==c

S 3 + 3 + 3 €
Hierbei wurde (54) benutzt und zweimal (53) (einmal mit dem gegebenen v,
einmal mit = an Stelle von y). Also ist f stetig an der Stelle z. a

Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist die Menge BC(X) := BC(X,R)
aller beschrankten, stetigen Funktionen f: X — R offenbar ein Untervek-

torraum von ¢>°(X,R). Wir schreiben auch || - || fiir die Supremumsnorm
auf BC(X,R),

| lloe: BC(X,R) = [0,00[, f = |[flloo-
Dies ist eine Norm wegen des folgenden Lemmas.

Lemma 8.9 Ist (E,| - ||) ein normierter Raum und F C E ein Untervek-
torraum, so st
F = 0,00, x|z (55)

eine Norm auf F.

89



Die in (55) definierte Norm nennt man die auf F' induzierte Norm.

Beweis. Sei ||z||F := ||z|| fiir x € F. Gegeben z,y € F gilt ||z||r = 0 genau
dann, wenn ||z|| = 0, also x = 0. Weiter ist ||z+y||r = ||lz+y| < ||z||+]y|| =
[zlle + [lyllp. Fir ¢ € R gilt zudem |[tzf|p = [[tx]| = [t] - ||=]| = [¢] - [lz]| 7. O

Aus Satz 8.7 und Satz 8.8 folgt nun unmittelbar:

Folgerung 8.10 Fir jeden metrischen Raum (X,d) ist (BC(X,R),| - ||o0)
ein Banachraum.

Beweis. Ist (f,)nen eine Cauchyfolge in (BC(X,R),| - ||~), so auch im
Banachraum (£>°(X,R),|| - |lo). Also existiert ein f € ¢*°(X,R) derart,
dass f, — f in ((*(X,R),| - ||oc)- Nach Bemerkung 8.6 konvergiert die
Funktionenfolge (f,)nen gleichméflig gegen f. Nach Satz 8.8 ist f folglich
stetig. Da || f — fulloo — 0, konvergiert f,, gegen f in (BC(X,R), || - |e). O

Beispiel 8.11 Man schreibt Cla, b] := C([a, b], R) fiir die Menge aller steti-
gen reellwertigen'® Funktionen f: [a,b] — R auf dem abgeschlossenen In-
tervall [a,b]. Da jede solche Funktion f: [a,b] — R nach dem Satz vom
Maximum der Analysis 1 ein Maximum und ein Minimum annimmt und
somit beschrankt ist, ist

C(la, b, R) = BC([a, b], R).

Nach Folgerung 8.10 ist C'([a,b], R) mit der Supremums-Norm also ein Ba-
nachraum.

Definition 8.12 Eine Reihe in einem normierten Raum (F, || - ||) ist eine
Folge (3°)_, ax)nen von Anfangssummen mit Summanden a; € E. Die Reihe
heifit konvergent, wenn der Limes

n
lim E ag
n—oo
k=1

der Anfangssummen in F existiert; in diesem Fall schreiben wir auch >~ 7 a,
fiir diesen Limes. Die Reihe heifit absolut konvergent, wenn

o0
> lan] < oo.
n=1

13Das Symbol Cla, b] wird manchmal auch fiir die stetigen komplezwertigen Funktionen
benutzt. Ebenso bei £*°(X).
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Satz 8.13 FEin normierter Raum (E, || -||) ist genau dann ein Banachraum,
wenn in E jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis. Sei zunéchst (E, ||-||) ein Banachraum und a,, € Emit Y>>, ||a,|| <
oo. Fiir € > 0 existiert dann ein N € N derart, dass fir alle n > N

oo n o0
Do llall = lawll| = > laxll-
k=1 k=1

k=n+1
Fir alle n,m > N, mit n > m etwa, gilt dann

€ >

n m n n 00
Sa-Sa|-| 5 alc 3 s ¥ wi<e
k=1 k=1 k=m+1 k=m+1 k=m+1

Also ist (D7 _; ax)nen eine Cauchyfolge in E und somit konvergent.

Sei umgekehrt jede absolut konvergente Reihe in E konvergent und (x,,)nen
eine Cauchyfolge in E. (Diese Beweisrichtung ist weniger wichtig und wird in
der Vorlesung iibersprungen). Wir brauchen nur zu zeigen, dass die Cauchy-
folge eine konvergente Teilfolge besitzt - die Cauchyfolge konvergiert dann
ebenfalls gegen den Grenzwert der Teilfolge (siehe Lemma C.22).

Nun finden wir nacheinander N; < Ny < --- derart, dass

(Vn,m > Ng) ||z, — 2p]] < 27k,

Somit ist (2, )ken eine Teilfolge derart, dass ||y, — an,| < 27F fir alle
i,j > k. Nach Ersetzen von (z,,)nen durch die Teilfolge (zn, )ren dirfen wir
also annehmen, dass

(Vi,§ > k) llo: — ayll < 27"

Insbesondere ist nun ||z, 1 — 23| < 27% und somit

o o0
Sl —anl € 32 < o
k=1 k=1

(Abschétzung durch geometrische Reihe). Per Voraussetzung existiert also

o0 n

Z("En-i-l —Tp) = nlggo Z(xk‘-i-l — T).

n=1 k=1

Also konvergiert auch z; + Y, (2541 — ) = Tpyr fir n — co und somit
auch die Folge (x,,)nen- O

91



Satz 8.14 (Weierstraf3scher Konvergenzsatz) Ist (X,d) ein metrischer
Raum und (f,)nen eine Folge beschrdnkter stetiger Funktionen f,: X — R

derart, dass
oo
Z | falloo < o0,
n=1

so ist die Funktionenreihe (> ;_, fr)nen gleichmafig konvergent gegen eine
beschrankte stetige Funktion f: X — R. Zudem konvergiert fiir jedes v € X
die Reihe Y o7 | fn(x) absolut und fir ihren Limes gilt > >~ | fo(x) = f(x).

Beweis. Per Voraussetzung ist die Funktionenreihe absolut konvergent. Da
(BC(X,R),| - |lo) ein Banachraum ist, konvergiert die Reihe (3 °,_, fi)nen
in (BCO(X,R),|| - |lec) gegen ein f € BC(X). Nach Bemerkung 8.6 kon-
vergiert dann Y ,_, fx fiir n — oo gleichméBig gegen f. Gegeben x € X ist

wegen | fro(2)] < ||falle mit D07 || fulle < oo die Zahlenreihe Y7 | fu(x)
nach dem Majorantenkriterium der Analysis 1 absolut konvergent. Da aus
gleichmafliger Konvergenz gegen f die punktweise Konvergenz folgt, gilt

f(@) =1imnee 34y fu(@) = 2000 fal(®). O
Die folgende Variante behandeln wir in der Ubung.

Definition 8.15 Fiir k € Ny und reelle Zahlen a < bsei C*[a, b] := C*([a, b], R)
der Vektorraum der C*-Funktionen f: [a,b] — R. Dann definiert

1 Fller = max{]| flloc, Il locs - - 11" o}
eine Norm auf C¥|a, b].

Man kann zeigen, dass (C*[a, b], || - ||c+) fiir jedes k € Ny ein Banachraum ist,
wir benotigen dies dieses Semester jedoch noch nicht.

Bemerkung 8.16 Punktweise und gleichméaflige Konvergenz von Folgen
(fu)nen von Funktionen f,: X — F mit Werten in einem Banachraum
(F,] - [|#) kann man analog zum reellwertigen Fall behandeln: Man ersetze
lediglich {iberall R durch F und |- | durch || - ||¢. Insb. kénnen Folgen kom-
plexwertiger Funktionen analog diskutiert werden. Auch ist (¢>°(X, F), ||-||s)
ein Banachraum fiir jede Menge X, mit

[fllse == sup{|lf(z)[|r: z € X}

fiir beschriankte Funktionen f: X — F. Ebenso der Vektorraum
(BC(X,F),| - |llc) der beschriankten stetigen Funktionen f: X — F, fiir
jeden metrischen Raum (X, d). In allen Definitionen, Ergebnissen und Be-
weisen des Kapitels kann R durch F' ersetzt werden und |- | durch || - || 7.
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9 Stetigkeit linearer Abbildungen;
Operatornorm

In der Analysis interessieren wir uns vor allem fiir nichtlineare Abbildungen.
Dennoch spielen auch lineare Abbildungen eine wichtige Rolle, und zwar
sowohl lineare Abbildungen von R™ nach R™ (die wir durch reelle m x n-
Matrizen beschreiben konnen) als auch lineare Abbildungen A: £ — F
zwischen normierten Raumen F und F', die nicht endlich-dimensional zu sein
brauchen. In diesem Kapitel diskutieren wir Stetigkeit fiir solche linearen Ab-
bildungen (und kurz auch die Stetigkeit bilinearer Abbildungen). Diese lasst
sich durch Endlichkeit einer sogenannten Operatornorm charakterisieren.

Satz 9.1 Sind (E,||-||) und (F,| -||r) normierte Rdume und ist a: E — F
eine lineare Abbildung,'* so definiert man die Operatornorm von o als

|lallop :=sup{||a(z)||r: z € E mit ||z||g < 1} € [0, 00].
Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
(a) a: E — F ist stetig an der Stelle 0;
(b) a: E — F ist stetig;
(c) « ist ein sogenannter beschrénkter linearer Operator, d.h. ||a||op < 00.

In diesem Fall ist o Lipschitz-stetig, insb. gleichmaf$ig stetig. Weiter gilt
Ve e E)  fla@)|r < lallopllzlz. (56)

Beweis. (b)=(a) ist trivial.
(a)=>(b): Gegeben ¢ > 0 existiert ein § > 0 derart, dass

(Vy € E) [lylle <6 = [la)llr <e.
Fir x € F und alle y € F mit ||y — z|| < 0 gilt dann
ley) — a(@)||lF = [laly — 2)[lr <e.

Also ist a an der Stelle z stetig.

M Also a(te + sy) = ta(x) + sa(y) fiir alle z,y € E, t,s € R.
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(a)=(c): Ist « stetig in 0, so gibt es ein § > 0 derart, dass ||a(z)||r < 1
fir alle x € E mit ||z||p < §. Fiir alle z € F mit ||z||p < 1ist ||0z|g =
d|z|| g < 4§, somit

1
le(@)llr = 5lla(d)lr <

)

ST

somit ||a||op = sup{||Az||r: ||z]|g <1} < % < 00.
(c)=(a): Wir iiberlegen zunéchst, dass aus (c¢) die Abschétzung (56) folgt.
Ist z = 0, so ist (56) klar. Ist z # 0, so ist wegen der positiven Homogenitét

1 1
~ L =12,
lela ||, = Tells
somit .
la@)llr = lells ||a (—x) < Jizlllallop.
||$||E F

Also gilt (56). Ersetzen wir dort x durch « — y, so sehen wir, dass

Vo,y e E)  la(z) —a(y)llr = llalz = y)lr < llallopllz =yl

Also ist « Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L = || - ||op- O

Beispiele 9.2 (a) Fiir jedes k € {1,...,n} ist die Projektion

pri: R" = R, (21,...,2,) — %
auf die kte Komponente stetig auf (R™, || - ||) mit || pry ||op = 1. Ist ndmlich
r=(21,...,2,) € R" mit 1 > ||z||cc = max{|z1|,..., |z,|}, soist |pry(z)] =

|zx] < 1. Bildung des Supremums tiber alle « liefert || pry, ||op < 1. Fiir den
Einheitsvektor = := ey, ist ||z||oo = 1 und prj(z) = 1. Also ist || pry, [|op = 1.

(b) Der Ableitungsoperator
D: C'0,1] = C[0,1], f+ f

ist linear und stetig mit Operatornorm ||D|o, < 1, wenn wir C*[0, 1] mit
|- llcr (wie in Bemerkung 8.15) und C[0, 1] mit [| - [|o, versehen. Das rechnen
wir in der Ubung nach (und ebenso die Aussagen aus (c) und (d)).

(c) Wie zuvor sei C[0, 1] der Raum der stetigen reellwertigen Funktionen auf
[0,1] und C'[0,1] der Raum der C'-Funktionen. Versehen wir (was recht
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unnatiirlich ist) beide Rdume mit der Maximumnorm, so ist der Ableitungs-
operator D: C'[0,1] — C°[0, 1] unstetig.

(d) Analog zu (b) ist
D: C"o,1] — C"[0,1], f f

stetig von (C"*10,1], ]| - ||gn+1) nach (C™[0,1], ]| - ||c»), mit Operatornorm
[1Dllop < 1.

Bemerkung 9.3 Ist a: £ — F eine lineare Abbildung zwischen normierten
Raumen (E, || - ||g) und (F,| - ||r) derart, dass fiir eine reelle Zahl C' > 0

la(x)]|rp < Cllz||p firalle x € E, (57)

so ist « stetig mit |lall,, < C. Fir z € F mit ||z||g < 1 ist wegen (57)
namlich
la(@)|[r < Cllzlls < C

Bildung des Supremums ||a|o, tiber alle z liefert ||a|op < C.
Zusammen mit (56) schlieBen wir:

Ist « stetig, so ist ||a||o die kleinste Konstante C' mit (57).

Ist a: E — F eine lineare Abbildung zwischen Vektorraumen, so gilt
(L) - St
k=1 k=1

fiir alle n € Nund 2y, ..., 2, € E. Im Fall einer stetigen linearen Abbildung
zwischen normierten Raumen gilt Entsprechendes fiir unendliche Reihen:

Satz 9.4 Ista: E — F eine lineare Abbildung zwischen normierten Raumen
(E.||-lg) und (F,| - ||F), so ist fir jede konvergente Reihe Y - xy in E die
Reihe > 7 a(xy) in F konvergent und

a (Z xk> = Za(zk).

k=1

Ist Y "p2 | xy, in E absolut konvergent, so ist die Reihe Y - axy) in F absolut
konvergent.
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Beweis. Die erste Aussage gilt, da
o ka =a | lim Zxk> = lim « <ka> = lim Zoz(xk) = Za(mk).
k=1 [ e = S k=1
Ist Y, | x) absolut konvergent, so ist > -, |lzx|lg < co. Da
(i) |7 < llellop il 2,

ist die konvergente Reihe >~ ||lop||zk| £ eine Majorante fiir Y 7, |l (zx)|| F,
letztere Reihe also konvergent nach dem Majorantenkriterium der Analysis 1
und somit die Reihe "7, a(z)) absolut konvergent. O

Lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorraumen sind au-
tomatisch stetig.

Satz 9.5 Seien n,m € N und (F,|| - ||) ein normierter Raum. Dann gilt:
(a) Jede lineare Abbildung o: R™ — F' ist stetig. Insbesondere gilt:

(b) Jede lineare Abbildung o: R™ — R™ ist stetig.

Beweis. Es seien ¢; = (1,0,---,0), ..., e, = (0,...,0,1) die Standard-
Basisvektoren des R™. Offenbar ist (b) ein Spezielfall von (a). Um (a) zu
beweisen, sei = (z1,...,2,) € R" mit ||| < 1. Dann gilt |z;| < 1 fir

allei € {1,...,n}. Mit x = >_"" | x;e; erhalten wir

la(@)ll = | Y zialen)|| < Y lail llate) ] < Y llader)]]-
i=1 i=1 i=1
Also ist [laflop < D00, |lafe;)]| < oo, folglich « stetig. O

Bemerkung 9.6 Wir schreiben R™*" fiir den Vektorraum der m xn-Matrizen.
Jeder Matrix A € R"™*" konnen wir eine lineare Abbildung

oa: R" > R"™, x+— Ax

zwischen Raumen von Spaltenvektoren zuordnen, die Multiplikation der gegebe-
nen Matrix mit Vektoren. Wihlen wir auf £ = R” eine Norm || - ||z und
auf F' = R™ eine Norm || - ||, so ist ¢4 nach Satz 9.5 stetig. Nach Satz 9.1
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ist die Operatornorm der linearen Abbildung ¢4 also endlich. Wir kénnen
daher der Matrix A wie folgt die Zahl

||AH0p = ||¢AHOp € [0, 00]

zuordnen. Man nennt diese die Operatornorm der Matriz A (bzgl. den
gegebenen Normen || - ||z und || - ||F). Es ist also

[Allop := sup{||[Az||p: 2 € E mit |z[g < 1}.

Ist A € R™™ eine quadratische Matrix und || - || eine gegebene Norm of R”,
so geniigt meist der Fall || - ||g :== || - ||F := || - ||; wir nennen

[Allop = sup{[|Az]|: z € £ mit |[z[| < 1} € [0, 00]
die zu || - || gehdrige Operatornorm von A € R™*".
Satz 9.7 Gegeben n € N sei || - || eine Norm auf R™ und
I flop: R — R
die zugehorige Operatornorm. Dann gilt:
(@) || - |lop ist eine Norm auf R™™ und (R™ ™, || - ||op) ist ein Banachraum.
(b) Fiir die Einheitsmatriz 1,, gilt ||1,]|op = 1.
(c) (Submultiplikativitdt). Fir alle A, B € R™™ gilt || AB|lop < || Allop||B]lop-
(d) Fiir alle A € R™™ und k € Ny gilt || A*]|op < (| A]lop)*-

Beweis. (a) Per Definition ist ||All,, > 0 fiir alle A € R™*".

Definitheit: Ist A nicht die Nullmatrix 0,, so ist die jte Spalte v; von A nicht
Null fiir ein j € {1,...,n}. Sind ¢; = (1,0,...,0)7,... e, = (0,...,0,1)T
die Standard-Einheitsvektoren in R", so ist also Ae; = v; nicht der Nullvektor
und somit

[ Ae;]| >0,
folglich | Allop > [[Apesll = 1l Aesll > 0.
Subadditivitédt: Sind A, B € R™*", so gilt fiir alle v € R™ mit |jv]| <1

(A + B)o| = [[Av + Bo|| < [[Av]| + [[Bu]| < [[Allop + | Blop-
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Bildung des Supremums iiber alle v liefert ||A + Bllop < [|A]lop + || Blop-

Positive Homogenitét: Sei t € R. Ist t = 0, so ist [[tA|op = ||Onllop = 0 =
1 Allop < [¢] [ Allp- Tst £ 0, 50 st

[t Av[| = [¢] || Av]

fiir alle v € R™ mit [|v|| < 1. Da Multiplikation mit || > 0 ein Ordnungsi-
somorphismus von (R, <) ist (bzw. wegen einer wohlbekannten Rechenregel
der Analysis 1), folgt

—F —E
[tAllop = sup{[t] [[Av]|: v € By (0)} = [t] sup{||Av]|: v € By (0)} = [t | A]lop-

(b) Fiir allev € R" mit ||v|| < 1ist ||1,v|| = ||v]] < 1; Bildung des Supremums
iiber alle v liefert

lnllop < 1.
Dawv := ”6_11H ein Vektor mit ||v|| = 1 ist, ist weiter ||1,||op > || Lnv|| = ||v]| = 1,

somit ||1,]|op = 1.

(c) Fiir alle A, B € R™*" gilt fiir alle v € R” mit |jv]| <1
[ABo|| < [|Allop|[ Boll < [[Allop|| Bllopllv]l < [ Allop | Bllop

unter zweimaliger Benutzung von (56). Bildung des Supremums iiber alle v

ergibt ||ABH0p < ||A||0p||B||op‘

(d) Fiir k = 0 ist ||A¥|op = H1n||Op =1 = (||[Allop)*. Induktionsschritt:
Ist k € Ny und gilt bereits | A¥|o, < [|A]l%), so folgt unter Benutzung der
Submultiplikativitat der Operatornorm

1A Hlop = 1A% Allop < [A* lopll Allop < IANIGIIANlop = [l AllGH

op 7’

was den Beweis beendet. O

Definition 9.8 Sei n € N. Fiir jede Matrix A € R™" gilt [|A¥|,, <
(HAHOp)k fiir jedes k und somit

o0 [e.e] 1
5[] < 0t = e < oo
k=0 op k=0
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Die Reihe Y777 ) £ A" ist in (R™", || - [|op) also absolut konvergent und somit
konvergent, da R™*" als endlich-dimensionaler Vektorraum vollstandig (also
ein Banach-Raum) ist. Wir definieren

(e o]
et = E
k=0

Die Definitionen, Séatze und Beweise des Kapitels funktionieren ebenso fiir C

statt R. Insbesondere konvergiert (58) auch fiir jede komplexe n x n-Matrix
AeCrm,

| —

AR (58)

o

Bemerkung 9.9 Machen wir uns noch genauer klar, was die Konvergenz der
Reihe (37" 4 A% )men, von Matrizen bedeutet, und allgemeiner die Konver-
genz einer Folge (A,,)men von n X n-Matrizen gegen eine n x n-Matrix A.

Indem wir eine n X n-Matrix

Z1
A —
ZTL
aus R™*"™ mit den Zeilen z1, . .., z, mit dem Zeilenvektor (zy, 22, ..., 2,) € R"’

identifizieren, identifizieren wir R™*" mit R™. Die beschriebene Zuord-
nung ist insbesondere ein Isomorphismus von reellen Vektorraumen. Eine
Folge (A;)men in R™*™ konvergiert genau dann gegen A € R™*"™, wenn jede
Komponente der Zeilen von A,, gegen die entsprechende Komponente der
Zeile von A konvergiert (siche Bemerkung 7.20 und Bemerkung 7.19); es
miissen also alle Matrixeintrage konvergieren. In Formeln: Schreiben wir fiir
A= (ay)ij=y und 4,5 € {1,...,n}

pri,j(A) = Qyy,
so muss fiir alle 2 und j gelten
pr; j(Am) = pr; ;(A)  fiir m — oo.
Analog in C™*".
In Teil (c¢) des folgenden Satzes versehen wir £ x E mit der Maximum-Norm,

1z, Y)lloo := max{][lz], [[y]l} fiir 2,y € E,
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wie in Bemerkung 7.28(b). Ebenso versehen wir in Teil (e) das kartesische
Produkt R x E mit der Maximum-Norm,

|(t, 2)]| 0o := max{|t],||x]|} firt€Rundz € E.

Satz 9.10 Fir jeden normierten Raum (E,|.||) sind folgende Abbildungen
stetig:

(a) Fiir festest € R die Homothetie hy: E — E, x — tx;
(b) Fir festes x € E die Translation t,: B — E, y— y+ x;
(¢) Die Addition a: Ex E — E, a(z,y) ==z +y;
(d) Fiir jedes x € E die Abbildung t,: R — E, t — tz.
Weiter ist folgende bilineare Abbildung stetig:
(e) Die Multiplikation p mit Skalaren, p: R x E — E, u(t, x) :=tx.

Beweis. Wir beweisen (und benutzen) zundchst nur (a)—(d):

(a) hy ist linear. Firz € E mit ||z| < List ||h(2)]| = [|tz| = [¢]-||=|| < |t
somit ||h|op < [E]-

(b) Es ist [|£z(y) —t(2)I| = I(z+y) = (z+2)[| = lly — 2| < Ly — 2| mit
L =1, d.h. t, ist Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L = 1.

(c) Die Abbildung « ist linear. Sei (z,y) € E x E mit 1 > [[(z,y)|lcc =
mac{ ], lyll}. Dann ist la(z, )| = 12+l < 1ol + 1yl < 1+1 = 2. Also

ist ||a|op < 2.
(d) Die Abbildung ¢, ist linear. Sei ¢t € R mit |¢| < 1. Dann ist ||¢,(¢)| =
[t]l = [t] - llz]] < ll=]], also [|ezllop < [l

(e) Sei (t,)nen eine konvergente Folge in R mit Limes ¢ und (z,),en eine
konvergente Folge in E mit Limes x. Da |t,,| gegen |t| konvergiert, ist (|t,])nen
eine beschrankte Folge. Die Behauptung gilt, da

thxn —tz|] = |[thzn — thr + tox — tz|| < ||thx, — thx|| + |[the — tx||
= talllzn — 2l + |tn — 2] |2 = 0

fur n — oo. O

Satz 9.11 Es seien (Ey, |- ||1), (Ea, || - ||l2) und (F,| - ||r) normierte Raume.
Fiir eine bilineare Abbildung 3: E1 X Fy — F sind dquivalent:
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(a) [ st stetig.
(b) B ist stetig in (0,0).
(c) Esist

1Bllop = sup{[|5(z, y)||r: (2,y) € Ex x By mit [[z]ly <1 und |y|l2 <1} < oco.

In diesem Fall gult

(Ve e En)(Vy € Ea)  [[B(z,y)llr < [1Bllopllzll1]lyl]2- (59)

Hierbei wird in (a) und (b) E; x Es mit der Maximumnorm versehen,

12, y)loo = max{[z[|y, lyll2}  fiir (z,y) € By X Es.

Beweis. Die Implikation (a)=-(b) ist trivial.
Gilt (b), so existiert ein € > 0 derart, dass

—El ><E2

B (0,0) C B~(B, (0)),

£

wobel

—E1 XEQ

B (0,0) = {(z,y) € By X By max{|[z]y, yll2} = l[(z,9)]lc <€}
= B_.'(0) x B_*(0).

Sind (z,y) € Ey x Ey mit ||(z,9)]lw < 1, so ist ||(ex,ey)|| < €, folglich

1 1
) |B(ez, ey)||r < =
<1

1
I3t )l = | ZAtenen)

F

Also ist [|B]lop < & < 0o und (c) gilt.

Wir zeigen nun, dass aus (c¢) die Abschétzung (59) folgt. Seien (z,y) €
Ey x Ey und t, s > 0 positive reelle Zahlen mit ¢ > ||z[|; und s > ||y||2. Dann
gilt [|1z]l1 = {]lz]l1 <1 und [|2y[]s < 1, somit

i), =2 G 2)

~
<[1Bllop

=1s
F

18z, y)llF =

< t5]|Bllop-
£
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Ubergang zum Infimum in ¢ und dann in s liefert || 8(z, ) |7 < [|z]l1][y]2]|8]lop-

Gilt (c), so zeigen wir die Stetigkeit von § an einer gegebenen Stelle
(x,y) € E1 X Ey. Seien hierzu (x,,y,) € Ey X Ey mit (z,,y,) — (z,y), also
xn, — x und y, — y fir n — oco. Wegen Satz 7.10 gilt dann ||z,|1 — [|z|
fir n — oco. Unter Benutzung von (59) schliefen wir, dass

”B('rvy) - /B(xmyn)HF < ||6(x,y) - B(xmy)HF + ||B(~Tn,y) - ﬁ(xmyn)HF
= 8z — 20, y)llr + 1820,y — ya)llr
<z = aally [yll2lBllop + [zl [y = ynll2 [ Bllop — 0
— N~ —

—0 —|lz]|1 —0

fir n — oo und somit B(x,,y,) — B(z,y). Also ist 8 an der Stelle (z,y)
stetig. O

Beweis von Satz 9.10(e). Sind ¢ € R mit |[¢| < 1 und z € E mit ||z] <1,
so ist ||ju(t, z)|| = ||tz|| = [t] - [|z|| < 1, also ||p]lop < 1 < 0o und folglich u
stetig. [J

Bilineare Abbildungen auf endlich-dimensionalen Definitionsbereichen sind
automatisch stetig.

Satz 9.12 Seienn,m,k € N und (F,||-||) ein normierter Raum. Dann gilt:
(a) Jede bilineare Abbildung 5: R" x R™ — E ist stetig. Insbesondere gilt:
(b) Jede bilineare Abbildung B: R™ x R™ — R* stetig.

Beweis. (b) ist ein Spezialfall von (a). Beweis von (a): Es seien e; =
(1,0,---,0), ..., e, =(0,...,0,1) die Standard-Basisvektoren des R™. Ana-
log dazu seien f1,..., f,, die Standard-Basisvektoren des R™. Fir z =
(x1,...,2n) € R, y = (y1,.. ., Ym) € R™ mit [|2]|ec < 1 und |Jyllec <1
folgt mit @ = Y 71" | wie;, y = 3770 v fj, dass

18yl =D > wwiBlen )| < D> laal lysl 1BCen Sl < YD I1Bess fi)l-
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Also ist [|Bllee < D20y 250y [1B(eis f5)| < oo, folglich § stetig. O
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Satz 9.13 FEs seien (Ey, || - ||1), (B2, | - |l2) und (F,| - ||r) normierte Riume
und B: Ey X Ey — F eine stetige bilineare Abbildung. Weiter sei Y -, ax
eine konvergente, absolut konvergente Rethe in Ey und 2 by eine konver-

gente, absolut konvergente Reihe in Ey. Dann ist die Reihe )" ¢, mit den

Summanden
o= > Blakbe)

k,0)ENZ mit
( 0
k+l=n

i F' konvergent und absolut konvergent, mit Limes
> oS 3on).
n=0 k=0 =0

Beweis. Da

0o o0
A3:Z||ak||l <oo und B ::Z|’bz||2 < o0,
k=0 =0

gilt nach der Cauchyschen Produktformel der Analysis 1

n=0

mit
Coi= > llaxll]lbell2-

k+l=n

Aus der Analysis 1 wissen wir, dass Produkte konvergenter Zahlenfolgen
gegen das Produkt der Grenzwerte konvergieren. Also gilt

AB = lim (Dmm) (Zubeuz) ~ 1 3 el
k=0 =0 o t=0
Schreiben wir A,, fiir die Menge aller (k,¢) € N2 mit k + ¢ < n und
R, :={0,...,n}*\ A,

SO 1st

S Cu= 3 faulilbel:

m=0 (k) eA,
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und

0 = AB-AB= (7}1_{20 Z H%H1|’b£|’2> — (JE&ZCm>
k=0 m=0
= lim Z lagllloellz = > Nlalallbell2
k=0 (k0 €A,
= lim > lalalibellz-
(k,0)ERn
Sei nun a := >~ ap und b:= >, by Da >} jar —aund >, by — b

fiir n — oo, gilt
<Z CLmZbg) CL b
k=0

in Ey X Ey, versehen mit der Supremumsnorm (siche Satz 7.29 (b)). Da
stetig ist, folgt

Bla,b) = lim f (Z ak,Zbg> = lim Z B(ax, be).
k=0

Nun gilt

> Blarbe) =Y em

k,4=0 m=0 F

= {[> Blawb) = D Bla,be)
k=0 (k,Z)GAn F

= || Y. Blaxb)
(k,6)€ R, r

< > 1Bllopllarlllibellz
(k,0)ERy

= 1Bllop D~ Naxlallbell — 0

(k,6)€Rr
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fiir n — oo. Es folgt

Zcm—Zﬁak,bg (Zﬁak,bg Zcm>—>ﬁ(a,b)—0:ﬁ(a,b)

k,£=0 k=0

fiir n — oco. Die Reihe Y7 ¢, ist also konvergent mit Limes ((a, b). Zudem
ist sie absolut konvergent, da

n n
S lewle < 10 > o
m=0 m=0

mit Y, C,, < oo; hierbei wurde die Abschétzung

Z B(ax, be)

k+l=m

> IBlar,b)lle < 1Bllop Y llarlibellz = 1BllopCrn

F k+l=m k+4=m

lemllr =

benutzt. O

Sind (E,|| - ||g) und (F,| - ||r) normierte Rdume, so schreiben wir L(E, F)
fiir die Menge aller stetigen linearen Abbildungen ov: E — F. Wir kiirzen ab

L(EE):=L(E).
Analog zu Satz 9.7 gilt:

Satz 9.14 Jede Linearkombination von stetigen linearen Abbildungen von E
nach F ist wieder stetig und linear, also L(E, F) ein Untervektorraum des
Vektorraums F¥ aller Funktionen von E nach F. Weiter ist

|- llop: £(E, F) = R, v [lar][op
eine Norm auf L(E, F).
Beweis. Sind «, 5 € L(E, F), so ist
a+p:E—F, - alx)+ [(x)
linear. Fir alle z € F mit ||z|g <1 gilt
(e + B) () llr = lla(z) + B(@)][r < [la@)]r + [18(2)lr < llallop + [15]op-
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Bildung des Supremums iiber alle z liefert ||a + Sllop < ||llop + [|B]|op, SO
dass insbesondere ||a + S||op < 00 und somit o+ 3 € L(E, F).

Positive Homogenitét: Sei ¢t € R. Ist ¢t = 0, so ist [[ta|lop = [|0]jop = 0 =
] lalop < [¢]lop. Tst £ # 0, so st

[(te) (@) || p = [t} [le(2) | o

fir alle x € E mit ||z||g < 1. Da Multiplikation mit |t| > 0 ein Ordnungs-
Isomorphismus von (R, <) ist, folgt

ltallop = sup{[t] a(@) || p: = € BY (0)} = [t sup{fla(@)]|: @ € By (0)} = [t] [|a]op.

Insbesondere ist ||talop, < 00, also ta € L(E, F). Nach dem Vorigen ist

L(E, F) ein Untervektorraum von F¥ und | - ||op ist subadditiv und positiv
homogen.

Definitheit: Ist o € L(E, F) mit a # 0, so ist a(x) # 0 fiir ein x € E. Dann
ist flallp 2 la(2—)llp = T la(@) |7 > 0. 0
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10 Die Matrix-Exponentialfunktion

In Definition 9.8 haben wir bereits
S
k=0

kennen gelernt fiir A € R™" und allgemeiner fir A € C"*". In diesem
Kapitel erlautern wir, wie sich e im Prinzip immer explizit berechnen lésst.
Allgemeiner berechnen wir

| —

k
A

I

etA

fiir t € R (was et = e/ ergibt im Spezialfall t = 1), weil in vielen Anwendun-
gen tatsichlich e benotigt wird und die ¢-Abhingigkeit dann von Interesse
sein kann (zum Beispiel, ob ¢4 — 0,, fiir t — o).

Die Abbildung
exp: C"" — C™"

(und die entsprechende Abbildung R™" — R™ ™) nennt man die Matriz-
Ezxponentialfunktion.

Die folgenden elementaren Eigenschaften der Matrix-Exponentialfunktion
sind ganz wesentlich.

Satz 10.1 Es seien A, B € C"*™. Dann gilt:
(a) Fiir die n X n-Nullmatriz 0, ist e® = 1,, die n x n-Einheitsmatriz.

(b) (Diagonalmatrizen). Fir all Ay, ..., \, € C gilt

(¢) (Block-Diagonalmatrizen). Ist A = diag(Ay, ..., A,) eine Blockdiago-
nalmatriz, wobein =ny +---+n, und A; € C*>*™ firj e {1,...,r},
50 st

(d) Ist T € C™™ eine invertierbare Matriz, so gilt eTPT " = TeBT1.

(e) Vertauschen die Matrizen A und B (d.h. gilt AB = BA), so ist eATP =
etel.
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(f) Fiir alle s,t € R ist elt+9)4 = etAesA,
(g) Esist et eine invertierbare Matriz, mit (e*)™! = e~4.
(h) Ist A nilpotent mit A™ =0, so ist e = S ) HAF.

Bemerkung 10.2 Satz 10.1 ermdglicht uns (zumindest im Prinzip), fiir jede
Matrix A € C™*" und jedes t € R die Matrix

etA

explizit zu berechnen, wie folgt: Nach dem Satz tiiber die Jordansche Nor-
malform aus der Linearen Algebra 2 existiert eine Matrix B € C™*™ in Jor-
danscher Normalform derart, dass

A=TBT!

mit einer invertierbaren Matrix 7' € C™*". Es ist also B eine Blockdiagonal-
matrix

B = diag(Jy,...,J;)
mit gewissen Jordan-Blocken Ji, ..., J,.. Dann ist
tA=TtB)T™*
mit tB = diag(t.Jy,...,tJ,) und nach Satz 10.1 (d) und (c) folglich
e =TeBT™! = Tdiag(tJy,. .., tJ)T 7

Wir miissen also nur noch e*’/ berechnen kénnen fiir einen Jordan-Block J €
Cm™>*™ der Form

A1 0 0 0
0O X 1 0 0
J = =1+ N
0 0O 0 X 1
0 0O 0 0 X
mit A € C und
0O 1 0 O 0
o o 1 0 --- 0
N: ..‘ ... ..' ... ..‘ eCme'
0 0O 0 0 1
0 0O 0 O
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In den Potenzen N* rutscht die Nebendiagonale mit Einsen in jedem Schritt
eins weiter in die rechte obere Ecke; ist etwa m = 4, so ist

0100 0010 0001
0010 2 | 0001 3 | 0000
N_0001’N_OOOO’N_OOOO’
0000 0000 0000
und somit
1t t2/2 13/6
gy _ [ 01t t2/2
00 1 t
00 O 1
Fir allgemeines m € N ist analog
1t 32 t3/6 -+ t™ Y/ (m—1)!
m1 0 1 ¢t /2 - tm2/(m—2)!
IN _ L okark _ A S :
e = Z k;!t N¥ = : . . ) :
k=0 0 --- 0 0 1 t
o - 0 0o 0 1
Da die Matrix tA1 (als Vielfaches der Einheitsmatrix) mit tN vertauscht,
folgt mit Satz 10.1 (b) und (e) weiter
1t /2 #/6 - t"™ 1/ (m—1)
0o 1 ¢t /2 - t"2/(m—2)!
et] — et)\l-i-tN — et)\letN — et)\etN — et/\ . . .. .. ..
o --- 0 0 1 t
o --- 0 0o 0 1

Mithilfe der Jordanschen Normalform koénnen wir e also berechnen (und
insbesondere e?), oder jedenfalls im Prinzip — da wir die Transformations-
matrix 7" und die Jordansche Normalform B von A natiirlich nicht immer
explizit kennen (dies erfordert ja Kenntnis der Eigenwerte und somit Kennt-
nis der Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A, eines Polynoms
nten Grades!)

Beweis von Satz 10.1. (a) Da (0,)* = 0, fiir alle k € N, ist % =
Ziozo %(On)k = %(On)g =1,.

109



(b) Fiir jedes k € Ny ist (diag(\y, ..., \,))" = diag(\}, ..., \F), somit

N N N
Z dlag (M- An))F = diag (Z yklf”ZyAi) :
=0 k=0 k=0

Fiir N — oo folgt die Formel aus (b).

(c) Wird analog bewiesen; man ersetze Ay, . .., A, durch die Diagonalblécke
Ay, ..., A, im Beweis von (b).

(d) Fiir N € Ny ist

?:|~

|
M\
Es folgt
Al Al
Bp—1 : Lk -1 _ L pk —1
T - T(&;I%OZMB)T ]&;I%OT<ZMB)T
k=0 k=0
N
= lim Y —(TBT ) =BT

N—oo

(e) Die Reihen Y ;7 A% und >°77 ) LB sind absolut konvergent. Da
die Matrixmultiplikation

CTLXTL X (CTLXTL — CTLXTL

bilinear ist, konnen wir die Cauchysche Produktformel anwenden (in der
Fassung von Satz 9.13). Die Reihe

- 1.1 ,
E ¢ mit ¢ = E — A __Bk-i
L™ g 31 (k=)

ist daher absolut konvergent und es ist

P gAY B =D =
k=0 k=0 k=0
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da

k—7 __ k—j5 __ k
%= klz T klz< )AJB : k!(A+B)

unter Benutzung des binomischen Lehrsatzes. Dessen Beweis aus der Anal-
ysis 1 fiir den Fall von Zahlen bleibt hier giiltig, da wir mit einer einfachen
Induktion zeigen konnen, dass

BAF = A*B

fur alle £ € Nj.

(f) Da die Matrizen tA und sA miteinander vertauschen, gilt nach (e)
p(IH9)A _ ptA+sA _ LA sA

(g) Da A und —A vertauschen, gilt nach (e) und (a) 1,, = €% = eA+(=4) =
ete™4. Also ist e invertierbar mit Inverser e=4.

(h) Ist A™ = 0,, so ist auch A¥ = 0, fiir alle & > m und folglich

A _ 00 m—1
€ o wAt =200 Al O

Die folgende Beobachtung wurde in der Vorlesung tibersprungen.

Satz 10.3 Die Matriz-Exponentialfunktion exp: CV" — C™", A — et ist
stetig.

Beweis. Es sei ||-|| eine Norm auf C" und ||- ||, die zugehdrige Operatornorm
auf C™*". Es geniigt zu zeigen, dass fur jedes r > 0 die Funktion exp auf der
offenen Kugel

={AeC™": [[Allop <7}

stetig ist, denn jede Matrix ist in einer solchen Kugel enthalten. Fiir m € Ny
betrachten wir nun die Abbildung

1
fm: B—C"™" A —A™.
m!
Dann ist f,, stetig und beschrankt mit

[ fon(A)llop = —HAmHop < —HAHOp <

fiir alle A € B, so dass also'®

1 fmlloo = SUp{[l fon(A)lop: A € B} < %

158tatt der Ungleichung gilt sogar Gleichheit, da fur jedes t € [0, r[ die Matrix A = t1,,
in B enthalten ist und || fi (4)]lop = m,tm||1n||op was fiir ¢ — r gegen =+ strebt.

m!

t™
‘ml)
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Wegen
o0 oo /rm
ZHmeooSZ%:e’Koo
m=0

m=0
ist auch >~ || fin|loc < 00. Nach Satz 8.14 und Bemerkung 8.16 konvergiert
die Funktionenfolge (3~]"; fk)men, filr m — oo gleichméfBig gegen exp | und
exp |p ist stetig. O

Bemerkung 10.4 Die Matrix-Exponentialfunktion wird uns im weiteren
Verlauf der Vorlesung wieder begegnen. In Satz 15.17 werden wir sehen,

dass

ie“‘ = Aett = A,
dt

Dies ermoglicht uns schliellich in Satz 27.18, Losungen gewisser Systeme von
Differentialgleichungen in sehr einfacher Form mit Hilfe der Matrixexponen-
tialfunktion anzugeben.
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11 Topologien und Stetigkeit

Fiir n > 2 ght es auf R” viele verschiedene Normen, wie wir gesehen haben;
jedoch ergibt jede Norm || - || auf R™ die gleiche Menge

O :={VCR": (Ve € V)3e>0)Bll(z) CV}

von offenen Mengen (siehe Lemma 7.18). Fiir viele interessante Sachverhalte
ist die gewahlte Norm || - || (oder zugehérige Metrik d(z,y) := ||z — y||) irre-
levant und diese lassen sich allein unter Benutzung von (R, O) diskutieren.
Dies 6ffnet den Blickwinkel fiir Situationen, in denen vielleicht keine Metrik
verfiighar oder naheliegend ist, aber dennoch ein System O von Teilmengen V'
einer Menge X. Wir erinnern an Eigenschaften der Menge O aller offenen
Teilmengen eines metrischen Raums (X, d), wie in Satz C.7:

11.1 (O1) Esist 0 € O und X € O.
(02) Fiir jede Familie (V;);e; von Mengen V; € O ist (U, V; € O.
(03) Fiiralle Vi € O und Vo, € O ist V1 NV, € O.

Definition 11.2 Sei X eine Menge und P(X) ihre Potenzmenge (die Menge
aller Teilmengen von X). Eine Menge O C P(X) von Teilmengen von X
wird eine Topologie auf X genannt, wenn die Bedingungen (O1), (O2) und
(03) aus 11.1 erfiillt sind. Ist X eine Menge und O eine Topologie auf X, so
nennt man das Paar (X, O) einen topologischen Raum.

Definition 11.3 Sei (X, Q) ein topologischer Raum.
(a) Wir nennen eine Teilmenge V' C X offen, wenn V' € O.

(b) Eine Teilmenge V' C X heifit offene Umgebung eines Punkts = € X,
wenn V offen ist und z € V.

(c) Eine Teilmenge W C X heifit Umgebung eines Punkts = € X, wenn
eine offene Umgebung V' von x existiert mit V' C W.

(d) Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

Jede offene Umgebung W eine Punkts x ist auch eine Umgebung von z (man
nehme oben V := W).
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Bemerkung 11.4 Mit den de Morganschen Regeln folgen aus (O1)—(O3)
die folgenden Eigenschaften von abgeschlossenen Mengen in einem topolo-
gischen Raum (X, O):

(a) @ und X sind abgeschlossene Mengen;

(b) Fiir jede Familie (A;)jc; von abgeschlossenen Mengen mit J # ) ist
cs A; abgeschlossen.

(c) Sind A; und A abgeschlossene Teilmengen von X, so ist A; U A
abgeschlossen.

Lemma 11.5 FEs sei (X, O) ein topologischer Raum und M C X eine Teil-
menge. Dann sind dquivalent:

(a) M ist offen,
(b) M ist eine Umgebung von jedem x € M.

Beweis. (a)=(b): Ist M offen, so ist M eine offene Umgebung von jedem
x € M.

(b)=(a): Ist M eine Umgebung von jedem x € M, so existiert eine offene
Umgebung V, von z mit V,, C M. Dann ist

M= J{zytc |V M,

xeM zeM

also M = |J,cp Vo offen als Vereinigung offener Mengen. O

Definition 11.6 Es seien (X,0Ox) und (Y,Oy) topologische Rédume und
f: X — Y eine Abbildung.

(a) f heifit stetig an einer Stelle x € X, wenn fiir jede Umgebung V' von
f(z) in Y das Urbild f~*(V) eine Umgebung von z in X ist.

(b) f heifit stetig, wenn f an jeder Stelle x € X stetig ist.

Wegen Lemma C.13 ist im Falle metrischer Rdume (X, dx) und (Y, dy) die
gerade gegebene Definition von Stetigkeit an einer Stelle z (und somit auch
die Definition von Stetigkeit) dquivalent zur bei metrischen Raumen tiblichen
Definition.

Analog zu Satz C.14 haben wir:
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Satz 11.7 Seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Rdaume. Fir eine Funk-
tion f: X — 'Y sind daquivalent:

(a) f ist stetig, also stetig an jeder Stelle x € X ;

(b) Fliir jede offene Teilmenge V von'Y ist das Urbild f~*(V') eine offene
Teilmenge von X;

(c) Fiir jede abgeschlossene Teilmenge A von'Y ist das Urbild f~'(A) eine
abgeschlossene Teilmenge von X.

Beweis. (a)=-(b): Sei V C Y offen und = € f~!(V). Da V eine Umgebung
von f(x) ist, ist f~1(V) eine Umgebung von z. Nach Lemma 11.5 ist f~' (V)
offen.

(b)=-(c): Ist A eine abgeschlossene Teilmenge von Y, so ist Y \ A eine
offene Teilmenge von Y, somit nach (b)

FYNA) =X\ f(4)

eine offene Teilmenge von X. Also ist f~'(A) abgeschlossen.
(¢)=(b): Ist V eine offene Teilmenge von Y, so ist Y\ V' eine abgeschlossene
Teilmenge von Y, somit nach (c)

FRYAV) =X\ (V)

eine abgeschlossene Teilmenge von X. Also ist f~!(V) offen.

(b)=(a): Ist z € X und W C Y eine Umgebung von f(z), so gibt es
eine offene Umgebung V von f(z) in Y mit V' C W. Nach (b) ist f~(V)
offen. Da z € f~1(V), ist f~1(V) eine offene z-Umgebung und somit auch
FY(W) 2 f74(V) eine Umgebung von x in X. Also ist f an der Stelle x
stetig. O

Wir konnen den Beweis von Satz C.15 wortlich abschreiben und erhalten:

Satz 11.8 Secien X, Y und Z topologische Raume, x € X und f: X — Y
sowie g: Y — Z Funktionen. Ist f stetig an der Stelle x und g stetig an der
Stelle f(x), so ist die Komposition

gof: X =2, yw—g(f(y)

stetig an der Stelle x. Insbesondere: Sind f und g stetig, so auch go f. U
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Definition 11.9 Ein topologischer Raum (X, Q) heifit Hausdorffsch, wenn
fiir alle z,y € X mit x # y eine Umgebung P von z und eine Umgebung @)
von y existieren mit P N Q = (.

Da jede Umgebung eine offene enthélt, kann man P und @ in der vorigen
Definition stets als offene Umgebungen wéhlen.

Beispiel 11.10 Es sei (X, d) eine metrischer Raum und
O ={VCX:(VreX)(Je>0)BA(zx) CV}

die zugrunde liegende Topologie. Dann ist (X, O) Hausdorffsch.

[Sind z,y € X mit  # y, so ist r := d(z,y) > 0. Dann ist P := B,»(x)
eine Umgebung von x und @ := B, /»(y) eine Umgebung von y. Beide sind
disjunkt, denn ware z € PN, so bekdamen wir mit der Dreiecksungleichung
den Widerspruch

d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) <r/2+7r/2=r=d(z,y).]

Beispiel 11.11 Ist X eine Menge, so ist O := {0, X'} eine Topologie auf X,
genannt die indiskrete Topologie. Hat X mehr als ein Element, so ist (X, O)
nicht Hausdorffsch. Seien nédmlich x,y € X mit © # y. Ist P eine offene
Umgebung von x in X und () eine offene Umgebung von y, so ist P = @) =
X (da dies die einzige nicht-leere offene Teilmenge von X ist) und somit

PNQ=X#0.

In der Analysis arbeiten wir meist nur mit Hausdorffriumen (also Haus-
dorffschen topologischen Ridumen). In diesen sind Grenzwerte von Folgen
eindeutig.

Definition 11.12 Sei (X, O) ein topologischer Raum und (z,,),en eine Folge
von Elementen z,, € X. Wir sagen, (x,),en konvergiert gegen ein z € X
wenn fiir jede Umgebung V' von x ein N € N existiert mit

(Vn> N)z, V.

In diesem Fall schreiben wir auch z, — x fir n — oo. Eine Folge (2,)nen
in X heifit konvergent, wenn sie gegen ein x € X konvergiert.

In metrischen Raumen ist die gerade gegebene Konvergenzdefinition aquivalent
zur tblichen, siehe Lemma C.10.
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Lemma 11.13 Sei (X, O) ein Hausdorffscher topologischer Raum und (x,,)nen
eine Folge in X. Konvergiert (x,)nen gegen © € X und gegen y € X, so ist
T =1y.

Beweis. Wiirde eine Folge (z,)nen in X gleichzeitig gegen = und ein Ele-
ment y # x konvergieren, so wéihlen wir disjunkte Umgebungen P von z und
Q@ von y. Da x,, — x, exstiert ein N; € N derart, dass

(Vn > Ny) z, € P.
Da z,, — vy, existiert ein Ny € N derart, dass
(Vn > Ny) z,, € Q.

Setzen wir n := max{Nj, N2}, so ist also z,, € P und z, € @, folglich
PN Q@ # 0 im Widerspruch zur Annahme, dass P und @ disjunkt sind. O

Bemerkung 11.14 Da der Grenzwert = einer konvergenten Folge (,)nen
in einem Hausdorffraum eindeutig festgelegt ist, konnen wir

lim =z, ==«

n—oo

setzen.

In allgemeinen topologischen Raumen sind Folgen und Konvergenz von Fol-
gen weit weniger niitzlich als in metrischen Raumen. Zum Beispiel sind
abgeschlossene Teilmengen zwar stets folgenabgeschlossen in dem Sinne, dass
sie sie die im nachsten Satz beschriebene Eigenschaft haben. In geeigneten
topologischen Raumen existieren aber folgenabgeschlossene Teilmengen, die
nicht abgeschlossen sind. In metrischen Rdumen kann diese Problematik
nicht auftreten (siehe Satz C.11). Auch kann Stetigkeit von Abbildungen
zwischen topologischen Raumen nicht mehr mittels Folgen nachgerechnet
werden.

Satz 11.15 Sei (X, 0) ein topologischer Raum. Ist eine Teilmenge A C X
abgeschlossen, so gilt fiir jede Folge (ap)nen in A und jedes x € X mita,, — x,
dass x© € A.

Beweis. Sei A abgeschlossen und (a,),en eine Folge von Elementen a,, € A,
welche in X gegen ein z € X konvergiert. Wire = € A, so wiare W := X \ A
eine offene Menge mit x € W, also eine Umgebung von z. Da a, — x, gabe
es also ein N € N derart, dass a,, € W fiir alle n > N. Insbesondere ware
ay € W =X\ A, im Widerspruch zu ay € A. Also muss z € A sein. O
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12 Beispiele: Induzierte Topologie, Produkt-
topologie

Zwei Arten von Topologien begegnet man wieder und wieder, auch beim
Umgang mit Teilmengen von R".

Relativ offene Mengen und induzierte Topologie

Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist es naheliegend, auf einer Teilmenge
Y C X die Einschrankung

dy =dlyxy: Y XY —=0,00[, dy(z,y) :=d(z,y) firz,y €Y

als Metrik zu verwenden, die sogenannte induzierte Metrik.' Der folgende
Satz beschreibt die offenen Mengen des metrischen Raums (Y, dy ) und fiihrt
uns zum Begriff der induzierten Topologie Oy auf einer Teilmenge ¥ C X
eines topologischen Raums (X, O).

Satz 12.1 Ist (X,d) ein metrischer Raum und dy die induzierte Metrik auf
einer Teilmenge Y C X, so ist fir eine Teilmenge V C Y dquivalent:

(a) V' ist offen im metrischen Raum (Y, dy);
(b) Es existiert eine offene Teilmenge U in (X,d) mit V=UNY.

Beweis. Gegeben 7 € X und € > 0 sei BX(z) := {y € X:d(z,y) < e}.
Gegeben x € Y und € > 0 ist

BY(2) :={yeY:dy(z,y)<e}={yeY:d(xy) <c}

dann ist also

BY(2) = BX(z) Y.
(a)=-(b): Ist V offen in (Y, dy), so existiert fiir jedes x € V ein e(z) > 0 mit
B;/(x) (x) C V. Somit ist

V=|JBL@=JBL,@nY)=UnY

zeV zeV

Djes ist eine Metrik, denn sind x,y,2 € Y, so gilt 0 = dy(z,y) = d(z,y) genau
dann, wenn = = y. Weiter gilt dy (y,2) = d(y,z) = d(x,y) = dy(z,y). SchlieBlich ist
dy (z,y) = d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) = dy (z,2) + dy (2,y).
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mit der offenen Teilmenge U := Bgfx)(x) von (X, d).
(b)=>(a): Sei V' C Y eine Teilmenge der Form V' = U NY mit einer

offenen Teilmenge U von (X, d). Fiir jedes x € V ist € U, also existiert ein
e > 0 derart, dass BX(x) C U. Es folgt

BY () =BX(z)nY CUNY =V;

da x € V beliebig war, ist V' offen in (Y, dy). O

Definition 12.2 Ist (X, O) ein topologischer Raum und Y C X eine Teil-
menge, so heifit

Oy ={VCY:(3UeO)V=UnNnY}

die von O auf Y induzierte Topologie (oder auch: die Spurtopologie).'” Die
offenen Mengen V' C Y im topologischen Raum (Y, Oy) nennt man zur
Verdeutlichung auch relativ offene Mengen (spater aber meist einfach: “of-
fene Teilmengen von Y”). Wir versehen Teilmengen Y C X immer mit der
induzierten Topologie (wenn nichts anderes gesagt wird). Abgeschlossene
Teilmengen von (Y, Oy) werden relativ abgeschlossen genannt (oder kurz:
abgeschlossen in Y).

Bemerkung 12.3 Ist (X, d) ein metrischer Raum, so versehen wir eine Teil-
menge Y C X immer mit der induzierten Metrik dy (wenn nichts anderes
gesagt wird). Sei O die Topologie des metrischen Raums (X, d). Nach
Satz 12.1 ist die Topologie des metrischen Raums (Y, dy) genau die von
(X, 0) auf Y induzierte Topologie Oy

Satz 12.4 Es sei (X,0) ein topologischer Raum. Versehen wir eine Teil-
menge Y C X mit der induzierten Topologie Oy, so gilt:

(a) Die Inklusion j:Y — X, x — x ist stetig als Abbildung von (Y, Oy)
nach (X, O).

170y ist eine Topologie auf Y: Esgilt Y = X NY € Oy, 0 = 0NY € Oy. Sind
Vi,Vo € Oy, sogibt es U1, Uy € Omit Vi =U1NY und Vo =U;NY. DaU; NU; € O
ist, folgt ViNVa = U1 NU2NY € Oy. Ist schlieBlich (V}),es eine Familie von Mengen
V; € Oy, so existiert fiir jedes j € J eine Menge U; € O mit V; = U; NY. Dann ist
U:=Uje;U; € Ound somit U, , V; =U,;c,(U;NY)=UNY € Oy.
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(b) Ist (Z,T) ein topologischer Raum, so ist eine Abbildung f: Z — Y
genau dann stetig nach (Y, Oy), wenn j o f stetig nach (X, O) ist.

(c) Eine Teilmenge B CY ist genau dann relativ abgeschlossen, wenn eine
abgeschlossene Teilmenge A von X existiert mit B=ANY.

(d) Ist (X, Q) Hausdorffsch, so ist auch (Y, Oy) Hausdorffsch.

(e) Ist (xp)nen eine Folge in'Y und x € Y, so gilt x, — x fiir n — oo in
(Y, Oy) genau dann, wenn x, — x in (X, O).

Beweis. (a) Fiir jede offene Teilmenge U C X ist
M U)={zeY:2=4j(x)ecU}=UNY € Oy,

somit f stetig nach Satz 11.7(b).

(b) Ist f stetig, so auch jo f als Komposition stetiger Abbildungen (nach
(a) und Satz 11.8). Ist j o f stetig und V' € Oy offen in Y, so existiert eine
offene Teilmenge U C X mit V =UNY = j ' (U). Dann ist

V) =GN 0)) = (e f)H(U)

offen in (Z,T) wegen der Stetigkeit von j o f. Also ist f stetig.

(c) Ist B C Y relativ abgeschlossen, so ist Y\ B relativ offen, es existiert
also eine offene Menge U C X mit Y\ B=UNY. Dann ist A := X \ U
abgeschlossen in X und ANY =(XNY)\(UNY)=Y\ (Y \B)=B.

Existiert umgekehrt eine abgeschlossene Teilmenge A von X mit B =
ANY,soist X\ A offen, somit Y\ B=Y \ (ANY)=(X\A4)NY relativ
offen, also B relativ abgeschlossen in Y.

(d) Sind x # y in Y, so gibt es disjunkte offene Teilmengen U; und Us
von X mit x € Uy und y € U,. Dann sind V; :=U; NY und V5 :=U;,NY
relativ offene Mengen mit x € Vi, y € Vo und Vi NV, C U NU, = 0.

(e) Gilt z,, = x in (Y,Oy) und ist U C X eine offene Umgebung von x
in X,soist UNY € Oy. Also existiert ein N € N derart, dass z,, e UNY
fur alle n > N und somit =, € U, woraus z,, — z in (X, O) folgt. Gilt
umgekehrt =, — z in (X,0) und ist V € Oy mit x € V, so existiert ein
UeOmitV =UNY. Es existiert ein N € N derart, dass z,, € U fiir alle
neN also (daz, €Y)x, e UNY =V. Ergo gilt z, —» z in (Y,0y). O
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Bemerkung 12.5 In der Situation des vorigen Satzes gilt:

(a) Fiir jede stetige Funktion f: X — Z in einen topologischen Raum
(Z,T) ist auch die Einschrankung f|y stetig, denn es ist f|y = foj mit der
stetigen Inklusion j: Y — X aus Satz 12.4(a).

(b) Fiir jeden topologischen Raum (Z,7) und jede stetige Abbildung
f:Z — X mit f(Z) CY ist die Ko-Einschrankung f|¥: Z =Y, z — f(x)
stetig nach Satz 12.4(b), denn j o f|¥ = f ist stetig.

(c) Ist U eine offene Teilmenge von (X,0) mit U C Y, soist U =UNY
auch relativ offen in Y.

(d) Ist B eine abgeschlossene Teilmenge von (X, O) mit B C Y, so ist
B = BNY auch relativ abgeschlossen in Y.

(e) Eine Teilmenge Y von X ist genau dann offen in (X, O), wenn gilt:
Fiir jede Teilmenge V' von Y sind Offenheit von V' in X und relative Offenheit
von V in Y aquivalent.

[Ist Y offen, so ist U NY offen in X fiir jede offene Teilmenge U von X. Ist
umgekehrt U NY offen in X fiir jede offene Teilmenge U von X, so gilt dies
insbesondere fiir U := X; somit ist Y = X NY offen in X ]

(f) Eine Teilmenge Y von X ist genau dann abgeschlossen in (X, O), wenn
gilt: Fiir jede Teilmenge A von Y ist Abgeschlossenheit von A in (X, O)
aquivalent zur relativen Abgeschlossenheit von A in Y.

[Man ersetze das Wort “offen” durch “abgeschlossen” im Argument fiir (e)].

Satz 12.6 Ist Y eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X,d), so gilt:

(a) Ist Y beziglich der induzierten Metrik dy vollstindig, so ist Y in X
abgeschlossen.

(b) Ist (X,d) ein wvollstindiger metrischer Raum, so ist Y genau dann
abgeschlossen in X, wenn der metrische Raum (Y, dy) vollstindig ist.

Insbesondere ist jede abgeschlossene Teilmenge A eines Banachraums (£, ||-||)
vollstandig, insbesondere also jede abgeschlossene Kugel E,:E(:U) in I,

Beweis von Satz 12.6. (a) Ist (y,)nen eine Folge in Y, die in X gegen ein
x € X konvergiert, so ist (y,)nen eine Cauchyfolge in (X, d) und somit auch
in (Y,dy). Da (Y, dy) vollstandig ist, existiert ein y € Y derart, dass y, — y
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in (Y,dy). Dann gilt auch y, — y in (X,dx) und somit z = y € Y wegen
der Eindeutigkeit von Grenzwerten von Folgen. Also ist x € Y und somit Y
abgeschlossen in X.

(b) Ist Y abgeschlossen in X und (y,)nen eine Cauchyfolge in Y, so ist diese
auch eine Cauchyfolge in X und somit in (X, d) konvergent gegen ein z € X.
Da Y in X abgeschlossen ist, muss x € Y sein und es gilt dann auch y, — =
in (Y, dy). Also konvergiert in (Y, dy ) jede Cauchyfolge und somit ist (Y, dy)
vollstandig. [J.

Offene Kastchen und Produkttopologie

Wir untersuchen die offenen Mengen in einem Produkt X x- - - x X, metrischer
Réaume (Xi,dy), ..., (X,,d,) bezliglich der Maximummetrik und werden so
auf den Begriff der Produkttopologie gefiihrt. Insbesondere tragt R™ beztiglich
jeder Norm die Produkttopologie von R x --- x R.

An der Tafel haben wir nur den Fall n = 2 von zwei Faktoren behandelt (und
Satz 12.11 nur fiir metrische Rdume bewiesen).

Satz 12.7 Es seien (X1,d1), ..., (X,,d,) metrische Riume und X =
X1 x -+ x X, versehen mit der durch

doo<x7 y) = max{dl(xla yl)7 s 7dn(xn7 yn)}

fir x = (x1,...,2,) und y = (y1,...,yn) in X gegebenen Mazimummetrik.
Fir jede Teilmenge U C X sind dann aquivalent:

(a) U ist offen im metrischen Raum (X, dw);

(b) Fiir jedes x = (x1,...,x,) € U existieren fir j € {1,...,n} offene
Teilmengen V; C X; in (X;,d;) derart, dass

reVix---xV,CU.

Insbesondere ist Vi x --- x V,, offen in (X, ds), fir alle offenen Teilmengen
V; von (Xj,d;) firj € {1,...,n}.

Beweis. Sei z = (zy,...,2,) € X und ¢ > 0. Fir y = (y1,...,yn) € X gilt
max{di(z1, Y1), . -, dn(Tn, Yn) } = doo(z,y) <€
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genau dann, wenn d;(x;,y;) < € fir alle j € {1,...,n}. Fir die offene
e-Kugel um z in (X, dy) gilt also

BX(x) = {y € X: du(z,y) <} = B (a1) x -~ x BX"(z,),  (60)

sie ist das kartesische Produkt der e-Kugeln um z; in (X, d;).

(a)=-(b): Ist U offen in (X,dy), so gibt es zu x € U ein € > 0 mit
BX(x) CU. Fiir alle j € {1,...,n} ist dann V; := ij(:xj) offen in (Xj,d;)
und nach (60) gilt

Vix--xV,=BXz) CU.

Da weiter x € Vj x --- x V,,, folgt (b).

(b)=(a): Sei die Bedingung aus (b) erfiillt. Gegeben x = (x1,...,z,) €
U existieren dann offene Mengen V; C X3, ..., V, C X, mit

zreVix---xV,CU.
Fiir alle j € {1,...,n} ist dann x; € Vj; da V; in X, offen ist, gibt es also
ein ; > 0 mit ngj (xz;) CV;. Setzen wir
e:=min{ey, ..., .},
so ist B (xz;) CV; fiir alle j € {1,...,n}, somit unter Benutzung von (60)
BX(x) = B (1) x -+ x BX(2,) C Vi x --- x V,, CU.
Da x € U beliebig war, ist U offen.

Die letzte Aussage gilt, da wir im Falle U := Vj x- - -xV,, in (b) unabhéngig
von x € U immer die gegebenen offenen Mengen V1, ..., V,, benutzen konnen;
esist Vi x---xV,=UCU. O

Nach dem vorigen Satz definiert die Maximummetrik auf einem Produkt
Xq x -+ x X, metrischer Raume die folgende Produkttopologie:

Definition 12.8 Es seien X, ..., X, topologische Raume und O die Menge
aller Teilmengen
UCX;x---xX,

mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes © = (z1,...,,) € U existieren offene
Umgebungen Vi, von zy in X, fir k € {1,...,n} derart, dass

Vix---xV,CU.
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Dann ist O eine Topologie auf X; x --- x X,, (wie wir gleich nachpriifen),
genannt die Produkttopologie. Per Definition ist jedes Produkt

‘/1><...><Vn

aus offenen Mengen V;, C X; in O (also offen in X; x --- x X,,); solche
Produkte nennt man auch “offene Kastchen.” Weiter gehort per Defini-
tion eine Teilmenge U C X X -+ x X,, genau dann zu O (ist also offen in
X; X -+ x X)), wenn sie eine Vereinigung offener Késtchen ist.

Wir versehen Produkte topologischer Raume immer mit der Produkttopolo-
gie (wenn nichts anderes gesagt wird).

O ist eine Topologie auf X1 x---x X,,: Da X}, offen in X}, ist, ist X7 x---x X,
ein offenes Késtchen, also in @. Weiter ist () in O, denn es gibt kein z, fiir
das man etwas nachpriifen miisste.

Ist (Uj)jes eine Familie von Mengen U; € O, so ist jedes U; eine Vereini-
gung offener Kastchen, also auch (J;c; U;. Somit ist |J,., U; € O.

Sind schliefSlich VW € O, soist VNW € O: Ist namlich x € VNW, so
gibt es offene Késtchen Vi x --- x V, CV und Wy x --- x W,, C W, die z
enthalten. Dann ist

VinWy) x - x(V,nW,)
ein offenes Kastchen, das x enthalt und
VinWy) x---x (Vp,nW,) =W x---xVy)Nn(Wy x--- xW,) CV W

Beispiel 12.9 Die Topologie auf R™ kann tiber die zur Maximumnorm ||+ ||«
gehorige Metrik do,: R™ x R™ — [0, oo],

doo(@,y) = |2 = Ylloo = max{ler =y, [2n = ynl}

beschrieben werden. Diese ist die Maximummetrik, wenn wir jeden der n
Faktoren R mit der Metrik d: R x R — [0, 00[, d(z,y) := |z — y| versehen,
die die Topologie auf R definiert. Nach Satz 12.7 ist die durch d., definierte
Topologie auf R™ die Produkttopologie.

Der folgende Satz verallgemeinert insbesondere einige Sachverhalte, die wir
fiir Produkte metrischer Réume mit der Maximummetrik schon kennen (siehe
Satz 7.29).
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Satz

12.10 Es seien (X1,01), ..., (X,, On) topologische Réaume; wir verse-

hen X := X1 x --- x X,, mit der Produkttopologie O. Dann gilt:

()

Fiir jedes j € {1,...,n} ist die Projektion
prj: X — Xj, (21,...,%,) — 75
auf die jte Komponente stetig.
Fiir jeden topologischen Raum (Z,T) ist eine Abbildung

f=0U1fa): Z—=>X, o= (filz),..., fulz))

genau dann stetig an einer Stelle zg € Z, wenn jede der Abbildungen
fit Z — X; an der Stelle zy stetig ist. Insbesondere ist f genau dann
stetig, wenn jede der Abbildungen f1,..., f, stetig ist.

Ist jeder der topologischen Riume (X1,01), ..., (X,, O,) Hausdorffsch,
s0 ist auch (X, O) Hausdorffsch.

FEine Folge (x,)men konvergiert genau dann gegen y = (y1,...,Yn) €
X in (X,0), wenn prj(zm,) — y; in (X;,0;) fir m — oo, fir alle
jed{l,....n}.

Fiir jedes j € {1,...,n} und alle x; € X; firi e {1,...,n} \ {j} ist
die Abbildung

Xj—>X, tf—)(ZL‘l,...,C(Zj_l,t,ZL‘j+1,...7[En) (61)

stetig. Weiter ist fiir jede stetige Abbildung f: X — Z von (X,0) in
einen topologischen Raum (Z,T) auch die “partielle Abbildung”

Xj—>Z, ti—>f(l'l,...,.Tj_l,t,xj+1,...,$n)

stetig.

Beweis. (a) Ist V; C X offen und setzen wir V; := X, fiiri € {1,...,n}\{j},

SO 1st

(pr;)) (V) ={z e X: pry(a) e V;} =Vix - xV,

ein offenes Kastchen, also offen. Somit ist pr; stetig.

(b

(..

) Ist f an der Stelle 2o stetig, so auch f; = pr;of fiir jedes j €

.,n}, unter Benutzung von (a). Seien umgekehrt fi, ..., f, an der Stelle
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2o stetig und U C X eine Umgebung von f(zp). Dann existieren offene Umge-
bungen V; von f;(z) fiir j € {1,...,n} derart, dass V; x---xV,, CU. Dann
ist

FO) 2 (Vi x Vo) = [T (V) e 0 fH (Vo)

eine Umgebung von 2 in Z, somit f an der Stelle z; stetig.

(c¢)Sind z = (z1,...,2,) und y = (Y1, . .., yn) zwei verschiedene Elemente
von X, so ist xp # yi fiir ein k € {1,...,n}. Da X} Hausdorffsch ist, gibt es
offene Umgebungen V' von x;, und W von y;, in X3 mit VNW = (). Dann
sind die offenen Kastchen

Xy X oo X X g X VX X x--- X,

und
Xy X oo X Xp g X W X Xpig X - X,

offene Umgebungen von x bzw. y in X, deren Schnitt ebenfalls leer ist.

(d) Konvergiert z,, gegen ¥, so konvergiert fiir j € {1,...,n} die Folge der
pr;(z,) fiir m — oo gegen pr;(y) = y;, da pr; nach (a) stetig ist. Konvergiere
nun umgekehrt z,,; := pr;(z,,) gegen y; in X; fir m — oo, fiir alle j €
{1,...,n}. Ist U eine Umgebung von y = (y1,...,¥y,) in X, so existieren
offene Umgebungen V; von y; in X fiir j € {1,...,n} derart, dass V; x --- x
V, CU. Fiir jedes j € {1,...,n} existiert ein N; € N derart, dass

(Vm > N;) x5 € V.

Setzen wir N := max{Ny, ..., N,}, so gilt fiir alle m > N, dass z,,; € V; fiir
alle j € {1,...,n} und somit

Ty = Ty s Tmp) € Vi X - x V, CU.

Also gilt z,,, — y fiir m — oo.

(e) Sei A: X; — X die Abbildung aus (61). Fiir ¢ # j ist pr;o\ die
konstante Abbildung X; — X, t — z; und somit stetig. Weiter ist pr; oA
die identische Abbildung idx,: X; — X} und somit stetig. Nach (b) ist also
A stetig und folglich auch die partielle Abbildung f o A (wenn f: X — Z
stetig ist). O

Satz 12.11 FEs seien (X1,01), ..., (X,, O,) topologische Riume und X =
X X -+ x X, mit der Produkttopologie O. Firj e {l,...,n} sei Y; C X,
eine Teilmenge und Oy, die von (X, 0;) auf Y; induzierte Topologie. Dann
stimmen die folgenden Topologien auf Y =Y, x --- x Y, tiberein:
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(a) Die Produkttopologie T aufY =Yi x --- x Y, betrachtet als Produkt
der topologischen Riume (Y1, Oy,), ..., (Yo, Oy,);

(b) Die von (X, O) auf der Teilmenge Y C X induzierte Topologie Oy .

Beweis. Ist eine Teilmenge V' C Y offen in (Y, 7T), so existieren zu x € V
relativ offene Mengen V; C 'Y fiir j € {1,...,n} derart, dass

reVix.---xV,CV.

Fiir jedes j gibt es eine offene Teilmenge U; C X, mit V; = U; NY;. Dann
ist Uy x -+ x U, offen in (X, O) und

Vix--xV,=U x---xU,)NY

offen in (Y, Oy). Also ist V in (Y, Oy) eine Umgebung jedes Punkts aus V
und somit offen.

Sei umgekehrt eine Teilmenge V' C Y offen in (Y,Oy). Dann existiert
eine offene Menge U C X derart, dass V =UNY. Gegeben x € V ist x € U,
also gibt es offene Teilmengen U; C X; fiir j € {1,...,n} derart, dass

zrelU x---xU, CU.

Dann ist V; := U;NY] relativ offen in Y fiir j € {1,...,n}, also Vi x---xV], €
T. Wegen

V:UQYQ(U1XXUn)ﬂY:‘/1XXVn

ist V' eine Umgebung von x in (Y, 7). Da z beliebig war, ist V € T. O
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13 Abschluss, Inneres und Rand
einer Teilmenge

Im Falle von Funktionen einer Variablen war es oft ausreichend, Funktionen
auf recht einfachen Teilmengen von R zu betrachten, den Intervallen. Ty-
pische Definitionsbereiche von Funktionen mehrerer Variablen konnen kom-
plizierter sein. Dies motiviert, Teilmengen M C R"™ besser verstehen zu
wollen. Beispielsweise haben die Randpunkte a und b eines Intervalls [a, b]
mitunter eine besondere Rolle gespielt. Somit wollen wir auch bei Teilmen-
gen M C R"™ von Randpunkten reden kénnen.

Da dies keine zusétzlichen Schwierigkeiten verursacht, diskutieren wir alle
Begriffe allgemeiner fiir Teilmengen metrischer (oder topologischer Raume).

Definition 13.1 Essei X ein topologischer Raum (z.B. ein metrischer Raum,
z.B. R") und M C X eine Teilmenge.

(a) Das Innere M° von M ist definiert als

M= | W

VCX offen

mit VCM
die Vereinigung aller in M enthaltenen offenen Teilmengen von X. Da
Vereinigungen offener Mengen offen sind, ist M° offen. Also ist M die
grofte in M enthaltene offene Menge (d.h. M? ist eine offene Menge,
die in M enthalten ist; und es ist V' C M? fiir jede offene Menge V mit
VCM).

Manche Autoren schreiben auch int(M) statt M° (mit “int” wie eng-
lisch “interior”).

(b) Der Abschluss M von M ist definiert als

M = ﬂ A,

ACX abgeschlossen
mit MCA

der Durchschnitt aller abgeschlossenen Teilmengen A von X, welche A
enthalten.'® Da Durchschnitte abgeschlossener Mengen abgeschlossen

18Eine solche Menge A gibt es immer, nimlich A = X.
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sind, ist M abgeschlossen. Also ist M die kleinste abgeschlossene Teil-
menge von X, welche M enthélt.!

(¢) Der Rand OM wvon M ist definiert als

oM ::M\MO.

Sind A und B disjunkte Mengen (also AN B = (), so nennt man AU B auch
eine disjunkte Vereinigung und schreibt

AUB
statt AU B.

Bemerkung 13.2 (a) Da M und X \ M° abgeschlossene Teilmengen von X
sind, ist auch o o
OM =M\ M°=Mn(X\M"

eine abgeschlossene Teilmenge von X.

(b) Per Definition ist 9M C M und wegen M° C M C M weiter
M=M"U(M\ M) =M U DM\ M,

also o _
M = M° U oM. (62)

Die folgenden zwei Satze helfen uns, Inneres, Abschluss und Rand besser zu
verstehen und zu berechnen.

Satz 13.3 Es sei X ein topologischer Raum und M C X eine Teilmenge.
Fur jedes v € X gilt dann:

(a) Genau dann ist v € M, wenn M eine x-Umgebung ist. Dies gilt genau
dann, wenn in X eine offene x-Umgebung V' existiert mit V C M.

(b) Genau dann istx € M, wenn VM # () fiir jede offene x-Umgebung V.

(c) Genau dann ist x € OM, wenn VM # O und VN (X \ M) # 0 fir
jede offene x-Umgebung V C X.

9D.h. M ist eine abgeschlossene Menge, die M enthilt; und es ist M C A fiir jede
abgeschlossene Menge A mit M C A.
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Beweis. (a) Sei U := {x € M: M ist Umgebung von z in X}. Da M? offen
ist, ist MY eine Umgebung von jedem x € M° (und es ist dann x € M° C M).
Somit M° C U. Umgekehrt ist aber U in M enthalten und wir zeigen, dass
U offen ist; somit ist U C M° per Definition des Inneren und somit U = M?.
Sei namlich x € U. Per Definition von U ist dann M eine Umgebung von
x, es gibt also eine offene Teilmenge W, von X mit z € W, C M. Dann ist
M eine Umgebung von jedem y € W, also y € U, also W, C U. Somit ist
U = U,ey W, offen als Vereinigung offener Mengen. Die zweite Aussage ist
nur eine Umformulierung der ersten.

(b) Wir erinnern daran, dass die Aussage (nicht A) < (nicht B) dquivalent
ist zur Aussage A < B. Wir brauchen daher nur erstere zu zeigen. Sei
x € X. Existiert eine offene Umgebung V von z mit VN M = (), so ist X \V
eine abgeschlossene Teilmenge von X mit M C X \ V, somit M C X \ V,
somit z ¢ M (da x € V). Ist umgekehrt 2 € X \ M =: W, so ist W eine
offene Umgebung von x mit W N M = ().

(c) Ist # € OM und V eine offene 2-Umgebung, so ist wegen OM C M
nach (b)
VM #0.

Wiire VN (X \ M) = ), so wire V. C M und somit nach (a) 2 € M°, was
r € OM = M \ M" widerspricht.

Im Rest des Beweises schreiben wir A¢:= X \ A fiir das Komplement einer
Teilmenge A C X. Ist & € OM = M N (M°)¢, so ist

z e (OM) =M U ((M°)) =M UM

- 5C

unter Benutzung der de Morganschen Regeln. Ist = € M soist V=M
eine offene z-Umgebung mit VN M C VN M = 0. Ist z € M° so ist
V := M eine offene z-Umgebung mit V' C M, folglich also VN M¢=§. O

Satz 13.4 FEs sei (X, d) ein metrischer Raum mit offenen Kugeln B,.(z) und
M C X eine Teilmenge. Dann gilt:

(a) MP° ist die Menge aller x € M, fiir welche ein & > 0 existiert mit

B.(x) C M.
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(b) Der Abschluss M ist die Menge aller v+ € X derart, dass

z = lim x,
n—oo

in X fir eine Folge (xy,)nen in M.

Beweis. (a) z € M? ist nach Satz 13.3 (a) dazu dquivalent, dass M eine
Umgebung von z ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn B.(z) C M fiir ein
e > 0.

(b) Ist # € M, so existiert nach Satz 13.3 (b) fiir jedes n € N ein z,, €
Bijn(xz) N M. Wegen d(x,x,) < 1/n — 0 gilt x, — z fiir n — oo.

Ist umgekehrt z € X und

z = lim x,
n—oo

mit Elementen x,, € M, so existiert fiir jede Umgebung V' von z in X (die
ja eine geeignete e-Umgebung enthélt) ein N € N derart, dass

(Vn>N)z, €V.
Insbesondere ist zy € VN M, also VN M # () und somit € M (nach
Satz 13.3 (b)). O

Beispiele 13.5 (a) Seien a < b in R. dann ist

[avb[o = Ja, b
[a,b] = [a,b]
Jla,b] = {a,b}.
(b) Sei (E,|| - ||) ein normierter Raum. Fiir Kugeln bzgl. || - || gilt dann
B.(0) = B,(0),
ET(O)O = B.(0) und
0B,(0) = 0B.(0) = {z € E: ||z] =7}
Beweis: Weil || - || stetig ist und [0, 7] C R abgeschlossen, ist

B(0) =l -I7*([0,])
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abgeschlossen (wie jedes Urbild einer abgeschlossenen Menge unter einer
stetigen Funktion); somit ist B,(0) C B,(0). Ist x € B,(0), so ist ||z| < r,
somit (1 — 2)||z|| < r fir k € N, somit (1 — +)z € B,(0). Nun gilt aber
(1—1,2) = (1,z) in R x R fiir k — oo (da dies komponentenweise gilt)
und somit

(1—%)x—>1x:x

fiir k — oo wegen der Stetigkeit der Multiplikation R X £ — F mit Skalaren.
Also ist # € B,(0), somit B,(0) € B,(0) und folglich B,(0) = B,(0). Da
B,(0) offen ist, ist B,(0)* = B,(0). Somit

0B,(0) = B,(0) \ B,(0)° = B,(0) \ B,(0).

Da B,(0) offen und in B,(0) enthalten ist, ist B.(0) C B,(0)°. Ist z €
0), so ist ||z]| = r. Fiir jedes ¢ > 0 ist z + Sx € B.(r) und
B,(0), da |lz + Szl = (1 +¢/2)||z]| = (1 4+ ¢/2)r > r. Also ist
0. Wir folgern B,(0)° = B,(x). Da B,(0) abgeschlossen ist, ist
+(0) = B,.(0). Folglich ist dB,.(0) = B,(0) \ B,(0)° = B,(0) \ B,(0).

(c) @ = R, denn fiir jede reelle Zahl x existiert®® eine Folge (¢,)nen
rationaler Zahlen mit ¢, — .

©)

<
~~

Bemerkung 13.6 Fiir eine Teilmenge M eines topologischen Raums X
beobachten wir noch:

(a) M is genau dann abgeschlossen, wenn M = M.
(b) M ist genau dann offen, wenn M = M?°.

Ist nimlich M = M, so ist M abgeschlossen (denn M ist abgeschlossen). Ist
M abgeschlossen, so ist A := M eine M enthaltende abgeschlossene Menge
und somit M C M C A = M, mithin M = M.

Ist M = M° soist M (wie M°) offen. Ist M offen, so ist V := M eine in
M enthaltene offene Teilmenge von X und somit M =V C M° C M, also
M = MP.

Definition 13.7 Eine Teilmenge M eines topologischen Raums X heifit
dicht (in X)), wenn M = X.

207.B. die endlichen Dezimalbriiche ¢, der Darstellung von 2 als unendlicher Dezimal-
bruch, mit n Stellen hinter dem Komma.
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Beispiel 13.8 Q ist dicht in R, da Q = R.
Stetige Funktionen sind durch ihre Werte auf dichten Teilmengen festgelegt:

Satz 13.9 Esscien f: X =Y undg: X — Y Funktionen zwischen metrischen
Rdumen. Ist flyr = g|ar fir eine dichte Teilmenge M C X, so ist f = g.

Analoges gilt, wenn allgemeiner X ein topologischer Raum ist und Y ein
Hausdorffscher topologischer Raum.

Beweis. Seien zuniichst X und Y metrische Riume. Fiir jedes v € X = M
existiert eine Folge (z,)peny mit 2, — x. Dann ist f(x,) = g(x,) fir alle
n € N. Da f und g stetig sind, folgt

flx) = lim f(wn) = lim g(z,) = g(2).

Den allgemeinen Fall kann man durch einen Widerspruchsbeweis zeigen (den

wir in der Vorlesung iiberspringen). Angenommen, f(z) # g(z) fiir ein

x € X. Well fly = g|um, folgt x & M. Also ist
r€X\M=M\MCM\M"=0M.

Da Y Hausdorffsch ist, gibt es offene Umgebungen V' von f(z) und W von
g(x) mit
Vnw =0. (63)

Dann ist f~1(V) N g~ ' (W) eine offene Menge, die x enthalt. Da z € M,
existiert ein

ye [ (V)ng (W), (64)
das zudem in M ist. Day € M, ist f(y) = g(y). Nach (64) ist also

fly)=gly) e VW
Dies widerspricht (63). O

Bemerkung 13.10 Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge M C X
ist genau dann dicht in X, wenn V N M # () fir jede offene, nicht-leere
Teilmenge V C X.

[Ist M dicht und V wie zuvor, so withle z € V. Da x € M und V eine
Umgebung von z ist, existiert ein y € M NV (siehe Satz 13.3(b)).

Hat umgekehrt M die angegebene Eigenschaft, so ist fiir jedes x € X und
jede offene Umgebung V' von x der Durchschnitt V' 1 M nicht leer, somit
x € M nach Satz 13.3(b). Also ist X = M, somit M dicht in X ]
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14 Kompaktheit und Anwendungen

In der Analysis 1 haben wir gesehen, dass jede stetige Funktion
fA K—=R

auf einem abgeschlossenen, beschrankten Intervall K = [a,b] ein Maximum
annimmt. Weiter ist f gleichmafBig stetig. Ist f injektiv, so ist zudem die
Umkehrabbildung f~': f(K) — K automatisch stetig. In diesem Kapitel
verallgemeinern wir solche Ergebnisse weiter (insbesondere auf Teilmengen
des R™). Wir werden sehen, dass die sogenannte Kompaktheit des Intervalls
K = [a,b] hinter den beschriebenen Phénomenen steckt.

Bemerkung 14.1 Bevor ich die etwas gewohnungsbediirftige Definition von
kompakten Mengen gebe, sage ich Thnen schon einmal, welche Teilmengen
des R™ schliellich kompakt sein werden. Wir werden sehen:

Fir eine Teilmenge K C R™ sind die folgenden drei Bedingungen dquivalent:
(a) K ist kompakt,
(b) K ist abgeschlossen in R™ und beschrinkt;

(c) Jede Folge (xp,)men in K hat eine Teilfolge, die gegen ein x € K kon-
vergiert.

Zum Beispiel sind abgeschlossene Kugeln
B,(r) CR"

beziiglich einer Norm || - || auf R™ stets abgeschlossen (wie schon gezeigt) und
beschrankt,?! somit kompakt.

Als Hilfsmittel zur Definition kompakter Mengen benotigen wir sogenannte
offene Uberdeckungen.

Definition 14.2 Eine Familie (V});c; von Teilmengen eines topologischen
Raums X heifit offene Uberdeckung von X, wenn jedes V; eine offene Teil-
menge von X ist und
xX=Jv. (65)
jed
AWeil |yl = llz+ (y — o) < |lz|| + ly — 2| < ||z|| + r fiir alle y in B,.(x), ist das
Supremum iiber alle y kleiner gleich ||z|| + r < oco.
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Beispiele 14.3  (a) Die Intervalle n—1,n+ 1] bilden fiir n € Z eine offene
Uberdeckung von R.

(b) Auch die Intervalle |—n,n[ bilden eine offene Uberdeckung von R, fiir
n € N.

In der folgenden Definition denken wir (wie immer) insbesondere an einen
metrischen Raum K oder eine Teilmenge K C R".

Definition 14.4 Ein topologischer Raum K heifit kompakt, wenn er Haus-
dorffsch ist und jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt.

Damit ist gemeint: Fiir jede offene Uberdeckung (V})jes von K existiert eine
endliche Teilmenge F' C J, so dass

K =]V,
jeF
also (V;)er eine offene Uberdeckung von K ist.
Bemerkung 14.5 Verzichtet man auf die Hausdorffeigenschaft und verlangt

nur die endliche Uberdeckungseigenschaft, so wird K quasikompakt genannt.
Wir benutzen diesen allgemeineren Begriff nur gelegentlich.??

Beispiel 14.6 R ist nicht kompakt, denn die offenen Uberdeckungen aus
den Beispielen 14.3 haben keine endlichen Teiliiberdeckungen.

Beispiel 14.7 Es sei K = {z1,...,2,} ein Hausdorffscher topologischer
Raum, der aus endlich vielen Elementen besteht. Dann ist K kompakt.
Ist némlich (V});e; eine offene Uberdeckung von K, so gibt es fiir jedes
ke{l,...,m} ein ji € J mit z;, € Vj,. Dann ist

K=Uvi=Uv

k=1 JEF

mit F = {1, ..., jm}

22Im englischen Sprachraum sind die Konventionen anders: “compact” = quasikompakt;
“compact Hausdorff” = kompakt.
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Definition 14.8 Eine Teilmenge K eines topologischen Raums X (z.B. X =
R™) wird kompakt genannt, wenn sie mit der induzierten Topologie ein kom-
pakter topologischer Raum ist. Entsprechend fiir Quasikompaktheit.

Lemma 14.9 Ist X ein topologischer Raum und K C X eine Teilmenge, so
sind dquivalent:

(a) K ist quasikompakt als topologischer Raum (mit der induzierten Topologie),
d.h. ist (V});es eine Familie von relativ offenen Mengen V; in K mit

K =]V,
j€J
so qibt es eine endliche Teilmenge F' C J mit K = UjeFV}.
(b) Fiir jede Familie (W;);jcs von offenen Teilmengen W; von X mit
Kc|Jw,
jeJ
qibt es eine endliche Teilmenge FF C J mit K C UjeF W;.
Solche Familien (W;),c; nennen wir auch “offene Uberdeckungen von K in
X7. Ist dies aus dem Zusammenhang klar, lasst man die Worte “in X”weg.

Beweis. (a)=(b): Ist (IW;);es eine Familie offener Teilmengen von X mit
KCcU W;, so sind V; := K N W; relativ offene Teilmengen von K mit

Uvi=UJEnw)=KnlJW,; =K

Jj€J JjeJ JjeJ

jeJ

Per Voraussetzung gibt es eine endliche Teilmenge F' C J mit K = | ier Vi
DaV; = KNW; CW;, folgt K C UjeF W;.
(b)=(a): Ist (V;),ecs eine Familie relativ offener Teilmengen von K mit
K = Uj6 ;Vj, so existieren offene Teilmengen W; C X mit V; = KNWj. Da
V}‘ Q Wj, ist
Kcl|Jw;
jed

und per Voraussetzung existiert eine endliche Teilmenge F' C J derart, dass

Kcl|Jw;.

JEF
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Somit ist

K=KEn|{Jw,=xnw) =]V
JEF JjeF JEF

und K als quasikompakt erkannt. O

Beispiel 14.10 Es sei (2,,)men eine konvergente Folge in R (oder einem
Hausdorffschen topologischen Raum X) mit Grenzwert z. Dann ist die
Menge

K :={x,: meN}U{z}

kompakt.

[Beweis: Sei (V}) e eine Familie offener Teilmengen von X mit K C {J,., V.
Dann existiert ein jo € J mit x € Vj,. Weil V}; eine Umgebung von z ist und
T, — x fir m — oo, existiert ein my € N mit

(Vm > my) T € V.

Fiir jedes m € {1,...,mo— 1} finden wir ein j,, € J mit x,,, € Vj,,. Dann ist

mo—1

Kc | V.

j=0
denn z und die z,, mit m > mq liegen in Vj,
inV;, U---UV;

]mofl]‘

die verbleibenden 1, ..., -1

Satz 14.11 Ist X ein Hausdorffscher topologischer Raum und K C X eine
kompakte Teilmenge, so ist K abgeschlossen in X. Insbesondere ist jede
kompakte Teilmenge von R™ abgeschlossen.

Beweis. Wir zeigen, dass das Komplement X \ K offen ist, also eine Umge-
bung fiir jedes y € X \ K. Da X Hausdorffsch ist, existieren fiir jedes x € K
offene Umgebungen P, von z und ), von y in X mit

P.NQ,=0.

Dann ist K C |J,cx P und somit existiert (nach Lemma 14.9 (b)) eine
endliche Teilmenge F' C K mit

K C UP:v-

zeF
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Die Menge @ := [,cp Q2 ist eine offene Umgebung von y als Durchschnitt
endlich vieler offener Umgebungen. Nun gilt

QnEcnlUr=J@nr)cJ@.nP)={J0=0.

zeF zeF zeF zeF

also QN K =0. Alsoist Q C X \ K, also X \ K eine Umgebung von y. O

Satz 14.12 Ist K ein kompakter topologischer Raum, so ist eine Teilmenge
A C K genau dann kompakt, wenn A abgeschlossen ist.

Beweis. Als kompakter Raum ist K Hausdorffsch. Ist also A kompakt, so
ist A in K nach Satz 14.11 abgeschlossen. Ist umgekehrt A abgeschlossen
und ist (W;) e eine Familie von offenen Teilmengen von K mit

Aclyw;,

jeJ
so ist K \ A offen in K (als Komplement einer abgeschlossenen Menge) und

= (E\AulJw;
jeJ
Wegen der Kompaktheit von K existiert eine endliche Teilmenge F' C J
derart, dass
K=(EK\A)ulJw;.
JEF
Somit ist
AcJw;
jEF

und A als kompakt erkannt. O

Satz 14.13 Ist K ein kompakter topologischer Raum und f: K — Y eine
stetige Abbildung in einen Hausdorffschen topologischen Raum'Y, so ist f(K)
kompakt. Weiter ist f(A) kompakt (und somit in'Y abgeschlossen) fir jede
abgeschlossene Teilmenge A C K.
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Beweis. Ist (W;);e; eine Familie offener Teilmengen von Y mit
f (K ) < U Wj,
jeJ

so sind die Urbilder f~!(W;) offen in X (weil f stetig ist) und

K< (fK)cf! (U W,-) =J sy,

jeJ jeJ

Da K kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge F' C J mit

Kc o).

jJEF

Es folgt

fE) < f (U f‘l(Wj)) =J st c Uws

jEF JEF jEF

Also ist f(K) kompakt.

Ist A C K abgeschlossen, so ist A kompakt (nach Satz 14.12), somit f(A)
kompakt (nach dem bereits Gezeigten), somit f(A) in Y abgeschlossen (nach

Satz 14.11).

Definition 14.14 Ein Homdomorphismus ist eine stetige bijektive Abbil-
dung f: X — Y zwischen topologischen Raumen, deren Umkehrfunktion

f71Y — X ebenfalls stetig ist.

Satz 14.15 (Satz iiber die Umkehrfunktion) Ist K ein kompakter topo-
logischer Raum, Y ein Hausdorffscher topologischer Raum und f: K — Y
eine bijektive stetige Abbildung, so ist f ein Homdoomorphismus, d.h. auch

Y - K

15t stetig.
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Beweis. Wir haben zu zeigen, dass die Abbildung g := f~': Y — K stetig
ist. Nach Satz 11.7(c) wissen wir, dass dies genau dann der Fall ist, wenn
das Urbild

g7 (4)
in Y abgeschlossen ist fiir jede abgeschlossene Menge A C K. Nun gilt aber

g (A) ={yeY: [T(y) = gly) € A} = f(A),
und all diese Bilder sind tatsachlich abgeschlossen, wie am Ende von Satz 14.13
festgestellt. a
Folgerung 14.16 Ist K ein kompakter topologischer Raum und
f: K=Y

eine injektive stetige Abbildung in einen Hausdorffschen topologischen Raum
Y, so ist f eine topologische Einbettung,® d.h. die Koeinschrinkung

FIE K = f(K), @ f(z)

ist ein Homdéomorphismus, wenn man f(K) mit der von'Y induzierten Topolo-
gie versieht.

Beweis. Wir wenden den vorigen Satz auf die stetige bijektive Abbildung
fIFE) . K — f(K) an. O
Lemma 14.17 Ist (E,||-||) ein normierter Raum und K C E eine kompakte
Teilmenge, so ist diese beschrankt, also

sup{||z]: z € K} < 0.

Beweis. Die Kugeln B, (0) beziiglich || - || sind offen und

K C | B.(0).

23 Andere Bezeichnung: Ein Homdomorphismus aufs Bild.
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Wegen der Kompaktheit existieren also rq,...,7,, > 0 mit

K < | B.,(0).
k=1

Setzen wir r := max{ry,...,rn,}, so ist K C [J,—, B,,(0) = B,(0), also
sup{||z||: z € K} <. O

Satz 14.18 (Satz von Bolzano-Weierstrafl) Ein metrischer Raum (K, d)
1st genau dann kompakt, wenn jede Folge in K eine konvergente Teilfolge hat.

Beweis von Satz 14.18. Wir zeigen zunachst: Ist K kompakt, so hat
jede Folge in K eine konvergente Teilfolge. Und zwar per Kontraposition.
Angenommen also, es gibt eine Folge (x,,)nen in K, die keine konvergente Teil-
folge hat. Dann hat (z,)nen keinen Haufungspunkt, nach Lemma C.24 (b)
existieren also zu jedem z € K ein €, > 0 und N, € N derart, dass

(Vn > N,) Ty & B, (7).

Es ist K = |J,cx B, (z). Ware K kompakt, so miisste K = (J,cp Be, ()
gelten mit einer endlichen Teilmenge F' C K. Sei

N :=max{N,: z € F} e N.

Fiir alle n > N gilt fiir jedes x € F dann n > N,, somit z,, € B., (z). Also
ist ,, & U,ep Be, (x) = K, Widerspruch. Somit ist & doch nicht kompakt.

Sei umgekehrt angenommen, dass jede Folge in K eine konvergente Teil-
folge besitzt. Sei (V})jes eine offene Uberdeckung von K. Wenn (V});cs
keine endliche Teiliiberdeckung hatte, konnten wir wie folgt verfahren: Wir
wahlen z; € K und m(1l) € N minimal derart, dass Bi/ma)(z1) € Vju)
fir ein j(1) € J. Sind 21,...,2,-1 € K, m(1),...,m(n — 1) € N und
Jj(1),...,j(n—1) € J bereits gefunden, so sei

n—1
Tn € K\ U V}(i)
=1

wobei diese Menge nicht leer ist, weil sonst (V;;))"' eine endliche Teil-
( g J(@))i=1

(
iiberdeckung fiir K wére) und wir wéahlen m(n) € N minimal derart, dass
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By jmn)(2,) C Vjm) fiir ein j(n) € J. Per Voraussetzung hat (x,)nen eine
konvergente Teilfolge (x,, )ren. Sei

z = lim z,,.
k—o0 Tk

Dann ist « € V; fir ein j € J und es existiert ein m € N derart, dass
Bl/m(:v) CV;. Da z,, — z, existiert ein N € N derart, dass

1
Vk>N) d ) < —.

Fiir alle £ > N gilt nach der Dreiecksungleichung
B (xn,) € B

2m

1 (@) S BL(z) C V).

Wegen der Minimalitidt von m(ny) ist also

m(ng) < 2m

und somit —t~ > L. Nun ist d(z,,, Tn,,,) < d(Tn,, ) + d(,20,,,) <

m(n 2m”*

~

k
ﬁ—i_ﬁ - 1 < m(}%)? also Ty, € Bl/m(nk)(ajnk) - V](nk) Per Konstruktion

: 2m
ist aber
Nk+1— 1

T & J Ve,

i=1
Widerspruch. Also muss (V});es doch eine endliche Teilitberdeckung haben
und somit K kompakt sein. O

Satz 14.19 (Satz vom Maximum) FEs sei K ein nicht-leerer kompakter
topologischer Raum (z.B. eine nicht-leere kompakte Teilmenge K C R™) und
f: K — R eine stetige Funktion. Dann nimmt f ein Maximum und ein
Minimum an, d.h. es existieren Elemente x,,x* € K derart, dass

f(zy) =min{f(z): x € K} und f(z")=max{f(z): z € K}.

Beweis. Nach Satz 14.13 ist die Teilmenge f(K) C R kompakt. Wir wéhlen
eine Folge (Y, )nen in f(K) derart, dass

Yn — sup f(K)

fir n — oo. Da f(K) mit der von R induzierten Metrik ein kompakter
metrischer Raum ist, gibt es eine gegen ein y € f(K) konvergente Teilfolge
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(Yn, Jken- Es gibt ein 2* € K mit y = f(z*). Day,, — y und y,, — sup f(K)
fiir k — oo, folgt sup f(K) =y = f(z*). Die Existenz von Minima zeigt man
analog. O

Satz 14.20 (Satz von Heine-Borel) Fine Teilmenge K C R™ ist genau
dann kompakt, wenn sie beschrankt und abgeschlossen ist.

Beweis. Ist K kompakt, so ist K nach Satz 14.11 abgeschlossen und nach
Lemma 14.17 beschrankt.

Ist umgekehrt K abgeschlossen und beschriankt, so gibt es wegen der
Beschranktheit ein r > 0 mit

K C B,(0) = [-r,7] X -+ x [=r,7],

wobei B,.(0) die Kugel beziiglich der Maximums-Norm ist. Nach Lemma 7.16
hat jede Folge (%,)men in K eine Teilfolge (2, )ren, die in R™ gegen ein
x € [—r,r]"™ konvergiert. Da K per Voraussetzung in R" abgeschlossen ist
und z,,, € L fiir alle k € N, folgt fiir den Limes in R"

r = lim 2, € K.
k—ro0

Fir k — oo gilt dann auch z,,, — = in K, es hat also (z,,)men stets eine
in K konvergent Teilfolge. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf§ ist K
somit kompakt. a

Satz 14.21 (Lemma von Wallace) Fs seien X, und X, topologische Raume,
Ky C Xy und Ky C Xy kompakte (oder quasikompakte) Teilmengen und
V C X1 x Xy eine offene Menge derart, dass

K1XKQQV

Dann ezistieren offene Teilmengen Vi C X und Vo C Xy mit K; C Vi,
Ky CVyund Vi x Vo CV, also

Kix K, CVixV, CV.
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Wir konnen die kompakten Mengen K7 und K also zu offenen Mengen V;
und V5 vergroflern, so dass immer noch V; x V5 C V.

Beweis. Ist K; = (0, so konnen wir V; := 0, V5 := X, wihlen; auch der Fall
Ky = () ist trivial. Wir diirfen daher nun annehmen, dass K; und K beide
nicht leer sind.

Fiir jedes x € Ky und y € Ks ist (z,y) € V. Da V offen in der Produkt-
topologie ist, gibt es also offene Mengen P,, C X; und @),, € X, derart,
dass

(xuy) € Px,y X Q:ﬂ,y g V.

Halte y € K, fest. Da K; quasikompakt ist und
K C | Py,
reKq
gibt es eine endliche Teilmenge F, C K, derart, dass
K. C | Poy=P,
zeFy

Als endlicher Durchschnitt offener Umgebungen ist dann

eine offene Umgebung von y in X,. Weiter gilt
Kix{y} C Py xQy = U (Pry X Qy) C U(Pr,yXQ:r,y) cV.
zEFy zEFy
Da K, quasikompakt ist und
KQ g U Qy7
yeKo

gibt es eine endliche Teilmenge F' C K, derart, dass

Kcl)o,=W

yeF

Die Menge V5, C X, ist offen und enthalt K. Weiter ist

Vi:i={P,

yeF
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eine offene Teilmenge von Xy, die K; enthalt, denn V; ist der Durchschnitt
von endlich vielen Mengen mit diesen Eigenschaften. Wir schlielen, dass

KiyxK, CVixVa=Vix | J@,=JVixQ)c|JPxQ)cV

yer yeF yeF

Also haben V; und V5 die gewtinschten Eigenschaften. a

Satz 14.22 (Stetigkeit parameter-abhingiger Integrale) Seien a < b
reelle Zahlen, X ein topologischer Raum (z.B. eine Teilmenge X C R™) und

f: X x[a, 0] = R

eine stetige Funktion. Dann ist auch die Funktion

b
g: X = R, g(x) ::/ f(z,t)dt
stetig.

Beweis. Um zu sehen, dass g an einer gegebenen Stelle x € X stetig ist, sei
W C R eine Umgebung von g(x) = ff f(z,t)dt. Dann existiert ein € > 0
mit [g(z) — €, g(x) +¢] € W. Wir setzen 6 := ;=. Die Funktion
h: X xa,b] = R, h(y, 1) == f(y, 1) - f(z,1)
ist stetig?® und es ist h(z,t) = 0 fiir alle ¢ € [a, b]. Somit ist
{z} > [a, 8] € h7H(0) © A7 (]-0,0]),

wobei h™1(]—0,0[) wegen der Stetigkeit von h offen ist. Nun ist die ein-
punktige Menge {x} C X kompakt (siche Beispiel 14.7) und auch |[a, b] ist
kompakt. Nach dem Wallaceschen Lemma gibt es also offene Mengen V; C X
und V5 C [a, b] mit

{z} x [a,0] S Vi x V5 C f(]-0,0]).

24Die Funktion X x [a,b] — R, (y,t) — f(x,t) ist stetig, denn sie ist die Komposition
der Projektion 7o : X X [a,b] — [a,b], (y,t) — t und der “partiellen Abbildung” [a,b] — R,
t — f(xz,t), die nach Beispiel 12.10 stetig ist.
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Dann ist [a,b] C V5 C [a,b] und somit V2 = [a, b, also
Vi x [a,b] € h™H(]—0,0])
und daher h(y,t) €|—0,0[ fiir alle y € V; und ¢ € [a, b]. Also ist
(Vy e Vi,t €a,0]) |f(y,t) = f(z, )] = Ay, )] < 0.

/abf(y,t) dt — /abf(x,t) dt‘

/ (fly,t) — f(x,t))dt‘

Es folgt

l9(y) —g(x)] =

b
=< [f(y,t) = fl, )] dt

b
< /Gdt:(b—a)eza

fir alle y € Vi, somit g(y) € [g(z) —&,g9(z) +¢] C W fiir alle y € Vj. Also
ist g an der Stelle x stetig. O

Satz 14.23 (Lebesguesches Lemma) FEs sei (K, d) ein kompakter metrischer
Raum und (V;) ey eine offene Uberdeckung von K. Dann existiert eine reelle
Zahl 6 > 0 derart, dass

(Vo e K)(3j € J) Bs(x) CVj
wobei Bs(z) :={y € K:d(x,y) < d}.

Ein 4 > 0 mit der vorigen Eigenschaft wird auch ein Lebesquesches Delta
genannt.

Beweis. Fiir jedes r € K existiert ein j(x) € J derart, dass x € V). Da
die Menge Vj(,) offen ist, existiert ein e(x) > 0 derart, dass

Weil (B:(z)/2(7))zer eine offene Uberdeckung von K ist und K kompakt,
existiert eine endliche Teilmenge F' C K derart, dass

K = | Bew)2(2). (67)

zeF
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Wir setzen
0 :=min{e(z)/2: x € F}.

Fiir jedes y € K existiert nach (67) ein x € F derart, dass y € B.(3)/2().
Da § < e(x)/2, ist fiir alle z € Bs(y)

d(z,z) < d(x,y) +d(y, 2) < % 1< ? 4 _5(21:) — e
also z € Be(y)(2) C Vj(z) und somit Bs(y) C Vi(a). 0

Satz 14.24 FEs seien (K,dk) und (Y, dy) metrische Rdume. Ist K kompakt,
so ist jede stetige Abbildung f: K — 'Y gleichmdfSig stetig, d.h.
(Ve >0)(30 > 0)(Vy,z € K) dg(y,z) <d = dy(f(y), f(2)) <e.

Beweis. Sei ¢ > 0. Da f stetig ist, ist f an jeder Stelle z € K stetig und
somit hat x eine offene Umgebung V, C K derart, dass

(Vy € Va) dy(f(y), flx)) <

DN ™

Nach der Dreiecksungleichung gilt dann also

(V.2 € Va) dy(f(1), F(2)) < dy (F), (@) +dy (F(@), () < 5+ =&

(68)
Nach dem Lebesgueschen Lemma existiert ein Lebesguesches Delta ¢ > 0 fiir
die offene Uberdeckung (V,),ex von K. Sind g,z € K mit dg(y, z) < §, so
ist

S 35 (y) (69>

Per Definition des Lebesgueschen Deltas existiert ein x € K mit
Bs(y) € Va-
Nach (69) sind dann y, z € V, und somit gilt nach (68):

dy (f(y), f(2)) <e,

was den Beweis der gleichméfigen Stetigkeit beendet. a
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Definition 14.25 Ist X ein topologischer Raum und M C X eine Teil-
menge, so nennt man eine Teilmenge V' C X eine Umgebung von M in X,
wenn M im Innern von V enthalten ist, d.h. M C VO, Ist V offen, so wird
also M C V verlangt.

Offene Umgebungen kompakter Mengen enthalten stets eine gleichméafige
Umgebung;:

Satz 14.26 Ist (X, d) ein metrischer Raum, K C X eine kompakte Teil-
menge und U C X eine offene Teilmenge mit K C U, so existiert ein € > 0
derart, dass

Kc|JBfxcuU.

rzeK

Man nennt | J,, B2 () eine gleichmifige Umgebung von K in X.

Beweis. Wir diirfen K # () annehmen. Fiir jedes 2 € K existiert ein e(x) >
0 mit By, (z) € U. Dann ist BJ, () fiir # € K eine offene Uberdeckung
von K; also existieren x1,...,x, € K mit

K C B, (z1) U---UBZ, \(zn).
Sei € := min{e(xy),...,e(x,)}. Gegeben z € K existiert ein j € {1,...,n}
mit * € BY y(z;).  Wegen der Dreiecksungleichung ist dann BX(z) C

E(Z‘j
Bs)ij)@) < Bgi(%’)(xj) cv. =

Definition 14.27 Eine Teilmenge M eines topologischen Raums X, deren
Abschluss M kompakt ist, wird relativ kompakt genannt.

Zum Beispiel sind fiir jede gewihlte Norm offene Kugeln B.(z) in R relativ
kompakt, da ihr Abschluss B.(x) kompakt ist.

Prakompaktheit*

Es spéter niitzlich, kompakte metrische Raume auf noch eine weitere Art
charakterisieren zu konnen. Wir tiberspringen diese eher weiterfiihrende
Diskussion in der Vorlesung, sie ist nicht priifungsrelevant.

148



Definition 14.28 Ein metrischer Raum (X, d) heifit prdkompakt (oder auch
“total beschrénkt”), wenn fiir jedes € > 0 eine endliche Teilmenge F' C X

existiert mit
X = JBX@)

zeF

(d.h. fiir jedes € > 0 hat (BX(z)),cx eine endliche Teiliiberdeckung).

Satz 14.29 (Charakterisierung kompakter metrischer Raume) Fir einen
metrischen Raum (K,d) sind dquivalent:

(a) K ist kompakt;
(b) (K,d) ist prakompakt und vollstandig;

(¢) In K hat jede Folge eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Die Aquivalenz von (a) und (c) wurde in Satz 14.18 gezeigt.

Gilt (a), so hat wegen (c) jede Cauchyfolge in (K,d) eine konvergente
Teilfolge; nach Lemma C.22 ist die Cauchfolge somit konvergent. Also ist
(K, d) vollstéindig. Da fiir jedes ¢ > 0 die offene Uberdeckung (BX (z))sex

eine endliche Teiliiberdeckung hat, ist (K, d) prakompakt. Somit gilt (b).
(b)=(c): Fiir jedes k € N existiert eine endliche Teilmenge Fj, C K
derart, dass

Es existiert ein y; € F} derart, dass
I :={neN:x, c Bf(y)}

eine unendliche Menge ist. Ist 2 < &k € N und sind y; € Fj bereits gefunden
fir j € {2,...,k — 1} derart, dass

I ={nel_:x,c€ B{jj(yj)}

eine unendliche Menge ist, so existiert ein y, € Fj derart, dass I, := {n €
Iz, € B{jk(yk)} eine unendliche Menge ist. Wir setzen ny := min /; und
rekursiv ng := min Iy, \ {ny,...,ni_1} fir 2 < k € N. Wegen ny < ns < ---
ist dann (z,, )ren eine Teilfolge von (z,)n,en. Gegeben € > 0 existiert ein
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N € Nmit 2/N <e. Fir alle k&, > N gilt n € I C Iy und ny € I, C Iy,
also

d(zp,,yn) <1/N <e/2 und d(z,,,yy) <1/N <g/2
und folglich d(x,,,xn,) < d(Tn,,yn) + d(yn,zn,) < /2 +¢/2 = . Also
ist (zn,)ken eine Cauchyfolge in (K,d) und somit konvergent, da (K, d)
vollstandig angenommen ist. a
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15 Wege und Weglange

In diesem Kapitel betrachten wir Wege in R™ und ordnen ihnen eine Weglange
zu. Unser Hauptinteresse gilt stetigen Wegen und C*-Wegen.

Definitionen und erste Beispiele

Definition 15.1 Ein Weg (oder C°-Weg) in E := R" ist eine stetige Abbil-
dung ~v: [a,b] — E mit a < b. Man nennt v auch einen Weg von vy(a) nach
v(b); weiter nennt man y(a) den Anfangspunkt des Weges und ~(b) seinen
Endpunkt. Es ist also

’7:(’}/17"'7’771)

mit den stetigen Komponenten ~q,...,v,: [a,b] — R. Ist v an jeder Stelle
t € [a,b] differenzierbar in dem Sinn, dass der Grenzwert®

7(s) = (1)

7 (t) = lim
(mit s € [a,b] \ {t}) existiert und ist
Vila b = E, te (1)

stetig, so wird ~y ein stetig differenzierbarer Weg oder C'-Weg genannt. Das
Bild «(I) eines Wegs wird auch seine Spur genannt.

Ersetzt man [a, b] durch ein beliebiges nicht entartetes Intervall, so sprechen
wir von einer C%-Kurve v: I — E bzw. einer C'-Kurve.

Bemerkung 15.2 Man beachte, dass ein Weg v = (71,...,7): [a,b] —
R™ genau dann an einer Stelle ¢t € [a,b] differenzierbar ist, wenn jede der
Komponenten 71, ...,7,: a,b] — R in ¢ differenzierbar ist, und es gilt dann

7(#) = (@), - 7 (2))-
Fiir jede Folge (sk)ren in [a,b] \ {t} mit s — ¢ existiert ndmlich

() A0
k—o00 Sk — t

st E ein reeller Vektorraum, s € R\ {0} und v € E, so schreiben wir ¥ := 1o,
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nach Satz 7.11 genau dann, wenn all die Komponenten

lim v5(sk) — (1)

, J€E4L,...,n
konvergieren, und hat als Komponenten dann die Grenzwerte 7, (¢), ..., 7., ()
der Komponenten. Weiter ist 7' = (71, ...,7,) genau dann stetig, wenn all
die Komponenten es sind. Eine Funktion v = (71,...,7): [a,b] — R™ ist
somit genau dann ein C''-Weg, wenn alle Komponenten 7, ..., 7,: [a,b] — R
stetig differenzierbare Funktionen sind.
Ist k € No U {oc} und sind v, . ..,7, C*-Funktionen, so nennt man ~ einen

C*-Weg.
Beispiele 15.3 (a) Fiir @ > 0 hat die Abbildung
v:[0,a] = R?  ~(t) := (cost,sint)
beliebig oft differenzierbare Komponenten, ist also ein C*°-Weg in R? (der

den Einheitskreis im Gegenuhrzeigersinn umléuft).

(b) Fiir a < b ist
v:[0,a] = R?,  ~(t) := (cost,sint,t)

ein C°°-Weg in R?, der ein Stiick einer Schraubenlinie (Korkenzieher) durchlauft.

(c¢) Sind xg,21,...,2ym € R"und a = 4 < t; < -+ < t,, = b, so sei
v: [a,b] — R™ der Weg, welcher auf dem Intervall [t;_;,¢;] affin-linear von
xj_1 nach x; lauft, also

t—t;

t) =z + ————
V(1) j—1 t—t

(zj — 1)

fir j € {1,...,m}, t € [tj_1,t;]. Dann ist v: [a,b] — R"™ ein Weg, dessen
Einschrankung auf jedes der Teilintervalle [t;_1,t;] ein C'-Weg ist. Der Weg
verbindet geradlinig die gegebenen Punkte, es handelt sich um einen soge-
nannten Polygonzug.

152



Vektorwertige Integrale und Hauptsatz
Definition 15.4 Es seien I C R ein nicht entartetes Intervall,

Y=y, Yn): L = R

eine C%-Kurve und a,b € I. Wir definieren das Integral der Funktion + von a

e /aby(t) dt = (/ab%(t) dt,...,/ab%(t)dt> cR™.

Im folgenden Satz halten wir einige Eigenschaften vektorwertiger Integrale
fest. Um vektorwertige Integrale moglichst prézise Abschatzen zu koénnen,
nutzen uns im Beweis Riemannsche Summen. Diese werden analog zum
reellwertigen Fall (siehe Definition 1.44) definiert.

15.5 Sei Z = {a =ty < --- < t; = b} eine Zerlegung eines Intervalls [a, 0]
mit @ < b und B = (by,...,by) eine zugehorige Belegung. Ist v: [a,0] — E
ein Weg in £/ := R", so definieren wir die Riemannsche Summe S, (Z, B) zur
Zerlegung Z und Belegung B als

S(Z,B) ="y (tx — t—1)v(b).

k=1

Satz 15.6 (Eigenschaften vektorwertiger Integrale) Es seiena < b reelle
Zahlen, E :=R" mit einer Norm || - || und ~,n: [a,b] - E Wege. Dann gilt:

(a) Fir alle r,s € R ist ry+ sn: [a,b] — E ein Weg und
b b b
/ (ry(t) + sn(t)) dt = r/ ~(t) dt + s/ n(t) dt.
(b) (Intervalladditivitdt). Fir alle ¢ € [a,b] ist
b c b
/ y(t)dt = / y(t) dt +/ v(t) dt. (70)
(¢) (Integralabschdtzungen). Es gilt
b b
[0 < [ o< pio-o @

mit [7]loe == sup{[7(1)]}: t € [a,8]}.
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(d) Fir jede Folge (Zy)men von Zerlegungen Z,, von [a,b] mit Maschen-
weite mesh(Z,,) — 0 und jede Folge (By,)men von Belegungen gilt

Sy(Zm, Bm, —>/ t)dt  firm — oc.

Beweis. (a) Schreibe v = (y1,...,7,) und n = (ng1,...,m,). Fir j €
{1,...,n} ist die jte Komponente von fab r(y(t) 4+ sn(t)) dt € R™ gleich

b b b
/ (ry(£) + smy (£)) dt = 1 / oy (t) dt + s / oL

und stimmt mit der jten Komponente von r f t)ydt+s f n(t) dt iberein.
(b) Die jte Komponente der linke Seite von (70) ist

/ab%‘(t)dt—/:%-(t)dwr/cb%(t)dt,

stimmt also mit derjenigen der rechten Seite iiberein.
(d) Gegeben m € N sei Z,, = {a =ty < t; < --- < t, = b} mit einem
¢ € Nund B, = (by,...,b). Dann gilt

l
Sv(vaBm) = Z(tk_tk—l)’y(bk)

¢
= (te — tr—1)71(bk), - - -, Z(tk - tk—1)7n(bk))
=1

= (8,(Zn,Bm)s .-, 5. (Zm, Bn))
b

R /a%(t)dt,...,/Ab%(t)dt) :/Abv(t)dt.

(c) Gegeben eine Folge von Zerlegungen und Belegungen wie in (e) habe
wir fiir festes m

14

?
155(Zm; Bu)|l = (te —tr-1) <>t —tr—a ]| [l (0n) |
=tp—tp—1
= Snwu(Zm,Bm)
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mit der stetigen Funktion |||l := || - || o7 [a,b] = R, t — ||v(¢)]|; hierbei
wurden die Subadditivitat und positive Homogenitat der Norm benutzt. Fiir
m — oo folgt mit (d) und Satz 1.45

frod] -

S hm SH’YH Zm,B / H’y ||dt

< (0= a)[[7]lo;

was den Beweis beendet. O

lim S.(Zm, B H = 1im 18,(Zm, B

m— 00

Es ist niitzlich, dass auch hier eine Fassung des Hauptsatzes der Integral-
rechnung gilt:

Lemma 15.7 Fiir jeden C'-Weg ~v: I — R" und a,b € I gilt

Beweis. In der Tat ist

/abv'(t)dt - /abw;(t),...m;(t»dt: (/ab%(t)dt,.‘.,/abv;<t>dt)

= (m(b) —mnla), .., 1) = vla)) = v(b) — y(a). O

Weglange und Rektifizierbarkeit

In diesem Abschnitt definieren wie die Lénge eines Wegs 7: [a,b] — R"™ in
R"™. Die Weglinge hingt von der auf R" gewahlten Norm || - || ab. Fiir die
Praxis relevant (und anschaulichen Weglange entsprechend) ist die Weglénge
beziiglich der eulidischen Norm || - || auf R”. Die Weglénge auch beziiglich
anderer Normen zu berechnen, ist eher uniiblich; wir geben jedoch zunachst
die allgemeine Definition. Es liegt nahe, die Weglange eines Polygonzugs
(wie in Beispiel 15.3(c)) als

>l — il (72)
j=1
zu definieren.
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Definition 15.8 Ist v: [a,b] — R™ ein Weg und
Z={a=ty<t; < <t,=>}

eine Zerlegung von [a, b], so sei Lz(v) die Lédnge des Polygonzugs durch die
Punkte y(to), ..., 7(tm), also

Lz(v) = Z [ (t5) = (-2l

Die Weglange L(y) von + ist definiert als das Supremum
L() = sup Lz(7) € [0, o0,

wobei Z alle Zerlegungen des Intervalls [a, b] durchlauft. Ist L(y) < oo, so
wird v rektifizierbar genannt.

Wir werden bald sehen, dass jeder C'-Weg rektifizierbar ist und seine Weglinge
in Form eines geeigneten Integrals berechnet werden kann.

Lemma 15.9 Es sei v: [a,b] — R™ ein Weg. Ist Z = {to,...,tm} eine
Zerlegung von [a,b] und Z' eine Verfeinerung von Z, so ist

Lz(v) < Lz(7).

Beweis. Die Verfeinerung 7’ geht aus Z hervor, indem wir endlich oft
je einen Zwischenpunkt hinzunehmen. Es geniigt zu zeigen, dass sich die
Weglange in jedem dieser Schritte nicht verkleinert. Wir diirfen daher ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass

Z'=ZU{s}

mit einem s € [a,b] \ Z. Es gibt genau ein k € {1,...,m} derart, dass
o1 < 8§ <1p.

Nach der Dreiecksungleichung ist

() = (Gl < [v(E) =) + [[7v(s) = vt
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somit

k—1
Lz(y) = Z [7(t;) = v@E-D)I + v (Ee) — v (E-a) |

+ ) () =)l

j=k+1

3 Ihtt) =)l + (e ()]

IN

Hlv(s) = vt + D 1) = ()l

j=k+1
= Lz (7).

Lemma 15.10 Sind a < b < ¢ reelle Zahlen und v: [a,c] — R™ ein Weg, so
15t

L(y) = L(Ylia) + L(V]p.e))- (73)
Insbesondere ist v genau dann rektifizierbar, wenn beide Teilwege 7| und
YIp,q rektifizierbar sind.

Beweis. Wir stellen zunéchst eine Voriiberlegung an. Ist Z = {to,...,t;}
eine Zerlegung von [a, c| derart, dass b = t; fiir ein k € {1,...,m — 1}, so
ist Z' = {tg,...,tx} eine Zerlegung von [a,b] und Z" = {tg,...,t,} eine
Zerlegung von [b, ¢]. Weiter gilt

Lz(v) = Lz (Vo) + Lz (V]pq),

denn es ist

Lz(y) = lev(tj)—v(tj—l)H

= DIt =2l + D ) =l

=kt
= Lz(Vap) + Lze(V|pq)-
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Seien nun (Z;)ien, (Z!)ien und (Z!);en Folgen von Zerlegungen von [a, ¢,
la,b] bzw. [b, c] derart, dass
) =

Lz,(v) = L(v), Lz(v) = L(Vlwy) uwnd  Lzr(y) = L(¥]p.a)

fiir i — oo. Esist Y; := Z; U Z; U Z] eine Verfeinerung von Z;. Weiter ist
Y/ :=Y;Nla, b] eine Verfeinerung von Z; und Y;" := Y;N[b, c] eine Verfeinerung
von Z7. Somit ist Ly,(y) > Lz (7), folglich Ly,(y) dem Supremum L(v)
naher. Also gilt erst recht

Ly,(v) = L(v)
und ebenso Ly’ () — L(7]jag) und Ly»(v) = L(¥|pq). DaY; = Y/ UY/,
ist jedoch nach der Voriiberlegung

Ly,(v) = Ly (Ylap) + Ly (VI p.e) (74)
Durch Grenziibergang i — oo folgt nun (73) aus (74). O

Bemerkung 15.11 Ist v: [a,b] — R™ ein Polygonzug, so stimmt {ibrigens
die in Definition 15.8 als ein Supremum definierte Weglénge mit der in (72)
betrachteten iiberein.?® Es geniigt, dies fiir affin-lineare Wege v zu beweisen,
da wir durch wiederholte Anwendung von Lemma 15.10 die Wegléange eines
Polygonzugs als Summe der Langen von affin-linearen Teilwegen schreiben
kénnen. Sei etwa

() = 2 + b_—a(y—$) fiir t € [a, b]

mit z,y € R" und Z = {to,t1,...,t,} eine Zerlegung von [a,b]. Dann ist

V(tj)—V(tj—J:erg a(y—x)—x— ]b—a (y—l’):Tal(y—I)

fir j € {1,...,m}, somit

m

m t— .
Lz(v) = D It =)l =D | 4=y — =)
j=1 j=1
DD S1C kY N L d J
y b—a y b—a y '

Es ist also Lz(y) = |ly — z|| fiir alle Zerlegungen Z und somit auch L(7y) =
supy Lz(v) = lly — ||

26In der Vorlesung iiberspringen wir den folgenden Beweis.
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Wegliange von C!'-Wegen

Wir zeigen nun, dass jeder C'-Weg ~v: [a, b] — R™ rektifizierbar ist und geben
eine Formel fiir seine Weglange an.

Satz 15.12 Versehen wir E := R™ mit einer Norm || - ||, so gilt: Jeder
Cl'-Weg v: |a,b] — E ist rektifizierbar, mit Weglinge

b
L) = [ e (75
Beweis. Es sei (Z})ken eine Folge von Zerlegungen Z; von [a, b] derart, dass

Lz (v) = L(y) fiir k& — oo.

Die gemeinsame Verfeinerung von Z; mit einer dquidistanten Zerlegung von
der Maschenweite (b — a)/k liefert eine Zerlegung Z;, mit Maschenweite
mesh(Z;) < (b—a)/k, so dass also

mesh(Z;) — 0 fir k — oc. (76)
Da Lz (7) < Lz, (7) < L(7), folgt
Lz (v) = L(vy) fir k — oo.
Wir schreiben ||7/|| fir die Funktion
I-es a,0] = R, ¢ = [l (1)l

Ist By, eine Belegung von Zj, so gilt wegen (76)

b
S||'y’||(ZkaBk:) —>/ ||’y/(t)|| dt fur k£ — oo.

Wir zeigen, dass
Lz, (v) = Sy (Zk, Br) = 0 fiir k — oo. (77)

Wenn das stimmt, so folgt
b
La0) = La(0) = Sii(Zu B) + Sii(Ze ) 0+ [ Iy )] d
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fir k — co. Da Ly, () fir kK — oo auch gegen L() konvergiert, folgt (75).

Zum Nachweis von (77) sei e > 0. Da+’ als Abbildung von [a, b] nach (E, ||-|)
nach Satz 14.24 gleichmafBig stetig ist, gibt es ein § > 0 derart, dass
£

(st elat) ft—sl<d = WO El<;—

Da mesh(Z;) — 0, gibt es ein N € N derart, dass
mesh(Z;) <6 fiir alle £ > N.

Fiir £ > N sei Zy die Zerlegung a =ty < -+ < t,, = bund By, = (s1,...,8m).
Fiir jedes j € {1,...,n} ist dann s; € [t;_1,¢;] und somit fiir alle t € [¢;_1,1}]

’t — Sj‘ < t]’ — tj,1 < mesh(Zk) < 5,
folglich

€
b —

17 (#) =~ (s5)Il <
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erhalten wir

L2, (7) = Sj(Ze, Bl = [ II(ty) — Z ti-)l' (s H'

tj
/ V() dt
ti_1

j—

tj
/ 7 (t) dt
ti—1

j—

= = tj—l)W’(Sj)ll) ‘

NE

' ‘ =t = tj—l)v’(sj)ll'

NE

[ " dt— (5 — )7 (5))

=1 ||/t~
m tj tj
= S| vwa- [T s a
j=1 ||V ti-1 tj—1
2
<> [ o-veld
j=1vti-1
e €
= Qi —t) g =5
7j=1

wobei beim Ubergang zur vierten Zeile Satz 7.10 (bzw. (47)) benutzt wurde.
Somit gilt (77), was den Beweis beendet. O

Beispiel 15.13 Wir betrachten (wie in Beispiel 15.3 (a)) fiir a« > 0 den C*°-
Weg
v:[0,a] — R?  ~(t) := (cost,sint),

der den Kreisbogen von v(0) = (1, 0) bis y(a) = (cos o, sin ) im Gegenuhrzeigersinn
durchlauft. Nach Satz 15.12 hat ~ beziiglich der euklidischen Norm die
Weglange

L) = / ny’(t)||2dt:/ H(—sint,cost)Hgdt:/ V(=i 0)? + (cos L dt
0 0 0 N ~~ d
=1

= / 1dt = a.
0
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Mit anderen Worten, wir konnen die Zahl o wirklich als eine Bogenldnge
interpretieren, namlich als die Lange des durch den Weg v parametrisierten
Kreisbogens von (1,0) bis (cos a, sin ).

Umparametrisieren von Wegen

Beim Umparametrisieren andert sich die Lange von Wegen nicht:
Satz 15.14 Wir versehen E := R™ mit einer Norm || - ||. Ist v: [a,0] — E
ein Weg und ¢: [c,d] — [a,b] ein Homdomorphismus, so ist

L(v) = L(y© ¢).

Beweis. Wir wissen aus der Analysis 1, dass die bijektive stetige Abbildung
¢: [c,d] — [a,b] entweder streng monoton wachsend oder streng monoton
fallend ist. Ist Z = {tg,t1,...,tn} eine Zerlegung von [c, d] so ist

eine Zerlegung von [a, b]. Ist ® streng monoton wachsend, so ist a = ¢(ty) <
o(t1) < -+ < ¢(ty,) = bund

Lo(z)(v) = Z IV (¢(t;)) = (o))l = Lz (v 0 ¢).

Ist ¢ streng monoton fallend, so ist b = ¢(tg) > o(t1) > -+ > é(tm) = a,
also a = ¢(t,,) < P(tm—1) < -+ < ¢(to) = b die aufsteigende Anordnung der
Punkte der Zerlegung ¢(Z), somit ebenfalls

Lo(z)(v) = Z ()= (ot~ )l = Z IV (¢(t;-1)) = (¢(E;)]l = Lz(v09).

Sei nun Z die Menge aller Zerlegungen von [a,b] und Z’ die Menge aller
Zerlegungen von [c, d]. Dann ist

Z'sZ  Z—92)

eine bijektive Abbildung (mit Umkehrabbildung Z — ¢~1(Z)), insbesondere
also surjektiv. Es folgt

L(7) = sup Lz(y) = sup Lyz)(7) = sup Lz(yo ¢) = L(vo¢). g
zez zez! zez

Die Existenz einer schonen Umparametrisierung (wie im vorigen Satz) ist
héaufig automatisch:
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Satz 15.15 Sind v: [a,b] — R™ und n: [c,d] — R" injektive Wege*" mit
gleichem Bild, also
7(la, 0]) = n([c, d]),

so gibt es einen Homdomorphismus ¢: [c,d] — [a,b] derart, dass
n=y09.
Insbesondere gilt L(y) = L(n), d.h. die Bogenlinge
L(T) := L(7)

der Menge T' := ~([a,b]) ist wohldefiniert, unabhdngig von der gewdhlten
Parametrisierung -y.

Beweis. Sei I' := ~([a, b]) = n([c,d]). Da [c,d] kompakt ist und
s fe,d =T, ten(t)

stetig und bijektiv, ist 7|" nach Satz dem Satz iiber die Umkehrfunktion (Satz
14.15) ein Homoomorphismus. Ebenso ist |": [a, b] — T ein Homdomorphismus.
Also ist auch (y|')7!: T' — [a, b] ein Homéomorphismus und somit auch die
Komposition

¢ = (7yr)71 © U’Fi [c,d] = a, b].
Sei t: I' — R" die Inklusion. Per Konstruktion ist yo¢ = oyl o ¢ =

voy|Fo(y[F)ton|" =on|" =n. Die iibrigen Aussagen folgen nun aus Satz
15.14. O

Beispiel 15.16 Gegeben a €10, 27| ist der Weg

v:[0,a] = R*  5(t) := (cost,sint)

injektiv. Somit kénnen wir dem Kreisbogen I' := ([0, a]) die Bogenlénge
L(T) := L(y) = « zuordnen und wissen, dass wir fiir jede andere injektive
Parametrisierung 7 des Kreisbogens?® die gleiche Bogenlinge erhalten. Diese
ist eine Eigenschaft von I' allein, unabhéngig von der Parametrisierung.

2TInjektive Wege nennt man auch “einfache doppelpunktfreie Wege.”
B7.B.nt) = (1—t,/1—(1—1)?) falls a < 7.
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Ableitung der Matrix-Exponentialfunktion
Wir zeigen den folgenden Satz:
Satz 15.17 Fiir jede Matriz A € R™™ ist

R — R™™ s et

emne C®°-Kurve mit
ietA — AetA — etAA
dt

fur alle t € R.

Der Beweis benutzt das folgende Lemma (das man spéter als einen Spezialfall
der Kettenregel auffassen konnte).

Lemma 15.18 FEs sei I C R ein nicht entartetes Intervall, v: I — R™ eine
C'-Kurve und oz R™ — R" eine stetige lineare Abbildung. Dann ist auch

aoy: I —=R" t— a(y(t))
eine C'-Kurve und es gilt
(o) (t)=a(y(t) firalletel.
Beweis. Seit € I. Fiir s # t in [ gilt
a(y(s)) —aly(®)) _ (7(3) —(t)

s—1 s—1

) = atr)

flir s — t, wobei zuerst die Linearitit von o benutzt wurde und dann die
Stetigkeit von a. Also ist cwoy an der Stelle ¢ differenzierbar mit (o)’ (¢) =
a(9'(t)). Nach dem Vorigen ist (awov) = a0/, wobei die rechte Seite stetig
ist als Komposition stetiger Funktionen. Also ist a o~y eine C*-Kurve. a

Beweis von Satz 15.17. Wir identifizieren R™*" mit R”Q, indem wir die

Matrix mit den Zeilen (aq1---ai,), ..., (an1 -+ any) identifizieren mit dem
Element

(alla"'7an1aa'217"'7a2n7"'7an17"'7ann)
von R™, also die Zeilenvektoren nacheinander auflisten. Fiiri,j € {1,...,n}
sei

pr;: R — R
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die lineare Abbildung, die einer Matrix B = (bye)}, ,—; ihren (4, j)-Eintrag b;;
zuordnet. Damit ,
y: R — RV =R

eine C*°-Kurve ist, haben wir zu zeigen, dass
R—R, t~ prij(em)

eine C*°-Funktion ist fiir alle 4,7 € {1,...,n}. Nach Satz 9.4 gilt fiir alle
teR

=1 = 1 =1
pl"z'j(V(t» = prij(etA) = Pry; <kz: HtkAk> = ;Pri]’ (HtkAk> = kX: 7l prij(Ak) t*
=0 =0 =0

Somit ist pr;; oy die Grenzfunktion einer auf ganz R konvergenten Potenz-
reihe und somlt eine C*°-Funktion (nach Folgerung 5.3), wie bendtigt. Da
Kurven komponentenweise abgeleitet werden und nach Satz 5.1 Potenzreihen
gliedweise abgeleitet werden, gilt weiter

prij (Vl(t)) = (prm O’Y Z k + ]- ' przy (Ak+1)
k=0

s
_ Zprw ( t’fAk)) (78)

was sich auch als 77 pr;; ((5t"A%)A) schreiben lasst. Nun ist
Ly: RV" - R™" B+ AB

eine lineare Abbildung und somit stetig. Mit Satz 9.4 erhalten wir
= 1 . 1 = 1
Aett = La(e) = Ly (Z Ht’“A’“) =Y Ly (Ht’“A") - ZA(EtkAk)
k=0 k=0 k=0
mit (i, j)-Eintrag
AetA Zprw ( —tkAk)>

Dieser stimmt mit der rechten Seite von (78) tiberein, so dass also +/(t) =
Aet4. Analog sieht man, dass 7/(t) = e'4A. O
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16 Partiell differenzierbare reelle Funktionen

Wir betrachten zunéachst reellwertige Funktionen f: U — R auf einer offenen
Teilmenge U C R™. In spateren Kapiteln wird dann auch Differentialrech-
nung fiir vektorwertige Funktionen f: U — R" entwickelt.

Partielle Ableitungen
Definition 16.1 Die Funktion f: U — R heiflt partiell differenzierbar an

einer Stelle x = (z1,...,z,) € U, wenn die folgenden partiellen Ableitungen
existieren:

Ory t—0 ;

of (z) = hmf(xl,xz—l-t,...,xm)—f(xl,...,xm)

0o t—0 ;

af_(flf = lim f(xl’xz""’xm—i_t)_f(Ih...,l’m).

Oy t—0 /

Mit den Standard-Basisvektoren e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) ist

e of f(a+te)) — f(x)
(x) = lim TG ’

@_J:j t—0 t

fir j € {1,...,m}.

Bemerkung 16.2 Der Grenzwert in (79) ist ein Funktionenlimes; verlangt
ist also, dass der Grenzwert

lim f(x +they) — f(o)
k—o0 tk:

existiert fiir jede Folge ), in R\{0} derart, dass z+t;e; € U fiir alle k € N und
limg o0 &, = 0. Der Grenzwert ist dann unabhéngig von der Folge (tx)ren
und wir nennen ihn %(m).

J

Was kann man sich unter partiellen Ableitungen vorstellen, wie rechnet man
sie in der Praxis aus? Nach dem folgenden Rezept.
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Bemerkung 16.3 Man erhalt %(x), indem man alle Variablen aufler z;

(also @1, ...,xj_1 und xj4q, ..., x,,) festhélt und die so entstehende Funktion
der einen Variablen x; nach z; ableitet, wie in der Analysis 1.

Begriindung: Wenn wir
Sk = l’j —+ tk

setzen, so ist s # x; und s; in der Menge
Jo={seR: (z1,...,2j_1,5,Tjt1,..-,Tm) € U} (80)

enthalten, die eine offene Umgebung von z; in R ist (vergleiche Satz 12.10 (e));
weiter gilt

kh_)rgo Sk = Tj. (81)

Der Limes aus Bemerkung 16.2 ist dann gleich

lim f@r, o i1, Sk, Tty - -+ ) — f(2)

k—o0 Sk —I‘j

Jede Folge (si)ren in J \ {z;} mit (81) lésst sich auf diese Art erhalten: es
ist s = x; + t mit t := s — x;. Betrachten wir die Hilfsfunktion

h: J =R, s f(x1,...,%j-1,5,Zjs1, .-, Tm),

so existiert %(x) also genau dann, wenn
J

h/(x]) — llm h(S) B h’(x])
s—T; s —x;
existiert, und dann ist
I () = W(ay)
8$j I

Beispiel 16.4 Wir betrachten f: R? — R, (x,23) — 21 + 225. Dann ist

af

o, () =1
und o7
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Beispiel 16.5 Wir betrachten f: R? — R, z = (x1,x9) + sin(x;) + (z2)%
Es ist
of

a—xl(ac) =cos(r1), ——(z)=2m,.

Bemerkung 16.6 Weitere Notationen fiir %(x) sind u.a.

0
8_%f(;p), D]f(l"), ij(fﬂ)

Bemerkung 16.7 Manchmal benotigen wir die wie oben definierte partielle
Ableitung %(m) an einer Stelle z € U auch denn, wenn eine Teilmenge
J

U C R™ nicht offen ist. Die obige Definition funktioniert, wann immer es
eine Folge (t;)ren in R\ {0} gibt mit = + txe; € U und

lim ty = 0,
k—o00

bzw. eine Folge (sj)ken in J \ {z;} mit

lim s, = z;.
k—oo

Zum Beispiel kann man problemlos

9
833'1

definieren fiir eine Funktion f: ]0,1[ x[0,1] — R.

()

Definition 16.8 Sei f: U — R eine Funktion auf einer offenen Teilmenge
U C R™. Existieren die partiellen Ableitungen %(x) fur alle j € {1,...,m}

und x € U, so nennen wir f partiell differenzierbar. Ist f partiell differen-
zierbar und sind die Funktionen

ﬁ: U—-R, z+ a—f(x)
85Ej 8x]~
fir j € {1,...,m} stetig, so nennt man f stetig partiell differenzierbar (oder

kurz: eine C'-Funktion).

Wir werden bald sehen (siche 16.18), dass jede C'-Funktion insbesondere
stetig ist (also eine C°-Funktion).
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Beispiel 16.9 Die Funktion f: R?* — R, z = (21, T2, 73) +> z1€%2 + 223 ist
stetig partiell differenzierbar. Die partiellen Ableitungen

of of (r) = x1€™ und ofr

e, ) =€ 5 o

(x) =2

existieren namlich und sind stetige Funktionen von z = (zy, 9, z3) € R3.

Lokale Extremstellen und kritische Punkte

Wir interesseren uns fiir lokale Extremalstellen insbesondere von Funktionen
f: X — R auf Teilmengen X C R™.

Definition 16.10 Sei X ein topologischer Raum, f: X — R eine Funktion
und z € X.

(a) z heifit lokale Minimalstelle von f (und f(z) ein lokales Minimum),
wenn es eine z-Umgebung V' C X derart gibt, dass

(VyeV) f(z) < f(y).

Kann V' so gewéhlt werden, dass f(z) < f(y) fur alle y € V' \ {z}, so
hei3t z eine isolierte lokale Minimalstelle.

(b) z heiBt lokale Mazimalstelle von f (und f(z) ein lokales Maximum),
wenn es eine z-Umgebung V' C X gibt derart, dass

(Vy e V) f(z) = f(y).

Kann V' so gewéhlt werden, dass f(z) > f(y) fur alle y € V' \ {z}, so
heilt x eine isolierte lokale Maximalstelle.

(c) z heifit lokale Eztremstelle (und f(z) ein lokales Extremum), wenn z
eine lokale Minimalstelle oder eine lokale Maximalstelle ist.

Etwas unprézise nennt man lokale Extremstellen oft ebenfalls lokale Fxtrema.

Lemma 16.11 Es seiten X und Y topologische Rdume, f: Y — R eine
Abbildung, v € X und n: X — Y eine Abbildung, die an der Stelle x stetig
1st. Dann gilt:

(a) Ist n(x) eine lokale Minimalstelle (bzw. Maximalstelle) von f, so ist x
eine lokale Minimalstelle (bzw. Maximalstelle) von fon: X — R.
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(b) Ist n(x) eine isolierte lokale Minimalstelle (bzw. Mazximalstelle) von f
und 1 injektiv, so ist x eine isolierte lokale Minimalstelle (bzw. Maximal-
stelle) von fon: X — R.

Beweis. Ist n(z) eine lokale Minimalstelle von f, so existiert eine Umgebung
V von n(z) in Y derart, dass

(Vy e V) f(n(z)) < f(y). (82)

Da 7 stetig ist, ist 771 (V) ene Umgebung von z in X. Fiir jedes y € n= (V)
ist n(y) € V und somit f(n(z)) < f(n(y)) nach (82). Also ist z eine lokale
Minimalstelle von f o 7. Sei nun n(z) eine isolierte Minimalstelle von f und
V gewédhlt mit f(z) > f(n(x)) fir alle z € V' \ {n(x)}. Da n injektiv ist, ist

n(y) # n(z) fiir alle y € n~'(V) \ {2} und somit f(n(y)) > f(n(z)). Lokale
Maximalstellen diskutiert man analog. a

Definition 16.12 Es sei f: U — R eine partiell differenzierbare Funktion
auf einer offenen Teilmenge U C R™. Wir nennen x € U einen kritischen
Punkt von f, wenn

of of

iy == 2L () = 0.

B (z) - (z)

Definition 16.13 Ist U C R™ offen und f: U — R partiell differenzierbar,

so definieren wir den Gradienten V f(z) € R™ von f an der Stelle z € U als
den Spaltenvektor der dortigen partiellen Ableitungen:

9
a2 ()

Vi@=|
L (a)

OTm

Hierbei wir V “Nabla” ausgesprochen. Statt Vf(z) schreibt man auch
grad f(z).

Es ist also € U genau dann ein kritischer Punkt von f, wenn V f(x) = 0
der Nullvektor ist.

Satz 16.14 (Notwendige Bedingung fiir Extremstellen). FEs sei f: U — R
eine partiell differenzierbare Funktion auf einer offenen Teilmenge U C R™.
Ist x € U eine lokale Extremstelle von f, so ist Vf(x) = 0, also x ein
kritischer Punkt von f.
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Beweis. Gegeben j € {1,...,m} sei J wie in (80). Dann ist
n:J —=U, s (T1,...,0,1,8,Tj41,. .., Tpm)
stetig (und injektiv). Nach der Diskussion in Bemerkung 16.3 ist
h:=fon:J—=R, s f(x1,...,2j-1,5 Tjt1,-- -, Tm)

an jeder Stelle s € J differenzierbar mit

0
B (s) = —f(xl, e 1y Sy Ty e T

8:1:j

Da x; nach Lemma 16.11 eine lokale Extremstelle von h ist, ist 0 = A/(x;)

387];(96), wie aus der Analysis 1 bekannt.

O

Beispiel 16.15 Die Funktion

fo =11 x }——, —R, (z,y) — (1 —2?)cos(y)

ist stetig differenzierbar mit

= (e )

x?)siny
Fiir einen kritischen Punkt (z,y) muss
—2zcos(y) =0 und (1 — 2% sin(y) =0

gelten, also x = 0 und y = 0. Es ist also (0,0) der einzige kritische Punkt
von f; nur dort kann eine lokale Extremstelle vorliegen.

In der Tat f(0,0) = 1 das globale Maximum fiir f, denn fiir alle (z,y) im
Definitionsbereich ist 0 < (1 — 2%) < 1 und 0 < cos(y) < 1, somit

0 < (1—2?)cos(y) < 1.

171



Affin-lineare Approximation

Analog dazu, wie die Tangente eine differenzierbare Funktion f: R — R
um eine Stelle x € R approximiert, konnen wir stetig partiell differenzierbare
Funktionen um eine Stelle x approximieren durch eine affin-lineare Funktion.

16.16 Im folgenden Satz benutzen wir das Standard-Skalarprodukt zweier
Spaltenvektoren v = (v1,...,v,)" und w = (wy,...,w,)T in R™,

m
v-w = (v, w) = Zvjwj.
j=1

Die Abbildung
R™"xR™ >R, (v,w)—v-w

ist bilinear. Insbesondere ist fiir jeden festen Vektor v die Abbildung
R™ >R, w—uv-w
linear.

Satz 16.17 Ist U C R™ eine offene Menge, f: U — R stetig partiell dif-
ferenzierbar und x € U, so setzen wir

R(y) == fly) = f(z) = V() - (y — x)

fury € U, so dass also

fly) = flx)+Vf(z) (y—2z)+ R(y) (83)
= @+ Ly -2+ RW).

= 8xj

Fiir jede Norm || - || auf R™ gilt dann

lim R(y)

y=e ||y — |
Bevor wir den Satz beweisen, halten wie eine erste Anwendung fest:

Folgerung 16.18 Jede stetig partiell differenzierbare Funktion f: U — R
auf einer offenen Teilmenge U C R"™ st stetig.
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Beweis. An jeder Stelle z € U ist f stetig, denn es gilt
R
F) = @)+ V@) - (= 2)+ Ly —af — (o)

—0 N———" =0
—0

firy € U\ {z} mit y — =. O
Zum Beweis von Satz 16.17 beginnen wir mit einer Voriiberlegung. Sei z =

(x1,...,2y) € U und € > 0 derart, dass z +te; € U fiir alle t €]—¢,¢[. Fir
jedes t € |—¢, ¢ ist dann

of
flzr+t, 2o, . xm) — f(T1,. . ) = a—(f,xg, ey T T (84)

€1
flir ein £ zwischen z; und x; + t. Fiir ¢t = 0 sind namlich beide Seiten 0 mit
& = x1. Ist t # 0, betrachten wir z», ..., x,, als Konstanten, so dass also
s+ f(s,xa,...,2,) eine differenzierbare Funktion der reellen Variablen s €

(21, x1+t] (bzw. s € [x1+t, 2], wenn t < 0) ist. Nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung ist die Sekantensteigung gleich der Tangentensteigung
an einer Zwischenstelle ¢ zwischen z; und x; + ¢, also

flozy+t,xe, ... xm) — f(z1,.. . 2m)  Of

/ = axl(g,l'z,...,ajm).

Multiplizieren mit ¢ liefert (84).

Setzen wir 7 := & — x1, so ist £ = x7 + 7 und

0
flz+te) — f(z) = —f(:v +7ep)t
8331
fiir ein 7 zwischen 0 und t. Analog sehen wir, dass fir jedes j € {1,...,m}
und t € |—¢,¢|
flx +tej) — fx) = 8_95](x +7e;)t

fiir ein 7 zwischen 0 und ¢, wenn = + se; € U fiir alle s € ]—¢, ¢].

Beweis fiir Satz 16.17. Da auf R™ alle Normen aquivalent sind, existiert
eine Konstante C' > 0 derart, dass

|z]] > C|z||oc fur alle z € R™.
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Gegeben © = (xy,...,2,) € U gibt es ein € > 0 mit Bi_l'”‘”(x) C U, so dass
also
lty —e,my+e[ X X Jry, — e, 2, + e[ CU.

Weiter ist laut Voriiberlegung

) - @) = §5<f<m+§}w—xﬁq> <w+§Z ))

S ) oS o)
of (x + Y (y; — zj)e; + Tk€k> (yr — k) (85)

mit Zahlen 7 zwischen 0 und y, — zy, so dass also 7, — 0 fiir y — x. Fir
y €lxy —e,x1 + [ X |z, — €, 2z, + £[ ist nach (85) dann

k=1
Somit gilt
‘ :‘ﬂw—fuwwy—@~VAm
ly — | ly — |
- of lyr — x| 1
< o - — =0
< Z e (JI + Z 6] + Tkek> D1 (:C) Hy — x“oo C
k=1 ——
> ~~ <1
—0 -
fiir y — = und folglich ; R(m o — 0.0

Richtungsableitungen

Um die partiellen Ableitungen zu erhalten, haben wir in Richtung der Standard-
Basisvektoren eq, ..., e, abgeleitet. Es ist sehr natiirlich, auch in andere
Richtungen abzuleiten.
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Satz 16.19 Ist U C R™ offen und f: U — R stetig partiell differenzierbar,
so existiert fir jedes x € U und jedes v € R™ der Grenzwert

(D, f)(x) = tim L) = (@)

t—0 t

und lasst sich mit Hilfe des Standard-Skalarprodukts berechnen als
(Do f)(@) =V [f(z) .

Dann ist also (D, f)(x) = %‘ f(z 4 tv). Man nennt (D, f)(x) die Rich-
=0

tungsableitung von f an der Stelle z in der Richtung v.

Beweis. Ist v = 0, so sind alle Differenzenquotienten, die Richtungsableitung
und das Skalarprodukt 0.

Ist v # 0, so setzen wir fiir £ € R\ {0} mit x +tv € U den Vektor y := x +tv
(mit y — 2 = tv) in (83) ein und erhalten nach Division durch ¢:

[z +tv) = f(=) R(z + tv)

; :Vf(x)-v—i—f. (86)
. Riz 1) _ A+ )
T +tv T +tv
= [ol] =0
t [#]]
fiir t — 0, strebt die rechte Seite von (86) gegen V f(z) - v. O

Der Gradient als Richtung des steilsten Anstiegs

Man kann den Gradienten als die Richtung des steilsten Anstiegs inter-
pretieren. Befindet man sich an der Stelle x € U und bewegt sich in U
in Richtung des Gradienten, so wachst die Funktion f am schnellsten.

Ist etwa f(z,y) die Hohe der Bergoberflache iiber dem Punkt (z,y) in der
Ebene, so kommen Sie am schnellsten bergauf, wenn Sie sich in Richtung
V f(z,y) bewegen.

Im folgenden Satz ist || - ||o die euklidische Norm (2-Norm) auf R™.

Satz 16.20 Sei U C R™ eine offene Teilmenge, f: U — R stetig partiell
differenzierbar und x € U. Ist V f(x) # 0, so wird das Maximum

max{(D,f)(z): v € R" mit ||v]|s =1}
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genau fir
Vi)
~ Vi@

angenommen.

Analog ist —V f(x) die Richtung des steilsten Abstiegs.

Zum Nachweis brauchen wir Information dariiber, wann in der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung Gleichheit auftritt:

Lemma 16.21 Sind u,v € R™ mit ||v||s = 1 und ist
ju- o] = [ull2l|v]l2 = [lull2,
so ist u ein Vielfaches von v.

Beweis. Setzen wir u := (u-v)v und u; = u — u, so ist u = uj + u,.
Wegen

upuy = (uwo)vug = (uv)(vu)—(uv)o-(uv)o = [u-v)*—|u-v*(|v]]2)* = 0

sind die Vektoren u| und u, orthogonal. Ist u kein Vielfaches von v und
somit u; # 0, so gilt nach dem Satz des Pythagoras

(lvll2)* = (loyll2)* + (lowll2)* > (Ilvyll2)*

Wegen
VUu=0v-u+v-uL =01
=0
folgt
v ul = oy < joll2llygll = fluyllz < flulls-

O

Beweis fiir Satz 16.20. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist
fir jedes v € R™ mit |Jv[js =1
v V() <o V@) < |vllV@)2 = IVF()]2

Die obere Schranke wird auch angenommen, denn mit u := HVV ]f((;))HQ ist

u-Vf(r) = V@) V@) = o V@) = V(@)

1
IV F()ll2 HVf( )2
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Analog wird fiir —u das Minimum

(—u) - Vf(z) = <[V (@)l

angenommen. Ist v weder +u noch —u, so ist der Einheitsvektor v kein
Vielfaches des Einheitsvektors v und somit nach Lemma 16.21

lu-v| <1,
also u -V f(x) < [u-Vf(z)| <[[Vf(x)ll

Beispiel 16.22 Ein Kéfer befindet sich an der Stelle (1,0) auf der Herd-
platte
{(z,y) € R*: 2% + ¢* < 16}

vom Radius 4 cm. Die Temperatur an der Stelle (z,y) sei
T(x,y) =40 — 2% — y*.

In welcher Richtung sollte er davonkrabbeln, damit es auf die Dauer nicht
zu heifl wird?

Antwort: In die Richtung —VT'(1,0) des steilsten Abstiegs. Esist VT'(z,y) =
(—2z, —2y), somit —VT'(1,0) = (2,0). Der Kéfer sollte sich also radial nach
auBen bewegen, langs der x-Achse.

Differenzierbarkeit parameterabhangiger Integrale

Ableitungen nach Parametern und Integration konnen vertauscht werden,
man kann “unter dem Integralzeichen ableiten”:

Satz 16.23 (Differenzierbarkeit parameterabhingiger Integrale) Es
seien I C R offen, a < b reelle Zahlen und

fiIx[a,b) >R, (s,t)— f(s,1)

eine stetige Funktion derart, dass %: I X [a,b] — R existiert und stetig ist.
Dann ist

b
g: I =R, g(s) ::/f(s,t)dt

eine C'-Funktion und

b
%(s) _ / %(s, P dt, (87)
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also %f; Fls,t)dt = [ 2L(s,t)dt.

a Os

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass I ein Intervall ist. Fiir jedes ¢ € [a, b]
ist
h:I—=R, s~ f(s,t)

differenzierbar mit #'(s) = 2L (s, ¢), nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung somit fir alle r, s € I

f(rt) = f(s,t) = h(r)—nh(s)= /r B (u)du = (r — 3)/0 h'(s+o(r—s))do

= (7«—5)/0 %(s+a(r—s),t)da.

wobei noch u = s+ o(r — s) mit o € [0,1] und du = (r — s) do substituiert
wurde. Gegeben r,s € [ mit r # s ist also

g(ri:f;(S) _ ris (/:f(r,t)dt— /abf(s,t) dt)
_ /b f(r, t2:§<87t) @t

_ /ab </Olg—“£(s+a(r—s),t)da) dt. (88)

I x[a,b] x[0,1] > R, (rto)— g—ﬁ(s—l—a(r—s),t)

Da die Funktion

stetig ist, ist nach Satz 14.22 (iiber die Stetigkeit parameterabhéngiger Inte-
grale) die Funktion

h:Ix[a,b] >R, h(rt):= /1%(3+0(T—s),t)d0
0

stetig. Diese erfiillt

h(s,t):/o %(s—l—a(s—s),t)da:/o %(s,t)daz%(s,t}. (89)
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Nochmalige Anwendung des Satzes liefert die Stetigkeit der Abbildung

A TSR, Alr) ::/abh(r,t)dt:/ab( Olg£<s+o(r—s> )da)dt.

Diese erfiillt wegen (89)

A(s):/ r :/ %(s,t)dt. (90)

Nun gilt nach (88) fiir r € I\ {s}

g(r) = g(s) "of
=A A = t)dt
LI A al) = [ G
fir r — s, wobei die Stetigkeit von A benutzt wurde und dann (90). Also
gilt (87). O

Mittelwertsatz in Integralform

Wir zeigen eine Fassung des Mittelwertsatzes fiir reellwertige Funktionen in
mehreren Variablen.

Satz 16.24 FEs seien U C R™ ecine offene Menge, f: U — R eine C*-
Funktion und x = (x1,...,2Ty) sowie y = (Y1,...,Ym) Punkte in U, deren
Verbindungsstrecke ganz in U liegt, also x + t(y — z) € U fiur alle t € [0,1].
Dann gilt

f(y)—f($)=/0>Vf(x+t(y ), y—x)dt = Zax (x+t(y—2))(y;—;) dt.

Beweis. Esist v: [0,1] — R, v(t) := f(x 4 t(y — x)) eine stetige Funktion
und differenzierbar mit

V'(t) = (Dy—f)(1(1)) = (V[ (z+t(y—2) Z 5 @t y=2))(y;—2;),
— 9Z;

denn fiir jede Folge (¢, )nen in [0,1] \ {¢t} mit ¢, — ¢ fir n — oo gilt s, :=

t, —t — 0 und

Y(tn) —v(@t) fla+tly—2) +s.(y— ) = flx+t(y—x))

t,—t Sn,
= Dyof(z+t(y—x)) = Dyof(7(t))
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fiir n — oo. Insbesondere ist 7': [0, 1] — R™ stetig, also y ein C'-Weg. Nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist somit

fiir den Integranden liefert die Behauptung. O

Erste Fassung der Kettenregel

Wir beweisen eine erste Fassung der Kettenregel, fiir die Verkniipfung einer
skalarwertigen C''-Funktionen mit einem C*-Weg.

Satz 16.25 Es sei U C R™ eine offene Menge und f: U — R eine C*-
Funktion. Seien weiter a < b reelle Zahlen und v = (71, ...,vm): [a,b] — R™
ein C'-Weg mit v([a,b]) C U. Dann ist die Funktion

fory:la bl =R, t f(y(1)

stetig differenzierbar und

(foy)(t) = (VI (r(t)), (1))

fir alle t € [a,b], also
S f
Z B, TN ().

Beweis. Seit € [a,b] und (t,)nen eine Folge in [a, b] \ {t}, die fiir n — oo
gegen t konvergiert. Wir benutzen die affin-lineare Approximation

fy) = f(2) +(Vf(x),y — z) + R(y)
von f an der Stelle z = ~(t). Mit y = v(t,) erhalten wir

FOy(tn)) = F(v(8)) = (Vf(2), v (tn) — (1)) + R(7(tn))-
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Teilen durch t,, — t liefert

f(y(tn)) — f(v(2))
t,—t

(tn) — '7(75)> R(y(tn))

B v
= (Vi) = — et

Der Differenzenquotient hinter dem Gradienten konvergiert gegen ~/(t) fiir
n — 0o. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass R(y(t,))/(t, —t) — 0. Sei || - ||
eine Norm auf R™. Die gegen ||+/(¢)|| konvergente Zahlenfolge

=

ist beschrankt; es gibt also ein M > 0 derart, dass

HMH < M fir alle n € N.

Gegeben € > 0 gibt es ein 6 > 0 derart, dass

RE)| _ o«
|lz—=x|| = M+1

fur alle z € U mit z # x und ||z — z|| < J. Es existiert ein N € N derart,
dass

[7(tn) = vl <0
fur alle n > N. Fir diese n ist dann also

RO e ) =@l _ M
lt,—t| — M+1 t, —t| - M+1

Also gilt lim,, % =0. O

Analoges gilt natiirlich fiir C'-Kurven v: I — R™ auf einem nicht entarteten
Intervall I an Stelle von [a, b], mit identischem Beweis.
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17 Zweite Ableitungen, Taylorentwicklung
und lokale Extrema

In diesem Kapitel untersuchen wir zweite partielle Ableitungen einer reell-
wertigen Funktion f: U — R auf einer offenen Teilmenge U C R™. Diese
lassen sich in einer Matrix anordnen, der sogenannten Hessematrix. Wir
diskutieren dann Taylor-Entwicklung fiir zweimal stetig differenzierbare Funk-
tionen und benutzen diese im Beweis von hinreichenden Bedingungen fiir
lokale Extrema.

Zweite Ableitungen und Hesse-Matrix

Definition 17.1 Ist f partiell differenzierbar, so sind die partiellen Ablei-
tungen von f ebenfalls Funktionen

0

—f: U—R

8ZL’j
auf der offenen Menge U. Sind all diese partiell differenzierbar, nennen wir f
zweimal partiell differenzierbar. Sind f: U — R stetig, die ersten partiellen
Ableitungen %: U — R stetig fir alle j € {1,...,m} und die zweiten
partiellen Ableitungen

25 _ 90
axiaxj o 8.732 8@-
stetig fur alle 4,7 € {1,...,m}, so nennt man f zweimal stetig partiell dif-

ferenzierbar (oder kurz: eine C*-Funktion).

92f

2 .
oz

02 f
O0x;0x;

Statt schreibt man meist

Beispiel 17.2 Die Funktion f: R? — R, x = (x1,29) — z;sin(zq) ist par-
tiell differenzierbar mit

af

oy

af

a—xz(x) = 11 cos(x3).

(x) =sin(zy) und
Diese partiellen Ableitungen sind ebenfalls wieder partiell differenzierbar.
Ableiten nach z; liefert

0 f

a—x%(x) =0 und




Ableiten der ersten partiellen Ableitungen nach xy liefert

f F
a$28$1 39[;%

= —xy sin(z,).

(x) = cos(zy) und
Da f, alle ersten partiellen Ableitungen und alle zweiten partiellen Ableitun-
gen stetig sind, ist f eine C*-Funktion.

Beachten Sie, dass im vorigen Beispiel die gemischten zweiten Ableitungen

02 f 02 f

83&183&2 = 83&283&1 o

gleich sind: beide sind cos(xs). Das ist kein Zufall; allgemein gilt:

Satz 17.3 (Satz von Schwarz). Ist f: U — R eine zweimal stetig partiell
differenzierbare Funktion auf einer offenen Teilmenge U C R™, so gilt fir
allet,5 € {1,...,m}

0% f O

Beweis. Gegeben x = (x1,...,z,,) € U existiert ein r > 0 mit
|2y — 2y + [ X X T — 12 + [ = Bll=(z) C U.

Seien ¢,5 € {1,...,m} mit ¢ # j. Da beim partiellen Ableiten nach z; und
x; all die anderen Variablen festgehalten werden, geniigt es, den Fall m = 2
zu diskutieren und eine C?-Funktion

fZ ]al,bl[X]ag,bg[% R

zu betrachten mit reellen a; < by und as < by. Sei o € |ag, by[ und yo € Jas, bo|
mit yo # x9. Fiir jedes zy € ]ay, by[ ist dann

_ Y2 ﬁ T ,S 1
v ) = Jlnwa) / 22s(71:5) ds = / ﬁ(:101,362 + t(yo — x2)) dt.
Y2 — T2 z Y2 — T2 o Oy

(91)
Hierbei wurde bei festgehaltener erster Variable der Hauptsatz benutzt und
dann s = x9 + t(y2 — xa), ds = (y2 — x2) dt substituiert. Ableiten von (91)
nach z; liefert
g_mfl(xlay2> - g_jcfl(xlva) 1 62f

A, = _ B o
" Y2 — T2 0 3$18$2($1,$2+t(y2 z2))dt. (92)
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Der Differenzenquotient in (92) ergibt sich dabei direkt aus dem in (91) durch
partielles Ableiten nach x;. Partielles Ableiten des rechten Integrals in (91)
liefert nach Satz 16.23 das Integral in (92); die Ableitung darf ins Integral
gezogen werden. Betrachtung des Differenzenquotienten in (92) zeigt, dass
82
lim A, = / (1, T9). (93)

mar 7 Q10
Nun ist aber
92
01102
eine stetige Funktion. Nach Satz 14.22 ist somit

h: ]a27b2[x[071] _>R7 (yQat) =

(21,22 + t(y2 — 72))

1
0: Jan b R, gy / W(ya, ) dt
0

stetig. Man beachte, dass h(xs,t) = %(ml, x9) fiir alle t € [0, 1] und somit

g(x9) = 1 (x1,22). Die Integraldarstellung aus (92) liefert

T 0z1072

1
Ay, = / h(ya,t) dt = g(y2)
0

fiir alle yo € Jag, by| mit yo # 5. Da g stetig ist, folgt

. : 0*f
yil_?;2 Ay2 - yll_r}}m g(y2> - g(l@) - axlax2 (331,.%'2)- (94>
Vergleich von (93) und (94) liefert die Gleichheit der gemischten zweiten
partiellen Ableitungen. a

Definition 17.4 Nach dem Satz von Schwarz ist fiir jede C?-Funktion f: U —
R auf einer offenen Teilmenge U C R™ fiir jedes z € U die m x m-Matrix

92 f 9 f 9’ f
8_1%(17) m($) T 83318$m (l‘)
82 f 2f 0% f
Hy(z) = o' f (x) ) =| o= (@) @) w0
02 f o2 f 0% f
a$m8$1 <x) al"mazQ (:E) o 8$%L (x)

der zweiten partiellen Ableitungen eine symmetrische Matrix. Man nennt
Hy(z) € R™*™ die Hesse-Matriz von f.
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Beispiel 17.5 Im vorigen Beispiel ist

%J;(x) %(m) 0 cos(zz)
Hy(z) = ( g%l‘ (z) 8&@) ) - ( cos(wg) —xysin(zy) ) '

Ox20x1 &z%

Taylorentwicklung 2. Ordnung

Auch fiir Funktionen in mehreren Variablen ist Taylorentwicklung moglich,
ahnlich zur Theorie in einer Variablen aus Kapitel 4. Wir beschranken uns
auf den Fall der Taylorentwicklung 2. Ordnung. Diese wird uns ermoglichen,
eine hinreichende Bedingung fiir lokale Extremstellen zu beweisen.

Satz 17.6 Es sei U C R™ eine offene Menge und f: U — R zweimal stetig
partiell differenzierbar. Sei || - || eine Norm auf R™ und x € U. Fir das
Restglied R(y) in

fly) = fx) +(Vf(x),y —x) + %(y -z, Hy(z)(y —x)) + R(y)  (95)

gilt dann
P 1C)

v fly — @l

Beweis. Es gibt ein C' > 0 derart, dass ||z]| > C]|z]| fir alle z € R™. Fiir
ein r > 0 enthélt U die Kugel B,(x) beztiglich ||-||. Firy € B,.(z) betrachten
wir die stetige Funktion

h:[0,1] = R, tw— f(z+tly—2)).
Diese ist differenzierbar: Fiir jedes t € [0, 1] ist

W(t) = Dy—of(x+ty — z))

die Richtungsableitung von f an der Stelle x +¢(y —x) in der Richtung y — .
Nach Satz 16.19 ist also

H(E) = (V (e + tly ) Za—fam (v~ )y — ;). (96)
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Diese Funktion kann erneut nach t abgeleitet werden; wir erhalten wieder
eine Richtungsableitung, namlich

h'(t) = Emj <V (g—gi) (x+ty — ),y — fC> (y; — ;)

= Z e, (v +ty —2))(yi — 2:)(y; — z5) (97)
= (y— o, Hy(z + tly — 2)(y — 2)); (98)

der zweiten Zeile sehen wir an, dass h”(t) eine stetige Funktion von t ist.
Taylorapproximation zweiter Ordnung fiir A liefert

h(1) = h(0) + K'(0)(1 - 0) + %h”(o)(l —0)* + Ry(1) (99)

mit dem Restglied

m = [ (L= () - (0)) dt, (100)

siche Bemerkung 4.11 (b). Nun ist h(0) = f(z) und h(1) = f(y). Setzen wir
dies in (99) ein sowie A’(0) aus (96) und A”(0) aus (98), so erhalten wir (95)

mit

R = o) = (10 Y (Gt tly =) = o —(@) ) i)

ij=1

wobei (97) in (100) eingesetzt wurde mit dem gegebenen ¢ sowie mit ¢ = 0
(so dass « + t(y — x) = x). Wir benutzen nun, dass die zweiten partiellen
Ableitungen stetig sind. Ist ¢ > 0 gegeben, finden wir also ein § € |0, ]
derart, dass fiir alle z € Bs(z) CR™ und i,j € {1,...,m}

O f 0*f C?%

z) — (x) —.

O0x;0x; O0x;0x; m2
Fir alle y € Bs(z) ist 2z = x + t(y — x) € Bs(z) fiir alle t € [0,1]. Wir
schlielen, dass

m

9% f 9% f

1
R < 1—t tly —x)) — i — x| [y — x| dt
Rl < [ )3 ey o 10 =00 = )| b=l by =
<1 W= — _
B <CZ2e/m?
"L C% "L C2%
< D almally —wl < 30 sy = 2l = C (ly = o),
i,j=1 4,j=1
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wobei |y; — z;] < ||y — x|l benutzt wurde. Also ist

|R(y)| |R(y)|
v—2F = C(lly - 2]l

< e firalley# 2z mit |y —z| <6

und somit lim,_,, % = 0 gezeigt. a

Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema

Fiir stetig differenzierbare reellwertige Funktionen auf einer offenen Teil-
menge von R™ wissen wir bereits, dass jede lokale Extremstelle notwendig ein
kritischer Punkt der Funktion ist (siche Satz 16.14). Umgekehrt hétten wir
gern hinreichende Bedingungen, die garantieren, dass ein kritischer Punkt
eine lokale Minimalstelle bzw. Maximalstelle ist.

Beispiel 17.7 Die Funktion f: R? — R, (x,y) — cos(z) — y* ist C! (sogar
C*°) und hat als Gradienten

Vf($7y> = (—sin(x), _Qy)t'

Dieser ist genau dann 0, wenn 0 = sinz und y = 0, also wenn =z € 7Z und
y = 0. Welche der Punkte (z,y) € 7Z x {0} sind lokale Extremalstellen?
Wir konnten von Hand die Frage beantworten und unsere Funktion sehr
genau anschauen. Jedoch gibt hier auch die folgende allgemeine Theorie eine
vollstdndige Antwort (siehe Beispiel 17.12).

Definition 17.8 Eine nxn-Matrix A € R™"™ heifit positiv semidefinit, wenn
sie symmetrisch ist (also A = A") und

(Vy € R") (y, Ay) > 0.
Ist A positiv semidefinit und A € GL,(R), so wird A positiv definit genannt.
Ist —A positiv semidefinit, so heiit A negativ semidefinit; ist —A positiv
definit, so heifit A negativ definit.

Satz 17.9 Sein € N.

(a) Fine symmetrische Matriz A € R™" ist genau dann positiv semidefinit,
wenn alle Figenwerte von A nicht-negativ sind.
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(b) Eine symmetrische Matrix A € R™" ist genau dann positiv definit,
wenn alle Bigenwerte von A positiv sind.

(c) Ist A positiv definit und p > 0 der kleinste Figenwert von A, so gilt
(. Ay) = p(llyll2)*  fir alle y € R™.

Beweis. (a) Ist 0 # y ein Eigenvektor von A zu einem Eigenwert A\ < 0, so
ist

(. Ay) = (. \y) = My, y) = Mlyll2)”
also A nicht positiv semidefinit. Ist A positiv semidefinit, so sind also alle
Eigenwerte > 0. Sei nun A eine symmetrische Matrix derart, dass alle Eigen-
werte nicht negativ sind. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass es eine

Orthonormalbasis vy, ..., v, von Eigenvektoren gibt. Dann ist also
(w0, 0) = 655 = 1 wenn ¢ = j;
VLTI 0 wenn @ #£ g

fir alle 4,5 € {1,...,n} und Av; = \v; mit Eigenwerten \; > 0. Gegeben
y € R™ schreiben wir y als Linearkombination der Eigenvektoren:

Yy = Z YiU;
i=1

mit eindeutigen vy, ...,y, € R. Dann gilt

(v, Ay) = > {yivi,y; Av] Z Ajyiy; ( vz,vg = Ni(m:)* > 0.
i5=1 _/\ T ij=1 5” i=1

(b) und (c): Ist A positiv definit, so sind nach (a) alle Eigenwerte > 0 und
somit > 0, weil A invertierbar (und somit der zugehdrige Endomorphismus
bijektiv, also injektiv) ist. Nun sei A eine symmetrische Matrix derart, dass
alle Eigenwerte > 0 sind. Sei p der kleinste Eigenwert. Mit Notationen wie
im Beweis von (a) ist dann fiir alle y € R"

(y, Ay) = ZA vi) >p2yz = p(|lyll2)*.
=1

>p
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Die in (c) verlangte Abschétzung ist also erfiillt. Weiter ist A positiv semi-
definit und Ay # 0 fiir alle y € R™ \ {0}. Der zugehorige Endomorphismus
R" —R", y+— Ay ist also injektiv, ergo bijektiv und somit A invertierbar. O

Wir benutzen ein Resultat iiber Funktionen einer reellen Variable, das meist
in der Analysis 1 behandelt wird:

Lemma 17.10 Sei I C R ein offenes Intervall, f: I — R eine C?-Funktion
und x € I ein kritischer Punkt. Ist f"(x) < 0, so ist x eine isolierte lokale
Maximalstelle und somit keine lokale Minimalstelle von f.

Beweis. Sei Ry das Restglied der Taylorentwicklung 2. Ordnung von f um
die Stelle z. Es existiert ein § > 0 derart, dass |x — 0,2 + §[ C I und

Ly - a2

1 " 2 __
[Ra(d)] < 71" @) (= 2)* = =

fir alle ¢t €]z — §, 2 4 0. Fir alle t € |z — §, 2+ 6[\{z} ist dann

F) = S+ @) )+ 3100~ 2 + Roly)
hny

< J@)+ PO -2 - @) -2

= @)+ @) -2 < ()

also ist z ein isolierte lokale Maximalstelle und keine lokale Minimalstelle
von f. a

Satz 17.11 Es sei U C R"™ eine offene Menge, f: U — R eine C?-Funktion
und x € U ein kritischer Punkt von f. Dann gilt:

(a) Ist x eine lokale Minimalstelle von f, so ist die Hessematriz Hy(x) an
der Stelle x positiv semidefinit.

b) Ist H¢(x) positiv definit, so ist x eine isolierte lokale Minimalstelle
f
von f.

c) Ist x eine lokale Maximalstelle von f, so ist H;(x) negativ semidefinit.
f
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(d) Ist Hy(x) negativ definit, so ist x eine isolierte lokale Mazimalstelle
von f.

e) Besitz x) mindestens einen positiven Figenwert und mindestens
Besitzt Hy ndest ' it Ei t und mindest
einen negativen Figenwert, so ist x keine lokale Fxtremalstelle von f.

Beweis. (a) Ist x eine lokale Minimalstelle von f, so ist fiir jedes y € R™ die
Zahl 0 eine lokale Minimalstelle der C*-Funktion fon: ]—¢,e[— R, wobei
e > 0 so klein gewéhlt ist, dass n(t) := x + ty € U fir alle t € |—¢,¢[. Nach
Lemma 17.10 ist dann (f o n)”(0) > 0. Somit ist

0 < (fon)(0) = (y, Hy(2)y),

analog zur Rechnung vor (98), nun mit y statt y — z. Also ist Hy(x) positiv
semidefinit.

(b) Ist H(x) positiv definit, so sei p > 0 der kleinste Eigenwert. Nach
Satz 17.6 gibt es ein 6 > 0 mit Bs(x) C U und

1 .
[Ry)l < 7o(ly = xl]2)?  fiir alle y € Bs(z),

wobei die Kugel sich auf die euklidsche Norm auf R™ bezieht. Fiir alle y €
Bs(x) \ {z} ist dann

f0) = @)+ @)y =2)+5 (v = o Hylo)y - 2)) +R()

~~

=0 Zp(lly—=ll2)?
> f(@)+ gollly =l + R() > £) + spllly — oll2)* ~ |R(w)
> f(o)+ golly — 1) — 3llly — 2l = £) + 3ollly — 2l > (o),

wobei Satz 17.9(c) fiir die erste Abschitzung benutzt wurde. Also ist = eine
isolierte lokale Minimalstelle von f.

(c) und (d) folgen aus (a) und (b), angewandt auf — f.

(e) folgt aus (a), (¢) und Satz 17.9. O

Beispiel 17.12 Die Funktion f: R? — R aus Beispiel 17.7 hat Hessematrix
_( —cos(z) O
Hf(&?,y)—( 0 _2)
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Da diese diagonal ist, stehen die Eigenwerte auf der Diagonalen und wir
konnen somit sofort ablesen, an welchen kritischen Punkten die Hessematrix
positiv definit bzw. negativ definit ist. Fiir x € 277Z und y = 0 ist

Hy(z,y) = ( _01 _02 )

negativ definit, denn die Egenwerte —1 und —2 sind beide negativ. Nach
Satz 17.11(d) ist also (x,0) eine isolierte lokale Maximalstelle von f.
Ist z = (2k + 1) mit £ € N und y = 0, so hat

Hi(z,y) = ( (1) _02 )

eine positiven Eigenwert (nédmlich 1), und einen negativen Eigenwert, —2.
Nach Satz 17.11(e) ist also (z,0) keine lokale Extremalstelle von f.

Beispiel 17.13 Gegeben a, 5 € R\ {0} betrachten wir die C'*°-Funktion
RS R, (2,y) = ar® + By
mit Vf(x,y) = (2ax,2By)", welche (0,0) als (einzigen) kritischen Punkt

besitzt. Da
20 0
Hf(0,0)2< 0 25)

mit den Eigenwerten v und 3, ist (0, 0) genau dann eine lokale Minimalstelle,
wenn «a, § > 0; weiter ist (0,0) genau dann eine lokale Maximalstelle, wenn
a, < 0. Im verbleibenden Fall, af < 0, ist (0,0) keine lokale Extremal-
stelle (Ubung).

In den vorigen Beispielen war Hy(x) schon diagonal, so dass die Eigenwerte
direkt abgelesen werden konnten. Bei grofleren symmetrischen Matrizen ware
es sehr aufwendig oder auch nicht praktikabel, iiber eine Berechnung der
Eigenwerte die Matrizen auf positive (bzw. negative) Definitheit zu testen
(und ebenso wenig direkt anhand der Definition). Gliicklicherweise gibt es
eine Charakterisierung positiv definiter Matrizen, mit deren Hilfe sich posi-
tive Definitheit leicht nachpriifen lasst.

Satz 17.14 (Hurwitz-Kriterium) Gegeben eine symmetrische Matriz A =
(@ij)ij=1,.n € R™™ betrachten wir fir k € {1,...,n} die Untermatriz

welche ebenfalls symmetrisch ist. Folgende Aussagen sind aquivalent:
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(a) A ist positiv definit;
(b) det(Ax) > 0 fir alle k € {1,...,n}.

In der Vorlesung wurde das Hurwitz-Kriterium nur ohne Beweis fiir die All-
gemeinbildung erwahnt.

Beispiel 17.15 Die Matrix

4 0
A=1 05
11

N = =

ist nach dem Hurwitz-Kriterium positiv definit, denn die 1 x 1-Matrix A; =
(4) hat Determinante det A; = 4 > 0, die 2 x 2-Matrix

4 0
(5 5)
hat Determinante det Ay = 20 > 0 und schliellich ist

det(A;3) = det(A) =40 -4 —5=31> 0.

Anhang zu Kapitel 17: Beweis des Hurwitz-Kriteriums*

Wir beweisen nun Satz 17.14. Der Beweis wurde in der Vorlesung ausgelassen
(da das Hurwitz-Kriterium eher zur Linearen Algebra gehort und zudem recht
gut als black box anwendbar ist); er ist nicht priifungsrelevant.

(a)=-(b): Ist A positiv definit, so auch jede der symmetrischen Matrizen Ay.
Ist p der kleinste Eigenwert von A, so gilt ndmlich fiir alle y = (yy,...,yx) €
R* mit 3 := (y1,...,%,0,...,0) € R"

k
(y, Awy) = > wayiai; = (0, AY) > p(Ily[12)” = p(llyll2)* > 0,

ij=1

weswegen Ay positiv semidefinit ist und der Endomorphismus y — Apy
von R¥ injektiv, somit bijektiv und folglich A invertierbar; also ist A;, positiv
definit. Sind Aq,..., \x €]0, 00[ die Eigenwerte von Ay (mit Wiederholungen
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geméf den algebraischen Vielfachheiten), so gibt es eine orthogonale k x k-
Matrix T derart, dass

Ay = Tdiag(Ai, ..., \) T

und somit det(A;) = det(T) det(T)~! det(diag(A1, ..., Ax)) = Ay -+ A\, > 0.

(b)=-(a): Der Beweis ist per Induktion nach n. Ist n = 1, so ist A = (a1;).
Ist a;; = det A > 0, so ist A diagonal mit Eigenwert a; > 0, also A positiv
definit.

Induktionsschritt: Ist n > 2 und gilt die Aussage fiir (n—1) x (n—1)-Matrizen,
so ist A,_; positiv definit. Folglich gibt es eine orthogonale
(n—1) x (n — 1)-Matrix P und Ay,..., A\,—1 > 0 derart, dass

PtAn_lp = diag()\l, R )\n—l)-

L 1 i — O
T )\n_l),so ist Q = Q" und

Setzen wir ) := diag(
QtPtAn—po =1,

die Einheitsmatrix in R™=Y*(=1) VWir betrachten nun die Blockmatrix S :=
diag(PQ,1) € R™" und den Spaltenvektor a := (ay,,...,a,-1,)" € R*L.

Dann ist
‘ B Q'Pt 0 A,_1 a PQ 0
SAS = ( 0 1 ) ( at  apn, 0 1

Q'P'A,_1PQ Q'Pla
- a'PQ .

R LA
N b an, )

mit dem Spaltenvektor b := Q' Pla € R"*. Wir betrachten nun die invertier-
bare obere Dreiecksmatrix
(1 b
T= ( o )
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mit dem Zeilenvektor 0 € R*~!. Dann ist
. B I 0 I b I —b
BT = <—bt AV AN
B I 0 I 0
o - 1 bt a,, — b'b

1 0
= (0wt ) =€

mit [ :=1,,_,. Folglich ist

U — b0 = det(C) = det(T"BT) = det(T*S*AST)
= det(T)? det(S)*det(A) > 0

und somit die Diagonalmatrix C' positiv definit. Nun ist T7*°S*AST = C, also
A= (SH Y TH'CT 'S = R'CR

mit R :=T7'S~!. Dann ist auch A positiv definit, denn wegen det(A4) > 0
ist A invertierbar und A ist positiv semidefinit, weil fiir alle Spaltenvektoren
ye R

(y,Ay) = y'Ay = y' R'"CRy = (Ry)'C(Ry) = (Ry, C(Ry)) >0

gilt. Dies beendet den Beweis. [.
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18 Hohere Ableitungen reellwertiger
Funktionen

Bisher haben wir stetige Funktionen betrachtet, reellwertige einmal stetig
partiell differenzierbare Funktionen und reellwertige zweimal stetig partiell
differenzierbare Funktionen.

Definition 18.1 (Hohere Differenzierbarkeit). Sei U eine offene Teilmenge
von R™ und k € NU {oo}. Existieren die partiellen Ableitungen
o f 0 0
sz-l ce axij o 8952-1 8xij

f

fur alle j € Nmit j < kund alle 4y,...,4; € {1,...,m}, so sagen wir, f sei k

mal partiell differenzierbar. Sind zudem f: U — R und die vorigen partiellen
Ableitungen '

o f ‘

Oy -+~ Oy,

stetige Funktionen, wird f eine k mal stetig partiell differenzierbare Funktion
(oder kurz: eine C*-Funktion) genannt.

U—R

Ist f stetig, so nennt man f auch eine C°-Funktion.

Bemerkung 18.2 Fiir k£ € N mit £ > 2 ist eine Funktion f: U — R genau
dann C*, wenn f eine C'-Funktion ist und jede der partiellen Ableitungen

g—xfl, ey 887]; eine C*~1-Funktion.
18.3 Statt 52 --- 5= (mit n Faktoren) schreiben wir auch 2.

K3

Beispiel 18.4 Jede konstante Funktion f: R™ — R, z + ¢ ist C*°, also C*
fiir alle k € Ny. Denn f ist stetig, also C°. Sei k € N. Induktionsvorausset-
zung: Jede konstante Funktion ist C*~1. Nun gilt

of _

0
8xi

fir alle ¢ € {1,...,m}, d.h. alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von f
sind wieder konstant (also stetig, so dass f eine C'-Funktion ist) und sogar
C*=1, per Induktionsvoraussetzung. Somit ist f eine C*-Funktion, nach 18.2.
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Beispiel 18.5 Jede lineare Abbildung

TR >R, (z1,...,75) »—>Zaja:j
j=1

mit ay,...,a, € Rist C*°. Denn es ist
of
ij J
eine konstante (und somit stetige) Funktion fiir alle j € {1,...,m}, somit

f eine C'-Funktion. Fiir jedes k € N ist % als konstante Funktion eine
C*~1_Funktion (siche Beispiel 18.4), also f eine C*-Funktion nach 18.2.

Definition 18.6 (Particlle Ableitungen in Standard-Reihenfolge). Ist f: U —
R eine C*-Funktion auf einer offenen Teilmenge U C R™, so schreiben wir
fir jeden Multiindex o = (v, ..., ) € (Ng)™ mit |a] < k

Jolf g gem
ore "~ Ox(t  Oxom

f.

Im Falle des Multiindex o = (0, ..., 0) ist % = f.

Lemma 18.7 Es seien U C R™ eine offene Menge, f: U — R eine Ck-
Funktion mit k € N und iy,...,14 € {1,...,m}. Firje {l,...,m} seiq;
die Anzahl der £ € {1,... k} mit

i = 7.
Mit o := (o, ..., ) gilt dann

00, 9
Or;, Oz~ 0Oz’

wobei |a| = k.
Beispiel 18.8 Ist f: R? — R eine C*-Funktion, so ist
an an a|a\

Bra0s0m, ™ = Baom, ™) T g (T )

mit a = (2,1).
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Beweis fiir Lemma 18.7. Der Fall £ = 0 ist trivial, denn f null mal
abgeleitet ist per Definition f = % , mit &« = (0,...,0). Der verbleibende

Beweis ist per Induktion nach £ € N. Im Fall £ = 1 gibt es nur die ersten
partiellen Ableitungen, die immer Standard-Reihenfolge haben.

Sei nun k£ > 2 und gelte nun die Behauptung fiir jedes f mit & — 1 an
Stelle von k. Seien f, i1,...,4; und a wie im Lemma. Seien eq,...,e,, die
Standard-Einheitsvektoren fiir R™. Per Induktionsvoraussetzung ist dann

00 Ol
8xi2 895% C Qxen

und somit
0 a ., 0 oled=1f
Ox;, o Ox;, " Oz, 0w cn’
Ist i1 < 4, fir alle n € {2,...,k}, so ist die rechte Seite in Standard-
Reihenfolge und gleich aa\zlaf :
wahlen 5 minimal. Dann ist

Andernfalls ist a; > 0 fiir ein j < 4;; wir

9 o=ty 9 9 okl
Oxy, O~ Owy, Oz Qx®~cn—%
0 9 oy
Oz, Oy, Oxen
9 glel-1y
B 6_%8%1*‘%’
ol f
Oz

hierbei wurde beim Ubergang zur zweiten Zeile der Satz von Schwarz ange-
wandt auf die C?-Funktion %; beim Ubergang zur nachsten Zeile

821 % in Standard-
Reihenfolge umzuschreiben. Wegen der Minimalitdat von j ist die kte par-
tielle Ableitung in der vorletzten Zeile in Standard-Reihenfolge und stimmt

mit derjenigen in der letzten Zeile iiberein. [

wurde die Induktionsvoraussetzung angewandt, um

Aus der Analysis 1 wissen wir, dass fiir differenzierbare Funktionen f,g: I —
R einer reellen Variablen f + g und rf fir »r € R ebenfalls differenzierbar
sind, mit

(f+9) =r+4d
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und (rf)" = rf’. Da wir beim partiellen Ableiten alle bis auf eine Variable
festhalten, folgt:

Lemma 18.9 FEs sei U C R™ eine offene Menge und k € Ny. Dann st fir
alle C*-Funktionen f,g: U — R auch f +g: U = R, 2+ f(x) + g(z) eine
Ck-Funktion und auch rf: U — R, x — rf(z) fir jedes r € R. Es gilt

ala\(f +9) B ala\f N alalg
ox®  Ozo oz

und

o (rf) _ ol

Ox“ Ox®
fir alle a € (No)™ mit |o| < k.

Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir f + ¢ per Induktion nach %k (der
Fall rf wird analog behandelt). Induktionsanfang k& = 0: Summen stetiger
Funktionen sind stetig.

Induktionsschritt: Sei k& > 1 und gelte die Aussage fiir £ — 1 an Stelle von
k. Nach der Voriiberlegung existieren die ersten partiellen Ableitungen von

f + g und sind gleich
of+g) _0of 0y

Da die rechte Seite stetig ist, ist f eine C''-Funktion. Da die rechte Seite per
Induktionsvoraussetzung sogar C*~!ist, ist f eine C*-Funktion (siehe 18.2).

Jedes a% macht aus einer Summe von Funktionen die Summe der partielle

Ableitungen, also auch die Komposition %. O

Satz 18.10 (Leibniz-Regel). FEs sei U C R™ eine offene Menge und k €
No. Dann ist fiir alle C*-Funktionen f,g: U — R auch fg: U — R, =
f(x)g(z) eine C*-Funktion. Es gilt

alal(fg) B a '\ 0P ole=Plg
Oz _Z ( B ) OxP Oxo—h"

BLa

Beispiel 18.11 Jede Polynomfunktion p: R™ — R ist C* fiir jedes k € N
und somit eine C'*°-Funktion.
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Dies ist klar, wenn p die Nullfunktion ist. Andernfalls hat p einen Grad n > 0

und es ist
p(x) = Z Ao T

laj<n

mit gewissen Koeffizienten a, € R; summiert wird tiber alle Multiindizes
a € (Nyg)™ mit |a| < n. Nach 18.9 wird p eine C*-Funktion sein, wenn wir
dies fiir jedes Monom

R™ - R, z~ 2“

zeigen konnen. Dies erfolgt per Induktion nach |a|. Die Behauptung ist
klar, wenn |a| = 0 oder |a| = 1; dann ist das Monom konstant bzw. linear
und somit C'*° nach Beispiel 18.4 bzw. Beispiel 18.5. Ist |a| > 2, so wéhle
jeA{l,...,m} mit o; > 1. Da 2%~ per Induktionsvoraussetzung schon C*°
ist, ist

C* nach 18.10.

Beweis von Satz 18.10. Wir zeigen zunichst, dass fg eine C*-Funktion
ist, per Induktion nach k. Ist £ = 0, so ist fg stetig, also eine C°-Funktion.
Sei nun k > 1 und gelte die Aussage bereits fiir £ — 1 an Stelle von k. da
partielle Ableitungen nach z; gebildet werden, indem alle anderen Variablen
festgehelten werden, existiert nach der Produktregel der Analysis 1 die par-
tielle Ableitung 88%) und ist gegeben durch

o () 2) "

Da diese Funktion stetig ist, ist fg eine C'-Funktion. Weiter sind %, g,
J

f und % alles C*~'-Funktionen; per Induktionsvoraussetzung sind daher
J

beide Summanden in (101) C*~!-Funktionen und somit auch die Summe,
88%), nach 18.9. Also ist fg eine C*-Funktion, nach 18.2. Gegeben z € U
ist

x €lay,bi[ X - X ]am, b CU
mit geeigneten a; < b;. Halten wir (x1, ..., z,,_1) fest, liefert die Leibnizregel
der Analysis 1 fir z,, € |am, bn|

(1) _ §~ ( - ) 9 f o —ng

drze 2=\ Bu ) oul o
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Fahren wir nun ebenso mit x,,_1,...,z; fort, erhalten wir schliellich

ol(fg) _ o oem

— R
Oz O0x} Oxom

(fg)

J— i in: ( al ) . < Oém ) 8/61 o a/Bm f aal—ﬁl aam_ﬁm
B $1=0 Bm=0 61 5”” 31}% 8$1B7{L 8x?17ﬁ1 ax%mfﬁmg

B a '\ 08 ole=blg
B Z(ﬂ) 0P QwoF"

BLa

Dies beendet den Beweis. O
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19 Partiell differenzierbare vektorwertige
Funktionen

Definition 19.1 Es sei U C R™ eine offene Menge. Eine Funktion
f=0 0 fa): U=RY w= (21, am) = (fi(@),. . fol2)

wird stetig partiell differenzierbar genannt (oder kurz: eine C'-Funktion),
wenn alle Komponenten fi,..., f,: U — R stetig partiell differenzierbar
sind. Wir definieren dann die Jacobi-Matrix Jy(x) € R™™ von f an der
Stelle z € U als

D) - ()
Jf@) = : :
() - ()

Ist k € Ny U {oco} und jeder der Komponenten fi,..., f, eine C*-Funktion,
so wird f eine C*-Funktion genannt.

Beispiel 19.2 Die Funktion
f=0 )R =R o= (21,29,23) — (2133, 21 €™7)

von drei reellen Variablen ist stetig partiell differenzierbar, da ihre zwei Kom-
ponenten es sind. Die Jacobi-Matrix an einer Stelle x lautet

9 0 3
Ji(x) = g (@) ght(x) gt(x) \ _ [ 0 1
! ar(r) gi(2) F(x) ey e iy e )
Schauen wir uns einige Spezialfille systematisch an.

Beispiel 19.3 (Der Fall m = 1). Ist I C R ein offenes Intervall und
v =(,..,7): U — R™ eine C'-Kurve, so ist die Jacobi-Matrix J,(z) €
R™! = R" der Spaltenvektor

mit 7' (z) = (v1(2), -, Y ()"
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Beispiel 19.4 (Der Fall n = 1). Ist U C R™ offen und f: U — R eine
reellwertige C'-Funktion, so ist die Jacobi-Matrix

50 = (3w JLw) = wrey

die zum Gradienten transponierte Zeilenmatrix.

Beispiel 19.5 (Der Fall n = m). Eine stetig partiell differenzierbare Funk-
tion

F=(F,..  F):U-=R"

auf einer offenen Menge U C R™ kann ein stetig partiell differenzierbares
Vektorfeld genannt werden. Im Falle n = 2 oder n = 3 kann ein solches
visualisiert werden, indem wir an der Stelle z € U in der Zeichenebene oder
im Raum den Vektor F(z) einzeichen. Wir verweisen auf die Analysis 3 fiir
eine Diskussion von Vektorfeldern und zugehorigen Begriffen.

Beispiel 19.6 Der Fall n = m tritt auch in anderen Kontexten auf, etwa
wenn lineare oder nicht lineare Koordinatentransformationen durchgefiihrt
werden. FEin typisches Beispiel fiir eine lineare Koordinatentransformation
ist eine aktive Drehung

fiR? = R? (11,19) — (cos(¢)x; — sin(¢)xa, sin(¢)x; + cos(¢)wy)

der Ebene um einen Winkel ¢. Nicht notwendig lineare Umparametrisie-
rungen liefert z.B. der Satz iiber die Umkehrfunktion in Kapitel 24. Wichtige
Beispiele sind die ebenen Polarkoordinaten sowie Kugelkoordinaten und Zylin-
derkoordinaten im Dreidimensionalen, die uns in der Analysis 3 begegnen
werden und dort oft die Berechnung mehrdimensionaler Integrale verein-
fachen.

Beispiel 19.7 Jede konstante Funktion f = (f1,...,fn): R™ - R" 2 — ¢

mit ¢ = (¢1,...,¢,) € R™ist stetig partiell differenzierbar, mit Jacobi-Matrix
Jr(x) =0 € R™™ fiir alle z € R™.
Denn wir wissen, dass ggj = %ci = 0 fiir alle s € {1,...,n} und j €

{1,...,m}.
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Beispiel 19.8 Es sei A = (a;;) € R™™ eine n x m-Matrix und
oa: R > R" x+— Ax

die zugehorige lineare Abbildung. Dann ist ¢4 stetig partiell differenzierbar
und fiir jedes x € R™ ist die Jacobi-Matrix

‘]¢A (x) =A

gleich der gegebenen Matrix.
Schreiben wir f = (f1,..., fn) := ¢4, so ist ndmlich

fix) =" awar
k=1
fir x = (z1,...,2,) € R™, also f; ein Polynom vom Grad < 1 und somit f;
stetig partiell differenzierbar, fir jedes i € {1,...,n}. Weiter ist

of; B - 0 B
D (z) = Zazk a—xj(l‘k) = Qij

Satz 19.9 (Kettenregel). Es seien U C R™ und V' C R" offene Teilmengen,
g=1(g1,..,92): U = R", = (xq,...,2,) — g(x) eine C'-Funktion mit
g(U) SV ound f = (fi,.... fo): V=R, y = (y1,-..,ya) = fly) eine O
Funktion. Dann ist fog: U — R, x — f(g(x)) stetig partiell differenzierbar
mat Jacobi-Matrix
Jrog(x) = J1(g(2)) J4(2)

an der Stelle x € U. Sind f und g beides C*-Abbildungen, so ist auch f o g
eine C*-Abbildung.

Beweis. Zum Nachweis betrachten wir fir ¢ € {1,..., ¢} die ite Komponen-
ten fogvon fog. Um fir j € {1,...,m} die partielle Ableitung von f;og
nach der Variablen z; an der Stelle z € U zu berechnen, betrachten wir fiir
ein € > 0 die Hilfsfunktion

7:<717'-'a7n):]_575[_>U, t’—>g($+t€J)

203



mit den Komponenten v, () = g,(x + te;) fir v € {1,...,n}, so dass also
7,(0) = %(aj). Nach Satz 16.25 ist f; oy stetig differenzierbar mit Ableitung

Ox;
afl 8fz ﬁgu
Z (‘9yy Z 890 j (z).

Also existiert %(x) und ist gleich

J

Diese Zahl stimmt mit dem (4, j)-Eintrag der Matrix von J¢(g(x)).J,(x) tiberein.
Die letztere Matrix ist somit gleich der Jacobi-Matrix Jfo4(x).

Sind f und g beides C*-Funktionen, so ist nach dem Vorigen f; o g stetig
partiell differenzierbar fiir alle i € {1,...,¢}. Wie oben gezeigt, ist

i© a 7 8 v
-2 (o) o

Die hier auftretenden Kompositionen g—f o g sind per Induktionsvorausset-

zung C*~1-Funktionen. Nach der Leibnizregel (Satz 18.10) sind also auch

die Summanden in (102) C*~!-Funktionen. Also ist auch die Summe (f °9)

eine C*~'-Funktion fiir alle 4 und j, nach Lemma 18.9. Folglich ist fz og
eine C*-Funktion fiir jedes ¢ und somit die vektorwertige Funktion f o g eine
C*-Funktion. O

Satz 19.10 (Mittelwertsatz in Integralform). Es sei U C R™ eine offene
Menge und f = (f1,..., fn): U — R" eine C'-Funktion. Sind x,y € U mit
rx+t(y—x) €U firallet € [0,1], so ist

fly) — f(z) = /O Ji(z +t(y —2))(y — ) dt.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass auf beiden Selten die iten Komponenten

gleich sind fiir alle i € {1,...,n}, also f;(y) — fi(z fo Jr(x+t(y—2a))(y—
x)dt. Wir dirfen daher annehmen, dass n = 1 ist. Dieser Fall wurde in
Satz 16.24 behandelt. O
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Folgerung 19.11 FEsseiU C R™ eine offene Menge und f = (f1,..., fn): U —
R" eine C'-Funktion. Sei||-||g eine Norm auf E :=R™, ||-||r eine Norm auf

F :=R" und || - ||op die zugehdrige Operatornorm auf R"*™. Sind z,y € U
mit x +t(y —x) € U fir alle t € [0,1], so gilt

1) — F@)r < / 1oz + ty — 2)(y — 2)|r dt
und somit

1 (y) = f@)llr < sup{[|Jp(x + iy — 2)llop: ¢ € [0, 1} [ly — zllz. (103)

Ist M > 0 derart, dass ||Jf(x +t(y — x))||op < M fir alle t € [0,1], so gilt
also

1 (y) = f@)llr < Mly — 2 2.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus dem Mittelwertsatz in Integralform
durch Anwendung der ersten Integralabschitzung aus Satz 15.6 (¢). Die
zweite Aussage ist eine unmittelbare Folgerung aus der ersten und die dritte
eine unmittelbare Folgerung aus der zweiten. a

Bemerkung 19.12 Die letzte Aussage der Folgerung wird mitunter Satz
vom endlichen Zuwachs oder auch Schrankensatz genannt.

Die generelle lineare Gruppe

Fir n € N sei GL,(R) die Gruppe aller invertierbaren reellen (n x n)-
Matrizen, mit der Matrixmultiplikation als Gruppen-Multiplikation. Ist E
ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum, so schreiben wir GL(E) fiir die
Gruppe aller Vektorraum-Automorphismen o: F — E, mit der Komposition
von Automorphismen als der Gruppen-Multiplikation.

Satz 19.13 GL,(R) ist eine offene Teilmenge des Vektorraums R™™ aller
reellen (n x n)-Matrizen. Die Abbildung

j: GL,(R) = GL,(R), A~ A~
st C*° und ebenso die Gruppenmultiplikation

m: GL,(R) x GL,(R) — GL.(R), (A, B) s AB.
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Beweis. Da R\ {0} in R offen und die Determinante

det: R™" — R
stetig ist, ist
GL,(R) = det™ (R \ {0})

offen in R™*™. Nach der Cramerschen Regel ist fur alle k,¢ € {1,...,n} der
(k, )-Matrixeintrag der inversen Matrix von der Form

. (A pre(A)
J(A)ke = (A7 e = det(4)

mit einer Polynomfunktion py,: R™"™ — R, die sich als eine Determinate in
Eintrdgen von A schreiben lésst. Also ist jede Komponente von j(A) eine
C*°-Funktion von A und somit j eine matrixwertige C'*°-Funktion.

Die Matrix-Multiplikation
B: RV x RV — R™" (A, B)— AB

ist bilinear und somit eine C'*°-Funktion (vergleiche Beispiel 18.11 oder Satz
18.10). Als Einschréankung einer glatten Funktion auf eine offene Teilmenge
ist auch

m = B|GL,(R)xGLa (R)
glatt. i

Lemma 19.14 Wir versehen R™ mit einer Norm || - ||.
(a) Ist A e R™™ mit ||Allop <1, soist 1, — A e GL,(R).

(b) Ist A € GL,(R) und Y € R™™ mit ||Y|lop < m, soist A+Y €
GL,(R).

Beweis. (a) Wir zeigen, dass der Endomorphismus
a:R"—>R", z— (1,—A)(z)=0— Az

injektiv ist (und nach der Dimensionsformel also auch surjektiv und somit
ein Automorphismus). Ist « € ker(a), so ist

0=x— A(x),



also A(x) = x und somit

)] = [|Az]] < | Allop[l]]-
Es folgt
(1= [[Allop)[lz]] <0
mit 1 — ||A|lop > 0 und somit ||z|| =0, so dass z = 0.
(b) Esist A+Y = A(1, + A7'Y) = A(1, — X) mit X := —A~'Y. Da

1

1 Xlop = 1A™ Y flop < A lopl[Y]lop < ||A‘1Hopm
op

=1

per Voraussetzung, ist 1,, — X nach (a) invertierbar und somit auch A+Y =
A(1, — X) als Produkt invertierbarer Matrizen. O

Bemerkung 19.15 Nach Satz 19.13 ist GL,(R) offen in R™™; fiir jedes
A € GL,(R) gibt es also ein ¢ > 0 derart, dass die ganze e-Kugel
{XeR": || X —Allop<e}={A4+Y: Y e R ||Y|lop < e}

um A in GL,(R) enthalten ist. Lemma 19.14 gibt uns ¢ quantitativ in die
Hand: wir konnen stets

1
€= —

A= lop
wahlen.
Fiir R"™ mit einer Norm ||-|| und eine Matrix A € GL,(R) mochten wir fiir die
Allgemeinbildung noch eine Interpretation geben fiir den Kehrwert i 1H "
bzw. fir

1

o™ fop”

wenn «: R" — R" ein Vektorraum-Automorphismus ist.
Zunéchst ist klar, dass fiir jede lineare Abbildung «: R” — R"

||a||opzsup{H II( ”)H 041 ER”}_ma {H II( ”)H 042 ERn}.

das Maximum wird angenommen, da wir nur x € R™ mit ||z|| = 1 betrachten
miissen und die Einheitssphire {z € R": ||z|| = 1} kompakt ist, die stetige
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Norm || - || darauf also ein Maximum annimmt. In diesem Sinne kann man
also ||a||op als den grdfiten Verzerrungsfaktor von « interpretieren.

Analog lésst sich fiir o € GL(R") die Zahl % als ein “Mindeststreckfak-

la=Hlop
tor” interpretieren, im folgenden Sinn:

Lemma 19.16 FEs ist
1
R T YET)
o op — werm\{o} ||zl

Insbesondere gilt

la(@)]| > ——7—lzll (104)
o= |op
fur alle x € R™.
Beweis. Mit £ := R" gilt
-1
N Y e ) P
zeE\{0} ||zl veE\{0} [la=t(v)]| veE\{0} |[a~(v)]]
B 1 B 1
o la=t()l -1 ’
SupveE\{O} ol ||Oé ||0p

da |0, 00[ — ]0, 00|, y — 1/y bijektiv und monoton fallend ist, somit Suprema
auf Infima abbildet. Das Infimum wird angenommen, da wir nur Vektoren
r € R™ mit ||z]] = 1 benotigen zur Bildung des Infimums und die Ein-
heitssphire {z € R": ||z|| = 1} kompakt ist, die stetige Norm || - || darauf
also ein Minimum annimmt.

Die Ungleichung (104) ist trivial, wenn x = 0. Ist 2 # 0, so ist

la ()] 1
la()]l = [zl = ==l
I llo™ op
nach dem schon Gezeigten; also gilt auch hier (104). O
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20 Beziehungen zwischen Lipschitzkonstanten
und Ableitungen

In diesem Kapitel erlautern wir Beziehungen zwischen Lipschitzkonstanten
und der GroBe der Ableitung einer C'-Funktion.

Definition 20.1 Sind (X,dy) und (Y, dy) metrische Rédume, so definieren
wir fiir eine Funktion f: X — Y

dy (f(x), [(y))
dx(l',y)

Lip(f) ::sup{ ::E,yGXmitx#y}E[O,oo].
Lemma 20.2 In der Situation von Definition 20.1 ist die Funktion f genau
dann Lipschitz-stetig, wenn Lip(f) < oo. In diesem Fall ist Lip(f) die klein-

ste Lipschitzkonstante fir f, d.h. Lip(f) ist eine Lipschitzkonstante und fir
jede Lipschitzkonstante L fir f ist Lip(f) < L.

Beweis. Ist f Lipschitz-stetig und L € [0, oo[ eine Lipschitzkonstante, so ist
dy (f(z), f(y)) < Ldx(z,y) fur alle z,y € X mit z # y und somit

dy (f(x), f(y))
dX(x7y> = b

Ubergang zum Supremum liefert Lip(f) < L; insbesondere ist Lip(f) < oo.
Ist umgekehrt Lip(f) < oo, so folgt

dy(f(x), f(y)) < Lip(f) dx(z,y) (105)

fir alle z,y € X: Die Ungleichung ist ndmlich trivial, wenn = = y ist (dann
sind beide Seiten gleich 0). Ist x # y, so ist

dy (f(x), f(y))
dX('ra y)

< Lip(f)

und Multiplikation beider Seiten der Ungleichung mit dx (z, y) fiihrt auf (105).
Nach (105) ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante Lip(f). 0
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Beispiel 20.3 Ist a: E — F eine stetige lineare Abbildung zwischen nor-
mierten Rédumen (E, || - ||g) und (F, || - ||r), so ist a Lipschitz-stetig mit

Lip(@) = [|/[op-

In der Tat haben wir frither schon nachgerechet, dass a Lipschitz-stetig mit
Lipschitzkonstante || - ||op ist; somit ist Lip(a) < || - [|op. Fiir alle x € E mit
|z||z < 1 ist jedoch

le(@)][r = lla(x) = a(0)|[r < Lip(a)|lz — 0|z = Lip(e)||z|[z < Lip(a);
Bildung des Supremums iiber z liefert ||c||op < Lip(a) und somit Gleichheit.

Wir halten eine Rechenregel fiir minimale Lipschitzkonstanten fest.

Lemma 20.4 Sind (X,dx), (Y,dy) und (Z,dz) metrische Riume und sind
Y = Z sowie g: X — Y Lipschitz-stetige Abbildungen, so ist auch die
Komposition fog: X — Z Lipschitz-stetig, mit Lip(f o g) < Lip(f) Lip(g).

Beweis. Fiiralle 7,y € X gilt dz(f(9()), f(9(y)) < Lip(f)dy (g(x), 9(y)) <
Lip(f) Lip(g)dx(z,y). Also ist f o g Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante

Lip(f) Lip(g), wegen der Minimalitat folglich Lip(f o g) < Lip(f) Lip(g). O

20.5 Esseien ||-||g und ||- || Normen auf E' := R" bzw. F':= R™ und || - ||op
die entsprechende Operatornorm auf R™*". Ist U C E offen und f: U — F
eine C''-Funktion, so definieren wir

[¢lloo := sup{[[J¢(2)[lop: = € U} € [0, 0]
unter Benutzung der Jacobimatrix J¢(x) von f an der Stelle z € U.

Satz 20.6 FEs seien || - ||g und || - || Normen auf E := R™ bzw. F := R™
und || - ||op die entsprechende Operatornorm auf R™* ™. Ist U C E offen und
f: U — F eine C'-Funktion, so gilt

[ ¢lloc < Lip(f)-

Ist U zudem konvex, so gilt

Lip(f) = ¢ lloo;

Lipschitz-Stetigkeit von f ist dann also dquivalent zur Beschranktheit der

Abbildung Js: U — (R™" || - |lop)-
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Beweis. Sei x € U. Gegeben y € E mit ||y||lg < 1ist v +ty € U fir
t € R\ {0} nahe 0 und

1 (z+ty) = f(2)lr < Lip(f)l|(z+ty) —2lle = Lip(/)lltylle = Lip(H)[E] |yl 2-

Es ist also
£t =) o) - sl < o ol
; . 1t] |t]

= Lip(f)|lylle < Lip(f)

und somit
1;@)ylle = (D f)(@)llr = ﬁ%f(“tyt)_m
= lim f(x+t%>_f(x) < Lip(f).
F

Bildung des Supremums iiber alle y liefert ||.J¢(x)||op < Lip(f).
Ist U konvex, so folgt fiir alle z,y € U aus (103) die Abschétzung

1f () = f@)llr < rllolly — 2l 25
es ist also f Lipschitz-stetig mit Lip(f) < ||J/¢]|o- O

Wir lernen spater noch eine Variante von Satz 20.6 kennen, das Lemma 21.12.

Lipschitzkonstanten bleiben unverandert, wenn wir Funktionen nur durch
additive Konstanten abandern.

Lemma 20.7 Es sei (X,d) ein metrischer Raum, (E,|| - ||) ein normierter
Raum und f: X — E eine Funktion. Gegeben C' € E schreibe [+ C fir die
Funktion X — E, x — f(z)+ C. Dann gilt Lip(f) = Lip(f + C).

Beweis. Fiir alle x y e X mit z # ygilt (f+C)y) —(f+C)(x) =
fly)+C — f(x) — f(y) — f(z), woraus die Behauptung folgt. O
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21 Totale Differenzierbarkeit

Wir lernen nun einen von Koordinaten unabhéngigen Ableitungsbegriff (der
totalen Ableitung) kennen. Die Kettenregel ist fiir diesen einfach zu be-
weisen. Jenseits von Funktionen mehrerer reeller Variablen konnen sogar
Abbildungen zwischen offenen Teilmengen von normierten Raumen behan-
delt werden. Im endlich-dimensionalen Fall stellen wir die Verbindung zu
partiellen Ableitungen her.

Eine zentrale Grundidee der Differentialrechung fiir Funktionen einer Vari-
ablen war, eine Funktion f um eine Stelle x durch eine affin-lineare Funk-
tion (die Tangente an den Graphen von f) zu approximieren. Wir haben
gesehen, dass die Differenzierbarkeit von f in x dquivalent ist zur Existenz
einer affin-linearen Approximation von f um z (siche Satz 4.1). Im Falle
von Funktionen mehrerer Variablen benutzen wir letztere als Definition von
Differenzierbarkeit:

Definition 21.1 Es seien (E,|| - ||g) und (F,| - ||) normierte Raume,*
U C FE ecine offene Menge, f: U — F eine Abbildung und x € U. Ist
A: E — F eine stetige lineare Abbildung (also A € L(E, F)), so gilt

(Vvyel)  [fly) =flz)+Aly —z)+ R(y) (106)
mit R(y) := f(y) — f(z) — A(y — x). Dann ist also R(z) = 0. Kann A €
L(E, F) so gewihlt werden, dass®

im 29 o w (107)

v fly —alle

so nennen wir f total differenzierbar (oder kurz: differenzierbar) an der
Stelle x.

Bemerkung 21.2 (a) Die Bedingung (107) bedeutet, dass

R
lim W _ (108)
v |y — @l
In der Literatur gibt es hierfiir auch die Kurzschreibweise R(y) = o(||y — z||)
(Landausches klein-o-Symbol).

29Zum Beispiel E = R™ und F = R".
30Fiir y # .
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(b) Ist f an der Stelle x differenzierbar, so ist A € L(E, F') durch (106) und
(107) eindeutig festgelegt, denn wir zeigen, dass fiir alle u € F

A(u) = lim %(f(ﬂ? +tu) = f(2)) = (Duf)(2) (109)

t—0

gleich der Richtungsableitung von f in x in der Richtung u ist. Dies ist klar,
wenn u = 0 (dann ist A(u) =0 = (Dof)(x)). Ist u # 0, so gilt

Lo oyl = [BED| o IRt )
R R e I
il JRG+ t0)le
= Pl Ry =

fiir t — 0 (nach (a)), somit (wie benétigt) +(f(z + tu) — f(2)) = A(u).

Fortan — nachdem die Eindeutigkeit geklart ist — schreiben wir f'(x) := A.
Dann ist also f'(x) die eindeutige stetige lineare Abbildung £ — F' mit

fly) = f(@) + f'(2)(y — =) + R(y) (110)

und (107). Wir nennen die lineare Abbildung f'(z): E — F die Ableitung
von f an der Stelle x. Weiter nennen wir die Funktion

E—F, y~ flx)+ f(x)(y—2)

die affin-lineare Approzimation von f um die Stelle z. Aus (109) wird die
wichtige und niitzliche Formel

(Vue E)  f(z)(u) = (Duf)(x). (111)

(c) Ist f an der Stelle x total differenzierbar, so ist f an der Stelle x stetig.
Denn fiir y — = mit y # z gilt

1F ) = f@)lr = 11 @)y =)+ R)lr <1 @)y —2)lr+[R©)r

IR ) r
< I @loplly = 2l + lly = allsg =5 =0

(da alle drei Bestandteile gegen 0 gehen, siche (a)).
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(d) Ist E=R™und F = R", soist f = (f1,..., fn) und wir erhalten wir
nach (111) fiir den Standard-Einheitsvektor e; von R™

y o1 (1)
F@)es) = (Do) = () = |
: 96 (1)

Die lineare Abbildung f’(x): R™ — R™ entspricht beziiglich den Standard-
Basen also der (n x m)-Matrix

@ @ - g
Jylw) = | P L
() @) o few)

die wir wie in Kapitel 19 die Jacobi-Matriz nennen. Schreibt man Vektoren
aus R™ und R™ als Spaltenvektoren, so wird aus (110)

fy) = f(@) + Jp(2)(y — ) + R(y),

wobei die Matrix und der Spaltenvektor in der tiblichen Art und Weise mul-
tipliziert werden.

Definition 21.3 Esseien (E,||-||g) und (F, ||-||r) normierte Réume, U C E
eine offene Menge und f: U — F eine Abbildung. Ist f: U — F an jeder
Stelle x € U differenzierbar und die Abbildung

fU = (LB F) - llop), @ = f(2)

stetig, so nennen wir f stetig differenzierbar oder auch einmal stetig Fréchet-
differenzierbar; man nennt f dann auch kurz eine F'C'-Funktion. Hohere
Differenzierbarkeit wird rekursiv definiert: Ist f eine F'C'-Funktion und

U= (LEF) - lop), x> f(2)

eine FC* !'-Funktion fiir ein ¥ € N mit k£ > 2, so nennen wir f eine FC*-
Funktion.?! Ist f eine FC*-Funktion fiir alle k& € N, so nennen wir f eine
FC*-Funktion.

31In Worten: k mal stetig Fréchet differenzierbar, oder kurz: k mal stetig differenzierbar.
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Bemerkung 21.4 Statt F'C* schreibt man meist C*. Da das Symbol C¥
im Endlich-Dimensionalen jedoch bereits fiir £ mal stetig partiell differen-
zierbare Funktionen belegt ist, miissen wir eine separate Bezeichnung FC*
benutzen (jedenfalls voriibergehend so lange, bis wir gezeigt haben, dass dort
beide Eigenschaften dquivalent sind).

Beispiele 21.5 (a) Jede konstante Funktion f: E' — F zwischen normierten
Réumen ist eine F'C*°-Funktion.

Es ist ndmlich f an jeder Stelle z € E differenzierbar mit f'(x) = 0, denn es
ist

fly)=c=f(z) = f(z) +0(y — x) + R(y)

mit R(y) = 0. Da die konstante Funktion f': ' — L(E,F), x> 0 stetig
ist, ist f stetig differenzierbar. Fiir jedes & € N mit & > 2 ist per Induktion
die konstante Funktion f’ eine FC*~!-Funktion, also f eine FC*-Funktion.

(b) Jede stetige lineare Abbildung A\: E — F' zwischen normierten Raumen
ist eine F'C*°-Funktion.

Es ist ndmlich A an jeder Stelle x € E differenzierbar mit X' (z) = A, denn
wegen der Linearitat ist

AMy) = AMz) + My —z) = AMz) + My — 2) + R(y)

mit R(y) = 0. Da die konstante Funktion \': E — L(E, F), x — X stetig
ist, ist A stetig differenzierbar. Fiir jedes k € N mit £ > 2 ist die konstante
Funktion X nach (a) sogar FC*~1 somit A eine FC*-Funktion.

(c) Seien (Eq, || - ||1), (Ea, || - ||2) und (F,] - ||r) normierte Rdume und
B: By x By > F,  (x1,22) = (21, 72)

eine stetige bilineare Abbildung. Dann ist  eine F'C°°-Funktion.

Es ist namlich 8 an jeder Stelle x = (z1,25) differenzierbar, denn fiir alle
y = (y1,Y2) € By x Ey gilt

Bly) = By, y) = Blzr + (11 — 1), 22 + (Y2 — T2))
B(x1, 22) + B(w1,y2 — y1) + By1 — x1, 22) + Byr — 21, Y2 — 72)
B(z) + Aly — =) + R(y)
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mit der linearen Abbildung
AZEIXE2—>F, Z:(Zl,ZQ)—>ﬂ($1,22)+ﬁ(21,$2)
und R(y) := B(y1 — 21,92 — x1). Die lineare Abbildung A ist stetig, da

IA(2)|| 18(z1, 22)||F + [|B(21, 22) ||
[Bllopllz1l[1llz2ll2 + |B8]lopll 21 1] 22]l2

1Bllop (Nl 1ll1 + [J2ll2) max{[[z1]]1, [|z2ll2} = Cll=]] (112)

mit C:= [|Bllop([[#1]l1 + [[22][2) und [[z]| := max{]|z1[[1, [|22[|]2}. Weiter gilt

IA A CIA

IR(Y)|lr 1Bllopllyr — z1ll1lly2 — 2all2

|y — ] |y — |l
[18]loplly — ||

|y — ||

fir y — x. Also ist 8 an der Stelle x differenzierbar mit f'(z) = A, d.h. es
ist

= [|Blloplly — x|l =0

B'(x)(2) = B(w1, 21) + B(z1, 22).
Da  bilinear ist, ist 5'(x)(z) linear in x (wie die vorige Formel zeigt), also
' By X Ey — L(Ey, xEy, F), x — [('(x) eine lineare Abbildung. Diese ist
stetig, denn nach (112) ist
15" (@) lop < 1Bllop(llz1ll1 + [[z2]l2) < 2[IBlop |

und somit ||||op < 2||B|lop- Also ist [ stetig differenzierbar. Da [’ eine

stetige lineare Abbildung ist, ist 8’ nach (b) fiir alle £ € N mit & > 2 eine
FC*=1_Abbildung, folglich die FC'-Abbildung 3 eine FFC*-Abbildung.

Fiir totale Differenzierbarkeit gilt eine Kettenregel in der folgenden Form.

Satz 21.6 Es seien (X, || |x), (Y| -|ly) und (Z,] - ||z) normierte Raume,
UCX undV CY offene Mengen und xo € U. Ist g: U — Y eine an der
Stelle xq differenzierbare Funktion mit g(U) CV und f:V — Z, y — f(y)
an der Stelle g(xo) differenzierbar, so ist

fog:U—=2Z, y— flg(y)

an der Stelle xo differenzierbar und
(fo9)(z0) = f'(9(x0)) © g'(x0)- (113)
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Beweis. Sei yy := g(x¢). Wir betrachten die affin-linearen Approximationen

g9(z) = g(x0) + g'(z0)(x — 20) + Ry(w) (114)
und
fy) = fo) + f'(wo)(y — vo) + Rs(y) (115)
mit
IR@y IR

T—T0 ”33 — ZEo”X N Y—Yo ||y — yoHy N

Nach (115) gilt

flg(x)) = fyo) + f (o) (9(x) —yo) + Ry(g(x)).

Setzen wir hier g(x) — yo = g(z) — g(z0) = ¢'(z0)(x — x0) + Ry(z) und
Yo = g(xo) ein, so erhalten wir

F(g(x)) = f(g(wo)) + (f'(9(0)) 0 §'(x0)) (z = x0) + f'(g(w0)) By () + Ry(g(x))

v~

=:R(x)

fiir x € U. Um den Beweis zu beenden, miissen wir zeigen, dass das Restglied
R(z) in dieser affin-linearen Approximation von f o g schnell genug gegen 0
geht, also
R
. 1B@z _

oo | —wollx

oder aquivalent: Fir jedes € > 0 existiert ein p > 0 derart, dass
le—xo|lx < p = [|R()||z < ellz—x0l|x fir alle z € U mit ||z — xo|x < p.

Sei € > 0 gegeben. Es existiert ein § > 0 derart, dass

1B (w)llz = 5 1y = wolly (116)

€
(g’ (zo)llop + 1)
fir alle y € V mit ||y — yolly < 0. Weiter existiert ein p > 0 derart, dass

IRy (o)l < win {1, ()

g
e el

fir alle x € U mit ||z — zo||x < p. Da g an der Stelle zq stetig ist, diirfen
wir nach Verkleinern von p zudem annehmen, dass

llg(z) — g(xo)|ly <0 fir alle z € U mit ||z — zol|x < p. (118)
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Sei x € U mit ||z — xo||x < p. Nach (117) gilt dann

1" (yo) Ba (@)l 2~ < I1f (wo) llop | By ()|

, €
< ||f <y0)||0p2(||f,(y0)||op ¥ 1) H'T - $0||X
< ng—IOHX. (119)
Nun gilt nach (114)
lg(@) = wolly = llg(z) — g(zo)lly = llg'(o)(z — 20) + Ry(z)ly

9 (zo)(z = wo)lly + [| Ry (2)lly
19" (zo)llop 17 = wollx + [z — ol x
(g (zo)llop + Dl — ol x- (120)

IN A IA

Wegen (118) kénnen wir (116) mit y := g(z) anwenden und erhalten
£
2(llg'(zo)llop + 1)

wobei fiir die letzte Ungleichung (120) eingesetzt wurde. Aus (119) und (121)
folgt nun || R(2)|z < [|/'(yo) By () ||z + [[Bs(g(2)) ]|z < ellz — ollx O

1B (g(2)llz < l9(x) = olly < gllm —xollx,  (121)

Beispiel 21.7 Wenn X = R", Y = R™, Z = R, so entspricht ¢'(z) der
Matrix Jy(x) und f'(g(z)) der Matrix J;(g(z)). Aus der linearen Algebra
wissen wir, dass die Komposition linearer Abbildungen dem Matrixprodukt
entspricht. Aus (113) ergibt sich also die Formel

Jpog(w) = Jf(g(x))Jy(2)

fiir die Jacobimatrizen, wobei auf der rechten Seite das Matrixprodukt ver-
wendet wird.

Stetige Abbildungen nennen wir auch F'C°.

Lemma 21.8 Es seien E, Fy und Fy normierte Raume, U C E offen,
k € Ng und \: F1 — Fy eine bijektive stetige lineare Abbildung mit stetiger
Umbkehrfunktion. Dann gilt: Fine Abbildung f: U — Fy ist genau dann FC*,
wenn \o f eine FC*-Abbildung ist.
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Beweis. Da wir Ao f und A~! die Rollen von f und ) spielen konnen, geniigt
es zu zeigen: Ist f eine FC*-Abbildung, so ist auch Ao f eine FC*-Abbildung.
Fiir £ = 0 ist dies klar, denn ist f stetig, so auch Ao f. Ist nun £ > 1 und
gilt die Aussage fiir k& — 1 statt k, so sei f eine FC*-Funktion. Da \ eine
FC'-Funktion mit \N'(y) = XA (fur alle y € FEy) ist, ist nach der Kettenregel
Ao f an jeder Stelle x € U differenzierbar mit

(Ao f)(x) = N(f(x)) o f/(z) = Ao f'(z) = Au(f'(x)) = (Ao [) (@)
mit der Abbildung
Ae: L(E F)) — L(E,F;) A Ao A
Man beachte, dass A, linear ist. Weiter ist
(A lop = 1N 0 Allop < IAloplAllop < 1Moy
fur alle A € L(E, Fy) mit ||Allop < 1, somit
[Asllop < A lop < 00

und somit die lineare Abbildung ), stetig. Da f’ eine FC*~'-Abbildung und
A, stetig linear ist, ist per Induktionsvoraussetzung

(Ao f) = Ao f

eine F'C*~1-Abbildung (insbesondere stetig). Also ist Aof eine FC-Funktion
und (X o ) eine FC*~1-Funktion, folglich A o f eine FC*-Funktion. O

Satz 21.9 FEs sei U CR™ offen, k € Ng und f = (f1,..., fn): U — R" eine
Abbildung. Dann sind daquivalent:

a) [ ist k mal stetig Fréchet-differenzierbar (also eine FC*-Funktion);
g

(b) f ist k mal stetig partiell differenzirbar (also eine C*-Funktion).

Beweis. Der Beweis ist per Induktion nach k¥ € Ny. Fiir £ = 0 bedeutet C°
und FC° beides das gleiche, namlich Stetigkeit von f. Sei nun k > 1 und
gelte die Aussage fiir £ — 1 an Stelle von k. Ist f eine FC*-Abbildung, so
ist insbesondere f eine F'C'-Abbildung und somit existieren die partiellen

219



Ableitungen 8fl( ) firallei € {1,...,n}, j €{1l,...,m} und = € U (siche
obige Diskussion der Jacobi-Matrix). Wir kénnen mittels der Standardbasen
L(R™ R™) mit R™™ identifizieren und somit (indem wir die Matrixeintréage
in einer festen Reihenfolge auflisten) mit R™”. Sei

A: L(R™ R™) — R™

der so erhaltene Isomorphismus von Vektorrdumen. Da alle Normen auf
endlich-dimensionalen Vetorraumen #dquivalent sind, sind A und A~! stetig.??
Da nun [’ eine FC*~1-Abbildung ist, ist Ao f’ eine FC*~!-Abbildung (nach
dem vorigen Lemma), also C*~! (per Induktionsannahme) und somit sind
alle Komponenten von A o f/ Funktionen, die C*~! sind. Dies sind genau

die Funktionen % Insbesondere sind diese stetig, also ist f partiell stetig

differenzierbar und alle partiellen Ableitungen sind C*~!, womit f eine C*-
Funktion ist.

Ist umgekehrt f eine C*-Funktion mit & > 1, so sind fi, ..., f, reellwer-
tige C*-Funktionen und somit C*'. Gegeben = = (zy,...,2,) € U sei f'(x)
die lineare Abbildung

R™ = R", v Je(z)v.
Sei R;: U — R das Restglied in

Sy Z
fur i € {1,...,n}. Dann ist R(y) = (R1(y),..., R.(y)) das Restglied in
fly) = f(@) + f'(@)(y — =) + R(y).

) + Ri(y)

Fir y — z gilt

R
W o
ly — 2/l
denn fiir jedes ¢ € {1,...,n} ist die ite Komponente des Quotienten gegeben
durch
Ri(y)
1y — @l
2z AT 2)||op st aqulvalent zu || - |leo auf R™™. Also gibt es Cq,Cy > 0 mit
ChIA "Nz )||0p < 2lloo < Col A" (2)]Jop- Daraus folgt A" op < C;' < 0o und (indem
wir = A(y) einsetzen) ||A(y)|lcoc < Callyllop und somit ||Allop < Co < o0.
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dieser Ausdruck konvergiert fir y — x gegen 0, nach Satz 16.17. Also ist f
an der Stelle z total differenzierbar mit f’(x) wie oben als totaler Ableitung.

Da (Ao f)(x) die Komponenten g—a{;(az) hat und diese C*~! sind, ist A o
f' eine C*¥~1-Abbildung, also F'C*~! per Induktionsvoraussetzung. Nach
Lemma 21.8 ist dann auch f’ eine FC*~1-Abbildung, insbesondere also stetig.
Somit ist f eine FC'-Abbildung derart, dass f’ eine FFC*~1-Abbildung ist
und somit ist f eine FC*-Abbildung. O

Bemerkung 21.10 Im Endlich-Dimensionalen (fiir Abbildungen zwischen
offenen Mengen in R™ und R") werden wir im folgenden nicht mehr C*-
Funktionen und F'C*-Funktionen unterscheiden (da beide Eigenschaften nach
Satz 21.9 dquivalent sind).

Bemerkung 21.11 Ist U C R ein offenes Intervall und ~v: U — R” eine
C'-Kurve, so habe wir zwei Bedeutungen fiir 7/(¢): Zunachst haben wir wie
im Kapitel iiber Wege den Tangentenvektor

(0 = Dt =tim L (5(5) ~ (1) € B

(mit s # t), fiir den wir im weiteren Verlauf der Bemerkung zur besseren
Unterscheidung 2 (¢) schreiben. Zum anderen haben wir die totale Ableitung

7'(t) € LR, R"),

die also eine lineare Abbildung +': R — R™ ist. Was haben die beiden
miteinander zu tun? Nun, nach Bemerkung 21.2 (d) gilt fiir die Funktion ~
der einen Variablen z; = ¢:

Dty = L2 0) = v/ (0)(er) = /(D)

at "’ om
mit dem Standard-Basisvektor e; = 1 fiir R = R!. Es ist also
dy / _dy
1) =/ (1)(1) und 7/ (1)(s) = 5 (1),

weil aufgrund der Linearitit +/(t)(s) = v/ (t)(s - 1) = sv(£)(1) = s2(t).
Identifiziert man £(R,R") mit R" via

A A1),

so wird also ~/(t) mit Ccll—Z(t) identifiziert. Es wird stets aus dem Zusammen-
hang klar sein, welche der zwei Bedeutungen von +/(¢) gemeint ist.
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Wir benotigen spater die folgende Variante von Satz 20.6.

Lemma 21.12 Es seien ||-||g und ||+ || Normen auf E := R™ bzw. F := R™
und || - ||lop die entsprechende Operatornorm auf R™". Es sei U C E offen
und f: U — F eine Lipschitz-stetige Funktion, die an einer Stelle x € U
total differenzierbar ist. Dann gilt

17 (@)llop < Lip(f)-

Beweis. Der Beweis von Satz 20.6 zeigt fiir jedes y € E die Abschétzung

1Dy f (@)l < Lip(£)]yll =

fir die Richtungsableitung. Da D, f(z) = f'(x)(y), folgt

17 (@) (W)llr < Lip(f)llylle < Lip(f)

fiir alle y € F mit |||z < 1 und somit durch Ubergang zum Supremum

1/ (@)llop < Lip(f). =
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22 Strikte Differenzierbarkeit

In diesem Kapitel fithren wir einen spezielleren Begriff ein, der spater fiir
den Beweis des Satzes iiber die Umkehrfunktion niitzlich ist, namlich strikte
Differenzierbarkeit.?®> Wie wir sehen werden, ist strikte Differenzierbarkeit
an einer Stelle eine starkere Bedingung als dortige totale Differenzierbarkeit.
Weiter ist eine Funktion genau dann iiberall strikt differenziebar, wenn sie
stetig differenzierbar ist.

Definition 22.1 Es sei £ = R™ mit einer Norm || - ||z und F = R"™ mit
einer Norm || - ||p. Weiter sei U C E eine offene Teilmenge. Eine Funktion
f: U — F wird strikt differenzierbar genannt an einer Stelle x € U, wenn
eine lineare Abbildung f'(z): E — F derart existiert, dass das Restglied
R: U — F der affin-linearen Approximation

fly) = f(@) + f(@)(y — 2) + R(y) (122)
fiir y € U die Bedingung
lim Lip(R|pp ) = 0
erfiillt.

Bemerkung 22.2 (a) Fiir jedes € > 0 muss also eine z-Umgebung V- C U
existieren derart, dass R|y Lipschitz-stetig ist mit

Lip(R|y) < e.
Sei f wie zuvor an der Stelle = strikt differenzierbar.
(b) Einsetzen von y = z in (122) zeigt, dass R(x) = 0.

(c) Fiir jedes € > 0 gibt es ein r > 0 derart, dass B¥(z) C U und
Lip(R|pe(y)) < e. Fiir alle y € BF (x) mit y # « gilt wegen R(x) = 0

[1BWIr _ [1B(y) = B(x)|r

ly—=le  lly—zle

< Lip(R|ps()) <.

33Vergleiche E. B. Leach, A Note on inverse function theorems, Proceedings of the Amer-
ican Mathematical Society 12 (1961), 694-697; N. Bourbaki, “Variéetés différentielles
et analytiques. Fascicule de résultats,” Hermann, Paris, 1967; H. Cartan, “Calcul
différentiel,” Hermann, Paris, 1967.
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Somit gilt
R
lim ) =0,
y=u |ly — g

d.h. f ist an der Stelle x total differenzierbar mit der gegebenen linearen
Abbildung f’(x) als Ableitung.

Satz 22.3 FEs seien E := R™ und F = R" mit Normen || - ||g und || - || F.
Weiter sei U C E eine offene Menge und f: U — I eine Funktion. Dann
sind folgende Bedingungen dquivalent:

(a) f ist stetig differenzierbar.

(b) f ist an jeder Stelle x € U strikt differenzierbar.

Beweis. Sei f eine C'-Funktion. Gegeben x € U sei R: U — F das
Restglied der affin-linearen Approximation

fly) = f(@) + f'(@)(y — =) + R(y) (123)
fir y € U. Auflosen zeigt, dass
R(y) = f(y) — f(z) = [(@)(y) + f'(2)(x). (124)

Dies ist eine C*-Funktion von y mit

Nach Lemma 20.6 ist also

Lip(Rly) = sup{[|[B'(y)llop: y € V} = sup{[| /' (y) = f'(z)llop: x € V} (125)

fiir jede offene konvexe Teilmenge V' C U. Da [’ stetig ist, gibt es zu e > 0 ein
§ > 0 mit BEF(z) C U derart, dass || f'(y) — f/(z)]lop < € fiir alle y € BE(z).
Nach dem Vorigen ist dann

Lip(R|pr () < &

also gilt Lip(R|pp () — 0 fir 6 — 0.

Sei umgekehrt f an jeder Stelle z € U strikt differenzierbar. Dann ist f
an jeder Stelle z € U total differenzierbar, nach Bemerkung 22.2 (¢). Sei
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R: U — F das Restglied der affin-linearen Approximation (123). Wegen
(124) ist R an jeder Stelle y € U total differenzierbar mit

R(y) = f'(y) = ['(2).
Gegeben ¢ > 0 gibt es ein 7 > 0 derart, dass BZ(z) C U und
Lip(R|pr(z)) < €.
Nach Lemma 21.12 gilt fiir alle y € BZ(x) dann
e > Lip(Rlpzw) > IR Wloo = 1) — F@) o

Alsoist f': U — (L(E, F), || - |lop) stetig an der Stelle z und somit stetig, da
x € U beliebig war. Folglich ist f eine FC!'-Funktion, also stetig differen-
zierbar. O
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23 Der Banachsche Fixpunktsatz

In desem Kapitel lernen wir den Banachschen Fixpunktsatz kennen, der
in geeigenten Situationen die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunkts
garantiert. Viele wichtige mathematische Probleme lassen sich als Fixpunkt-
probleme umformulieren und haufig ermoglicht der Banachsche Fixpunktsatz
dann eine Losung. Ein erstes Beispiel dafiir lernen wir im néchsten Kapitel
kennen, im Hinblick auf Losbarkeit von Gleichungen. Eine zweite Anwendung
ist die Konstruktion lokaler Losungen von Differentialgleichungen gegen Ende
der Vorlesung, in Kapitel 28.

Definition 23.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Selbstabbildung
f: X — X wird Kontraktion genannt, wenn ein L € [0, 1] existiert mit

d(f(x), f(y)) < Ld(z,y) fiir alle 2,y € X,
d.h. f ist Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstante L < 1.
Eine Kontraktion hat hochstens einen Fixpunkt. Allgemeiner gilt:

Lemma 23.2 FEs sei (X,d) ein metrischer Raum, U C X eine Teilmenge
und f: U — X eine Lipschitz-stetige Abbldung mit einer Lipschitz-Konstante
L < 1. Sind x1,29 € U mit f(x1) = x1 und f(x3) = xa, S0 ist x1 = 3.

Beweis. Wire 1 # x5, so wire d(x, ) > 0; man erhielte den Widerspruch

d(z1,29) = d(f (1), f(22)) < Ld(21,72) < d(21,72).
Also muss doch x; = x4 sein. O

Der Banachsche Fixpunktsatz (im Englischen Banach’s Fized Point Theorem
oder Contraction Mapping Principle) lautet nun wie folgt:

Satz 23.3 (Banachscher Fixpunktsatz) Es sei (X,d) ein vollstindiger
metrischer Raum mit X # 0 und f: X — X eine Kontraktion mit Lipschitz-
Konstante L € [0,1[. Dann gilt folgendes:

(a) f hat genau einen Fizpunkt ...
(b) Fir jedes xo € X gilt
lim f"(zg) = Too- (126)

n—o0
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(¢) Die folgende a priori Abschitzung ist verfigbar: Fir alle n € Ny ist

n

1-L

d(f" (o), wo0) < d(f (o), o)- (127)

Beweis. Gegeben zg € X, setzen wir x,, := f"(xz¢) fir n € Ny. Dann ist
d(zpi1,xn) < LMd(x1, z0) (128)

fiir alle n € Np, denn die Abschatzung ist trivial fiir n = 0 und fiir n € N
haben wir

d(anrla xn) = d(f('rn)v f(xnfl» < Ld(xmxnfﬁ < Lnd(xbxo)v

weil d(xp, ,_1) < L™ Yd(x1, 20) per Induktionsannahme.

Fiir alle n € Ny und m € N gilt dann

n

1-L

d(Tpim, Tn) < d(xy, z0); (129)

unter wiederholter Benutzung der Dreiecksungleichung ist namlich

n+m—1 n+m—1

d(Tngm, Tn) < Z d(Tp41, 2) < Z L¥d(xy1,20)
k=n k=n
m—1 1—[m
= Lnd($1,l‘0) Lj = Lnd(ilfl,mo)
, 1—-L
7=0
n

hierbei beruht die erste Ungleichung auf (128), anschlieend wurde die ge-
ometrische Summenformel benutzt. Aus (129) folgt, dass (x,,)nen, eine Cauchy-

folge und somit konvergent ist [ist ndmlich ¢ > 0 gegeben, so existiert ein
N € N derart, dass

LN
Ed(ﬂfl, Io) < g
fiir alle kK > n > N ist k = n+m mit m := k—n > 0, also nach dem Vorigen
n N
d(xg, Tn) = d(Tpgm, Tp) < T Ld(xb%) < - Ld(xhxo) <e]

227



Wir definieren nun

Too = lim x,.
n—o0

Dann ist z,, ein Fixpunkt von f, denn

o) = (Jim o) = i f(w0) = Jim sy = o

Lassen wir in (129) m — oo streben, so erhalten wir (127). Die Eindeutigkeit
des Fixpunkts wurde bereits in Lemma 23.2 gezeigt. O
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24 Der Satz uber die Umkehrfunktion

Ist f: U — RY eine C*-Funktion auf einer offenen Teilmenge U C R¥Y und
xop € U, so kann man sich fragen, ob die Gleichung

f(z) =y

fiir y nahe f(xo) eine Losung x nahe xy besitzt. Préziser: Gibt es eine offene
xo-Umgebung Uy C U derart, dass f(Uy) in RY offen ist und

flog: Uo = f(Us)
bijektiv?
Der Satz iiber die Umkehrfunktion beantwortet diese Frage:

Ist die Jacobimatrix
Jr(zo) € RNV*N

invertierbar, so existiert Uy und es ist f|y,: Uy — f(Up) nicht nur bijek-
tiv, sondern zudem die Umkehrfunktion (f|y,)™t: f(Us) — Uy C RY stetig
differenzierbar.

Satz 24.1 (Satz liber die Umkehrfunktion) Es sei U eine offene Teil-
menge von RN mit N € N. Sei f: U — RN eine CF-Funktion mit k €
NU {oo} und zg € U mit J;(x9) € GLy(R) (so dass also f'(z¢): RN — RY
invertierbar ist). Dann existiert eine offene xo-Umgebung Uy C U derart,
dass f(Uy) offen in RY und f|y,: Uy — f(Up) ein C*-Diffeomorphismus ist.

Hierbei wurde die folgende Terminologie benutzt.

Definition 24.2 Seien N € N und k& € Ny U {oo} und zudem f: U — V
eine Abbildung zwischen offenen Teilmengen U und V von R¥. Ist f bijektiv
und sind sowohl f als auch f~! beides C*-Abbildungen, so wird f ein C*-

Diffeomorphismus genannt.

Im Laufe des Kapitels werden wir den Satz tiber die Umkehrfunktion be-
weisen und hierbei zunéchst eine quantitative Variante des Satzes kennen-
lernen, die oft niitzliche zuséatzliche Information liefert. Aber schauen wir
zuerst ein Beispiel an.
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Beispiel 24.3 Wir betrachten die Funktion

9 9 1 1

R =R f(z1,20) = (ml + R cos(xg), T + 8 cos(:cl)>.
Dann ist f(0,0) = (3, 3). Hat die Gleichung f(x) =y firy € R? nahe (3, §)
eine Losung x?
Die Antwort ist ja. Es ist namlich
1 —Lsin(zy)
_ 5
Tr(@,x2) = ( —&sin(zy) 1 ’

also J¢(0,0) = 15 die Einheitsmatrix. Da diese invertierbar ist, liefert der
Satz iiber die Umkehrfunktion die lokale Invertierbarkeit von f nahe (0,0):
Es existiert eine offene (0,0)-Umgebung Uy in R? derart, dass f(U,) offen
in R? (und somit eine Umgebung (3, ¢) ist) und fly,: Uy — f(Up) ein C-
Diffeomorphismus.

Hintergrund: Vereinfachtes Newton-Verfahren

In der Analysis méchte man oft Nullstellen einer Funktion f finden.3* Wir
gehen kurz auf numerische Losungsverfahren ein, da ihre Kenntnis ein Ver-
standnis des Beweises des Satzes tiber die Umkehrfunktion erleichtert.

24.4 Ist f: RY — RY eine affin-lineare Funktion der Form
f(x) = afz) +b

mit o € GL(RY) und b € R, so ist f bijektiv und es gibt genau eine Null-
stelle, namlich z; := —a~'(b); gegeben ein zy € RY und den Funktionswert
f(xo) = alzg) + b konnen wir diese berechnen als

z1 = 1x0 — o ' (f(20)),
wie man sofort verifiziert.

24.5 Hat eine C'-Funktion f: U — R auf einer offenen Menge U C RV
eine Nullstelle, so kann man versuchen, diese mit dem Newton-Verfahren zu
berechnen (das Sie im Falle von Funktionen einer Variablen vielleicht aus der

340der Losungen zu f(x) = y, die sich als Nullstellen von f(x) —y interpretieren lassen.
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Schule kennen). Ausgehend von einem zy € U mit f'(zo) € GL(RY) wendet
man das obige Vorgehen auf die affin-lineare Approximation
= f(xo) + f'(wo) (2 — x0) (130)

von f um zy an und erhalt den Punkt

x1 =9 — f'(20) "' (f(20)),

der eine Nullstelle der affin-linearen Abbildung (130), aber nicht unbedingt
von f ist. Im Newton-Verfahren fahrt man fort und benutzt nun (wenn
x1 € U und f'(x;) invertierbar ist) die iibliche affin-lineare Approximation

x> f(o) + fl(x)(z — 1)

von f um z; zur Berechnung von deren Nullstelle,

xy =1y — f'(21) 7 (f(21)),
und so fort.

24.6 Im Falle eines vereinfachten Newton-Verfahrens halten wir die lineare
Abbildung f’(z¢) fest und benutzen die (schlechtere, uniibliche) affin-lineare
Approximation

x> fz1) + f(zo) (2 — 21)
von f um z; zur Bestimmung von deren Nullstelle
g = a1 — f'(20) ' (f(21))
und so fort, immer mit f’(x).
24.7 Sucht man c-Stellen von f (mit ¢ € RY), so sind dies Nullstellen von

g: U —=RY 2+ f(z)—cmit ¢'(x9) = f'(x0). Wendet man das vereinfachte
Newton-Verfahren auf g statt f an, so ist

Tnt1 = Tn — ['(20) " (f(2n) — ).

24.8 Allgemeiner kann man im vereinfachten Newton-Verfahren aus 24.7

(unter geeigneten Voraussetzungen) an Stelle von f’(x) mit einer fest gewéhlten

invertierbaren linearen Abbildung a: RV — R arbeiten, so dass zu gegebenem
y € RN also rekursiv fiir n € Ny

Tpt1 = Tp — Oé_1<f(l'n) - y)

Wir werden die Varianten 24.7 und 24.8 im Beweis des Satzes tber die
Umkehrfunktion benutzen. Der Beweis ist jedoch in sich geschlossen: Vor-
kenntnisse tiber das Newton-Verfahren und Varianten sind nicht von Noten.
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Hilfsmittel: Quantitativer Satz iiber Umkehrfunktion

Wir formulieren nun eine quantitative Fassung des Satzes iiber die Umkehr-
funktion (aus welcher die obige klassische Fassung des Satzes anschlieBend
leicht folgt). Differenzierbarkeit spielt zunéchst keine Rolle; vielmehr be-
trachten wir Lipschitz-Stérungen linearer Automorphismen, also Abbildungen
der Art

z— a(r) + g(x)

mit o € GL(RY) und einer Lipschitz-stetigen Abbildung g.
Satz 24.9 (Quantitativer Satz iiber die Umkehrfunktion) Sei F =

RY mit N € N und einer Norm || - ||. Sei weiter a € GL(E), v € E,
r >0 und g: BP(z) — E eine Lipschitz-stetige Abbildung derart, dass

1
Lip(9) < ——7—;
o lop
es ist also 1
.= ———— — Lip(g) > 0.
o= [op

Dann hat die Abbildung f: BE(z) — E, y — a(y) + g(y) folgende Eigen-
schaften:

(a) Das Bild f(BE(x)) ist offen in E und f: BE(x) — f(BE(x)) ist ein
Homoomorphismus.

(b) Die Umkehrabbldung f=': f(BE(x)) — BE(x) ist Lipschitz-stetig mit

Lip(f™') <

Q|+

(c) Setzen wir h = f'—a™! soist f*=a '+hundh: f(BE(z)) = FE
1st Lipschitz-stetig mit
“Hlop Lip(9)

Lip(h) < 12 : . (131)

(d) Setzen wir b := ||c|op + Lip(g), so ist
alz =yl <I1f(2) = fW)l < bllz =yl fiir alle y,z € B (x).
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(e) Es gelten folgende Abschdtzungen fir die Bilder von Kugeln:

B, (f(x)) € f(B;(x)) C By (f(x))

und allgemeiner

B,(f(v) € f(BS () € Bya(f(y)) (132)
fiir alle y € BE(x) und 0 < s <r — |ly — z|.
(f) Ist || f(x)|| < ar, so hat f genau eine Nullstelle.

(g) Ist f zudem eine C*-Abbildung mit k € N U {oc}, so ist auch
[t f(BE(x)) — E eine C*-Abbildung (also f: BE(x) — f(BE(z))
ein C*-Diffeomorphismus).

Beweis. Sei L := Lip(g); dann ist also
1

a+L=—" .
I [op

(133)

(d) Fiir alle y, z € BE(x) gilt

1F(z) = FWIl = llalz —y) + 9(2) =9I, (134)

somit || f(z) — f(W)|l < (leflop + L)||z — y|| unter Benutzung der Dreiecksun-
gleichung. Anwenden der umgekehrten Dreiecksungleichung auf die rechte
Seite von (134) liefert

1f(z) =l = Ha(i =yl = 1llg(z) — gl

2 T
[l lop

Iz =yl = Lip(9)||z = yll = allz =y,
wobei fiir die letzte Ungleichung (104) benutzt wurde und die Lipschitz-
Stetigkeit von g.

(b) Aus der Abschétzung nach unten in (d) folgt, dass f injektiv ist.
Sind v,w € f(BE(z)), soist v = f(y) und w = f(2) mit y = f~(v)
und z := f~Yw). Nach (d) gilt dann |[f~'(w) — fr )] = ||z — 9| <
11£(2) = F()ll = Llw — ol Also ist Lip(f )] < L

(e) Seien y und s wie in (132). Die zweite Inklusion in (132) gilt nach (d).
Um die erste zu beweisen, brauchen wir nur

E

BL(f(w) € f(B ()
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zu zeigen fiir alle 0 < ¢t < r—||y—z||. Hierzuseic € Fft(f(y)); wir betrachten
die Hilfsfunktion

he: FtE(y) —E, zez—a Y(f(z) —c).
Es ist he(z) € Ef(y) fir alle z € Ef(y), da

[he(z) —yll = [lo(a(z) — aly) — f(2) + o)
= a7 (—g(2) + 9(y) — f(y) + o)
< o Hop(Lllz =yl + lle = FWI) < e Hop(Lt + at) <t

wegen (133). Zudem ist h,.: Ff(y) — Ef(y) eine Kontraktion, denn es ist

Ihe(z) = he(v)]| = [la” (a(2) — a(v) = f(2) + f(v))]
= a7 (g9(v) = g < lla lopLllz = v]

und somit

Lip(he) < |la™H|opL < 1. (135)

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz existiert ein z € EtE (y) derart, dass
2 =he(z) =z —a ' (f(2) —¢)

und somit ¢ = f(z).

(a) Nach (b) ist f: BE(z) — f(B¥(z)) ein Homdomorphismus. Die erste
Inklusion in (132) zeigt, dass f(BZ(z)) um jeden Punkt eine Kugel enthilt
und somit offen ist.

(c)Esistid=flof=(a!'+h)o(a+g)=id+atog+ho fund
somit ho f = —a~!og, also

h=—altogof L

Folglich ist Lip(h) < ||a™!|op Lip(g) Lip(f~"). Schétzen wir Lip(f~!) wie
in (b) nach oben ab, so folgt (131).
(f) Ist || f(x)|| < ar, so ist 0 € BE(f(x)) und somit 0 € f(BF(z)),
nach (e). Also hat f eine Nullstelle. Diese ist eindeutig, weil f injektiv ist.
(g) wird am Ende des Kapitels bewiesen und vorher nicht benutzt. O
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Beweis von Satz 24.1

Zum Beweis des klassischen Satzes tiber die Umkehrfunktion benotigen wir
noch einen Hilfssatz, um die hoheren Differerenzierbarkeitseigenschaften zu
erhalten.

Lemma 24.10 Es sei U C E := RY eine offene Teilmenge, k € NU {co}
und f: U — RN eine CF-Funktion derart, dass f(U) in RN offen ist und
f:U — f(U) ein C*-Diffeomorphismus. Dann ist f~' eine C*-Funktion,
also f: U — f(U) ein C*-Diffeomorphismus. Weiter gilt f'(x) € GL(E) fir
alle x € U und

(7 (f@) = f(2)7", (136)
also auch

(W) =F W)™ firalley € f(U). (137)
Beweis. Es ist f~! o f = idy und somit nach der Kettenregel
(f)(f(@)) o f(z) =ide

fir alle x € U. Weiter ist f o f~!' = idy) und Ableiten liefert mit der
Kettenregel f'(f~'(y)) o (f~Y)(y) = id fiir y € f(U). Setzen wir y := f(x)
mit z € U, so ist also

(@) o (f7Y(f(z)) =idg.

Nach dem Vorigen ist (f~1)(f(x)) eine Rechts- und Linksinverse zu f’(z).
Also ist f’(z) invertierbar mit f/(z)~' = (f~1)(f(x); somit gilt (136). Setzen
wir z := f~!(y) in (136) ein zu gegebenem y € f(U), so erhalten wir (137).

Fiir die entsprechenden Jacobi-Matrizen wird aus (137)
Jr-1(y) = (Jr(f ()™
fir alle y € f(U). Unter Benutzung der Abbildung
j: GLy(R) — GLy(R), A~ A7Y
die Matrizen invertiert, ist also
T =jodyof. (138)

Wir erinnern daran, dass j eine C*°-Funktion ist (siehe Kapitel 19).
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Um zu zeigen, dass die Umkehrfunktion C* ist, diirfen wir £ € N annchmen
und benutzen vollstandige Induktion. Die Aussage im Fall £ = 1, dass
[t U — f(U) eine C'-Diffeomorphismus ist, gilt per Voraussetzung.

Induktionsschritt: Sei f~! per Induktionsannahmen bereits C*~!. Dann
ist Jp-1: U — RM*Y nach (138) eine Komposition von C*~!-Funktionen
und somit C*~! nach der Kettenregel. Da f~! eine C'-Funktion ist und
Jy—1 eine C*~1-Funktion, ist f~! eine C*-Funktion und somit f ein C*-
Diffeomorphismus. O

Beweis von Satz 24.1. Wir setzen E := R" und halten eine Norm || - ||
auf F fest. Da f stetig differenzierbar ist, ist f an der Stelle xy (und iiberall)
strikt differenzierbar; fiir das Restglied

R:U —RY
in der affin-linearen Approximation

f(@) = f(zo) + f'(z0)(x — w0) + R() (139)
gilt also
lim Lip(R| 55 o)) = 0

(siche Satz 22.3). Zusammenfassen aller Summanden in (139) auler f'(x¢)(z)
liefert

f(@) = f(zo)(z) + g(x)
mit der Funktion g: U — RY,

x = f(wo) — f'(x0)(w0) + R(z).

Wir kiirzen ab
gr ‘= 9|B§(x0)-

Da sich g, und R|gEe () nur um eine additive Konstante unterscheiden, gilt

x0)
Llp(gr) = Llp(R|BTE(m0) —0
fiir  — 0. Insbesondere gibt es ein € > 0 derart, dass

-
1" (z0) = Hlop
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fiir alle r € ]0,¢]. Wir setzen
Us := BE(z).

Nach dem quantitativen Satz iiber die Umkehrfunktion ist dann f(Uy) offen
in RY und

flog: Uo = f(U)
ein Homéomorphismus. Fiir jedes r € ]0, £] ist

Ve i= f(By (w0))

also eine offene Umgebung von g := f(x¢) in RY und nach dem quantitativen
Satz liber die Umkehrfunktion ist

(flue) M v = (flBE(re) ™" = F'(x0) " + Iy

mit

Lip(h,) < £/ (26)™|op Lip(gr) . 0

—0
1 . 1
TFe e — WPW) a0

fiir » — 0. Schreiben wir
(flvo) ™' (y) = o + f'(20) ™" (y = o) + S(y),
so unterscheidet sich fiir y € V,. das Restglied
S(y) = he(y) — x0 + f'(x0) " (o)
nur um eine additive Konstante von h,.(y). Folglich gilt
Lip(S]y,) = Lip(hy) = 0

fiir r — 0, so dass (f|y,) ! an der Stelle yo = f(z¢) strikt differenzierbar ist.

Wir behaupten, dass die Umkehrfunktion
(flop) ™" f(Uo) = Uy CRY

an jeder Stelle y € f(Up) strikt differenzierbar ist. Nach Satz 22.3 ist sie also
C' und somit nach Lemma 24.10 eine C*-Funktion, also f|y,: Uy — f(Up)
ein C*-Diffeomorphismus, was den Beweis beendet.
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Zum Beweis der Behauptung erinnern wir daran, dass

sup{|[f'(z) = f"(zo)llop: = € Uo} = Lip(R]v)

(siche (125)), wobei Lip(R|y,) < m nach (140). Gegeben y € f(Up)

sei z € Uy mit f(z) = y. Zum gegebenen z zeigt die vorige Gleichung, dass

v
||f/(x0)7lHop.

Nach Lemma 19.14(b) ist somit f'(z) € GL(E), also Jf(z) € GLy(R). Somit
kann z die Rolle von x spielen im vorigen Beweis und wir erhalten eine offene
z-Umgebung W C Uy, so dass (f|w)~" an der Stelle f(z) strikt differenzier-
bar ist. Da

1/ (x) = f (o) llop <

(flw)™" = (o)~ row,s

ist also auch (f|y,)~! an der Stelle f(z) = y strikt differenzierbar und die
Behauptung bewiesen, was den Beweis beendet. [

Beweis von Satz 24.9 (g). Die Funktion ¢ = f — a ist C* und fiir alle
y € BF(x) haben wir

1

19" (W) llop < Lip(g) < 57—
o= lop

nach Satz 20.6. Sei z € f(BE(x)) und y € BF(x) mit f(y) = 2. Nach
dem Vorigen ist f'(y) = a + ¢'(y) € GL(E), nach Lemma 19.14 (b). Nach
Satz 24.1 gibt es also eine offene y-Umgebung Uy C BF(x) derart, dass
f(Up) eine offene Umgebung von z = f(y) in F ist und f|y,: Uy — f(Uo)
ein C*-Diffeomorphismus. Also ist f~!|¢w,) = (f|v,) " eine C*-Abbildung.
Somit ist f~1 eine C*-Abbildung, folglich f: B¥(x) — f(BE(z)) ein C*-
Diffeomorphismus. [J
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25 Der Satz iiber implizite Funktionen

Manchmal kennen wir bereits eine Losung (x¢, yo) einer nicht-linearen Glei-
chung f(z,y) = 0 und fragen uns, ob fiir x nahe z( ein y = y(x) nahe yo mit
f(x,y) = 0 existiert und eindeutig festgelegt ist, so dass also die Funktion
x +— y(z) implizit durch die Gleichung

flz,y) =0
gegeben ist. Beispielsweise ist xg = 0, yo = 0 eine Losung von
z +y +sin(zry) =0,

wir sehen aber vielleicht nicht unmittelbar, wie wir hier nach y auflosen
konnen. Mit den Methoden der Differentialrechnung erhalten wir eine hin-
reichende Bedingung.

Satz 25.1 Es seien n,m € N, U C R" und V C R™ offene Teilmengen,
f:UxV — R™ eine Ck-Abbildung mit k € NU {oo} und (x,y0) € U x V
eine Nullstelle von f derart, dass (fz,) (v0) € GL(R™) gilt fiir die Funktion
Juo = fxo,): V= R™, also

J1y (90) € GLin(R). (141)

Dann gibt es eine offene Umgebung Uy von xq in U und eine offene Umgebung
Vo von yo in V derart, dass die Nullstellenmenge von flu,xv, ein Graph ist:

{(z,y) € Up x Vo: f(z,y) = 0} = graph(¢)
mit einer C*-Funktion ¢: Uy — V.

Bemerkung 25.2 Wenn m = 1 ist in der Situation von Satz 25.1, so ist
R™ ™ = R die Algebra der 1 x 1-Matrizen und eine solche Matrix ist genau
dann invertierbar, wenn sie nicht die Nullmatrix ist. Also ist Jy, (o) =

(%L (20, 10)) € R™! genau dann invertierbar, wenn

dy
0
8—5(%,%) # 0. (142)

Im Falle m = 1 diirfen Sie die Bedingung (141) also einfach durch (142)
ersetzen.
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Beispiel 25.3 Der Einheitskreis S := {(z,y) € R?: z? + ¢y* = 1} ist die
Losungsmenge der Gleichung

?+y?—1=0.
Es ist also S = {(z,y) € R?: f(z,y) = 0} mit der C*-Funktion
iR =R, (2,9)—2*+y* -1

Sei (zo,%0) € S. Ist yo > 0, so ist die Menge von Nullstellen von f in
]—1,1[ x]0, 0o[ der Graph

{(z,V1—2a2): xz €]-1,1[}

der C*-Funktion |—1,1[—]0, 0],  + /1 — 22. Auch sind die Vorausset-
zungen des Satzes iiber implizite Funktionen (in der Form (142)) erfiillt: es
ist

af

= =2 0.

Iy (0, Yo) Yo #

Ist yo < 0, so ist die Menge von Nullstellen von f in |—1,1[ X |—o0, 0] der

Graph
{(z,—V1—22): x €]-1,1[}

der C*°-Funktion |—1,1[— 0, 00|, x — —v/1 — 22 und wieder ist g—g(xo, Yo) =
2y # 0 erfiillt.

Ist yo = 0, so ist (xg,y0) = (1,0) oder (x,y9) = (—1,0). Wir diskutieren
den Fall (zg,y0) = (1,0) (der andere ldsst sich analog diskutieren). Die
Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen sind nun nicht erfiillt,
denn es ist

of

Und nahe (1,0) ist die Nullstellenmenge von f kein Graph. Ist ndmlich
Uy C R eine offene 1-Umgebung und V;; C R eine offene 0-Umgebung, so gibt
es ein € > 0 mit |—e,¢[C Vj und ein 6 > 0 mit |1 — 6,1 + §[C Uy. Nach
Verkleinern von § diirfen wir /1 — (1 — §)? < € annehmen. Sei z € ]1 -4, 1].

Dann ist v/1 — 22 # —/1 — 22 und es sind
(x,vV1—2a2) e SN (Uyx V) sowie (x,—V1—22)eSN(Uyx V).

Also kann SN (Uy x Vp) kein Graph eine Funktion ¢: Uy — V; sein. Weiter
gibt es zu x €]1,1 + §] kein y € Vy mit (z,y) € S, denn es ist f(x,y) =
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r?+y?>—1>2?2—1 > 0. Auch daraus konnen wir schliefien, dass SN (UyNVj)
kein Graph einer auf Uy definierten Funktion ist.

Beachten Sie, dass wir fiir y nahe 0 jedoch (1/1 — y2,y) € S haben, d.h. die
Sphére ist nahe (1,0) Graph einer Funktion von y. Um diese Beobachtung
auch mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen reproduzieren zu konnen,
setzen wir g(y,x) := f(x,y) fir (z,y) € R? und wenden den Satz auf g an
Stelle von f an.

Beispiel 25.4 Zeigen Sie, dass die Gleichung
xr+y+sin(xy) =0

fiir jedes x nahe 0 eine Losung (x,y) besitzt.

Zum Nachweis betrachten wir die C°°-Funktion
fiR* =R, f(x,y):=x+y+sin(zy).

Dann ist f(0,0) = 0 und g—z(x,y) = 1 4 xcos(zy), somit 3—5(0, 0) =1#0.
Also ist (142) erfiillt. Nach dem Satz tiber implizite Funktionen gibt es 0-
Umgebungen Uy C R und V; C R derart, dass

{(z,y) € Up x Vo: f(x,y) = 0} = graph(¢)
fiir eine C'"*°-Funktion f: Uy — Vj. Insbesondere hat die Gleichung
x+y+sin(zy) = f(z,y) =0
fir jedes x € Uy eine Losung, namlich (z, ¢(z)).

Folgende Beobachtung iiber Blockmatrizen nutzt im Beweis von Satz 25.1.

Lemma 25.5 Seien n,m € N, a € GL,(R), v € GL,,(R) und g € R™*".
Dann ist die Blockmatriz

A — < a 0 ) e ROv+m)x(n+m)
B v

eine invertierbare Matrix.
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Beweis. Wir setzen

Man rechnet direkt nach, dass AB = BA = 1 die Einheitsmatrix ist. Also
ist A invertierbar mit A™! = B. O
Beweis von Satz 25.1. Wir betrachten die Funktion

g:UXV 5 R"xR™,  (x,y) — (z, f(z,v));

diese ist C*, weil beide Komponenten (die Projektion UxV — R", (z,y) — x
und f) es sind. Die Jacobi-Matrix von g an der Stelle (xq, yo) ist

Jo (20, Y0) = < ; szoo(yo) ) 7

wobei 3 := (ngj_) e R™ " mitie {l,...,m},je{l,...,n} und 1 € R™*"
die Einheitsmatrix ist. Nach Lemma 25.5 ist J,(zo,yo) eine invertierbare
Matrix. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion existiert also eine offene
Umgebung W von (xg,yo) in U x V derart, dass g(W) offen in R* x R™
und glw: W — g(W) ein C*-Diffeomorphismus ist. Da U x V die Produkt-
topologie tragt, finden wir eine offene z¢o-Umgebung P C U und eine offene
yo-Umgebung V; C V derart, dass

PxVy CW;

dann ist g(P x Vp) offen in R™ x R™ und g|pxy,: P x Vo — g(P x V)
ein C*-Diffeomorphismus. Da nun g(P x V;) eine offene Umgebung von
f(zo,y0) = (20,0) in R™ x R™ ist, gibt es eine offene x¢p-Umgebung Uy C R”
und eine offene 0-Umgebung O C R™ derart, dass

onogg(PX%)

Jedes © € Uy ist eine erste Komponente von (z,0) = g¢(z,y) mit einem
(z,y) € P x Vp; also ist z = z € P und folglich Uy C P. Weiter gilt

g(Uo X Vb) D) Uo X O; (143)

ist ndmlich (2/,y") € Uy x O und (x,y) € P x Vy mit g(z,y) = (2/,y'), so ist
x=2x" €Uy, also (2/,y) = g(x',y) € g(Uy x Vp).
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Gegeben x € Uy gibt es nach (143) ein (z,y) € Uy x Vo mit (z,0) = g(z,y);
da g(z,y) = (2, f(2,y)), ist z = 2 und f(z,y) = 0. Ist auch ¢ € V; mit

fl,y) =0, soist g(a,y) = (z, f(z,¢)) = (2,0) = g(z,y), also y = ¢/
da g|u,xv, injektiv ist. Da y nach dem Vorigen eindeutig ist, konnen wir
¢() := y setzen und erhalten

{(z,y) € Uy x Vo: f(z,y) = 0} = graph(¢).

Aus (z,0) = g(x,y) folgt aber

(z,y) = (glw) " (,0)

und somit ¢(z) =y = (pryo(glw) 1) (z,0) mit pry: R* x R™ — R™, (a, b) —
b. Da (glw)~! eine C*-Funktion ist, ist auch ¢ eine C*-Funktion. (]

Bemerkung 25.6 Im Fall m =1 gilt fiir die Funktion ¢: Uy — V[ im Satz
iiber implizite Funktionen

96 2 (2, 6(x))

25, = T2 o) o

fir alle z € Uy und j € {1,...,n}. Insbesondere gilt wegen ¢(xy) = yo im
Spezialfall z = x

ol (2g) = %(fﬁowo)
) = - T
Ox; g—i(xo,yo)

fir alle 7 € {1,...,n}. In der rechten Seite kommt ¢ nicht mehr vor, nur
noch Funktionswerte von f und seinen partiellen Ableitungen.

Beweis von (144): Die Funktion
h:Uy—R" xR, z+ (z,0(z))

erfiillt oh 9 o
a—xj(x) = a—xj(%ﬁb(x)) = (ej, a_;i(x))
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mit den Standard-Einheitsvektoren e, . . ., e, von R™. Da f(h(z)) = f(z,¢(z)) =
0 fiir alle x, folgt

0 = QM) — (rony@)iey) = Fha) () (e)

81’j
— F(h(a)) (5—%) - Jf<h<x>>§—£<x>

(V). <ej7§—i<x>>

af of 8¢
= a—%(w, ¢(x)) + a_y("”’ ¢($))a—%(m)-

Auflésen nach %(w) liefert (144). O

J
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26 Extrema unter Nebenbedingungen

Wir studieren nun lokale (und globale) Extremalstellen einer Funktion f
unter einer Nebenbedingung g(z) = 0, also lokale (bzw. globale) Extremal-
stellen von f|y;, wobei

M :=g~'({0})

die Nullstellenmenge von g ist.

Satz 26.1 Se: U C R"” eine offene Teilmenge mitn € N und g: U — R eine
C'-Funktion derart, dass

Vg(p) #0

fiir allep € M = g~ *({0}). Ist f: U — R eine C'-Funktion und p € M
eine lokale Minimalstelle von f|yr, so existiert ein X € R derart, dass

Vf(p) =AVy(p).

Man nennt A einen Lagrangeschen Multiplikator.

Beispiel 26.2 Finde die globalen Extremalstellen der Funktion
f:R* =R, f(r,y):=x+2y

unter der Nebenbedingung 22 + 3? = 1.
Losung: Setzen wir g(z,y) := 1 — 2? — 3 fiir (z,y) € R?* und

M :={(z,y) € R?*: g(x,y) = 0},

so suchen wir globale Extremalstellen p von f|y. Diese sind insbesondere
lokale Extremalstellen; nach Satz 26.1 muss es also ein A € R geben derart,
dass

Vf(p) = AVy(p). (145)

[Beachten Sie, dass Vg(p) = (—2z, —2y) = —2p # (0, 0) fiir jedes p = (z,y) €
M, da p # (0,0).]

Wir schauen daher erst einmal, fiir welche p = (x,y) € M und A € R (145)
gilt; dies ist genau dann der Fall, wenn

(2)=(5)
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Dies erfordert z,y, A # 0 und ist dann aquivalent zu
—2\y =2 =2(=2\x) = —4)\x,

also z = y/2. Weiter ist (y/2,y) € M genau dann, wenn y?/4 + y? = 1, also
y> =4/5, also y = i%g. Nun ist

5 2v/5

f(£7 _\/_> =5
5 5

und f(—‘/Tg, —%5) — —/5. Da M kompakt ist und somit die stetige Funk-

tion f|y ein Maximum und ein Minimum annehmen muss, ist (X2, 25) die

57 5
ﬁ_%)
5

globale Maximalstelle von f|y und (—*2, die globale Minimalstelle.

26.3 Gegeben v € R" setzen wir vt := {w € R": (v,w) = 0}. Ist V C R"
eine nicht-leere Teilmenge, so setzen wir

vii= ﬂ vt

veV

Dann ist V* ein Untervektorraum von R™. Ist U C V, so ist U+ D V*. Ist
V' C R™ ein Untervektorraum, so ist (V+)t = V. Weiter ist (v')t = Ro
(siehe lineare Algebra).

26.4 Als Vorbereitung fiir den Beweis von Satz 26.1 definieren wir den Tan-
gentialraum T,M der Hyperfliche M := ¢g~'({0}) in R" an der Stelle p € M
als die Menge aller Ableitungsvektoren

7'(0)
fir € > 0 und C'-Wege 7: |—¢,e[— R™ mit y(0) = p und v(]—¢,¢[) C M.

Lemma 26.5 Es ist T,M = ker ¢'(p) = (Vg(p))*. Insbesondere ist T,M ein
(n—1)-dimensionaler Untervektorraum von R"™. Weiter ist ker ¢'(p) durch M
eindeutig festgelegt.

Beweis. Sei p = (71,...,%,) € M. Gegeben v € T,M existiert ein ¢ > 0
und eine C''-Funktion v: |—¢,e[— R" mit v(]—e,e[) € M, v(0) = p und
7' (0) =v. Da g oy =0, liefert die Kettenregel

g'(p)(v) = ¢'(7(0))(7'(0)) = (g2 7)'(0) = 0.
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Also ist T, M C ker ¢'(p).
Gegeben v = (vy,...,v,) € R™ ist

somit v € ker ¢’(p) genau dann, wenn v € (Vg(p))*.

Wir nutzen nun aus, dass Vg(p) # 0; es gibt also ein j € {1,...,n} derart,
dass %gj(p) # 0.

1. Fall: Ist gc—gn(p) # 0, so gibt es nach dem Satz iiber implizite Funk-
tionen eine offene (Zy,...,Z,_1)-Umgebung Uy C R™ ! und eine offene z,,-
Umgebung Vi C R derart, dass Uy X Vy € U und

M (Up x Vo) ={(z,y) € Uy x Vo: g(z,y) = 0} = graph(¢)

fiir eine C'-Funktion ¢: Uy — V. Also ist h(z) := (x,¢(x)) € M fiir alle
x € Uy. Weiter ist

h: Uy — R, h(zx) = (z,6(z))

stetig differenzierbar. Gegeben y € R" ! ist v(¢) := h((Z1,...,ZTn_1) + ty) €
M fiir |t| klein, also

h/(jl, e ,{Z’n_l)(y) = ’}//(0) S TpM

Alsoist V i=N(Zy,...,Tp) (R CT,M. Ist m: R* = R"™! (y1,...,4,) —
(y1,-..,Yn—1) die Projektion, so ist

7T(V) = (7T 9} h)/(jfl, c. ,.’En_l)a&n_l) = ian—l(Rn_l) = Rn_l;
der Vektorraum V hat also Dimension dim(V') > n — 1. Da
V CT,M Ckerg'(p)

und ker ¢’(p) wegen ¢'(p) # 0 Dimension n—1 hat, folgt V' = T,,M = ker ¢'(p).

Fall 2: Tst 6\879”(]9) = 0, so ist %(p) # 0 fir ein j € {1,...,n — 1}. Diesen
Fall fithrt man durch eine Permutation der Koordinaten auf Fall 1 zurtick.
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[Details: Es sei a: R® — R™ der Isomorphismus von Vektorrdumen, der e,
und e; vertauscht und alle Standard-Einheitsvektoren e; mit € {1,...,n}\
{j,n} festhélt. Sei W := a~'(U). Dann ist

h:=goa: W =R

eine C''-Funktion mit Nullstellenmenge N := h='({0}) = a1 (g7 ({0})) =
a (M) und ' (q) = ¢'(a(q)) o a # 0 fiir alle ¢ € N. Weiter gilt fiir ¢ :=
a”(p)

oh dg

9z, (@) =N (@)(en) = g'(p)(elen)) = g (p)e;) = a—xj(p) # 0;

nach Fall 1 ist also T,N = ker h/(¢). Nun ist a(T,N) = T,M. Ist nédmlich
v € T,N, so existiert eine auf einem Intervall um 0 definierte C*-Abbildung
v nach R™ mit Bild in N und v(0) = ¢ sowie 7/(0) = v. Dann hat « oy Bild
in M und es ist a(y(0)) = p und

T,M 3 (0 7)'(0) = a(v/(0)) = a(v);

also ist a(T,N) C T,M. Analog sieht man, dass a *(T,M) C T,N, so dass
also a(T,N) =T,M. Da h'(q) = ¢'(p) o v, folgern wir

ker g'(p) = ker(h(q) o a™') = aker h'(q)) = a(T,N) = T, M,
was den Beweis beendet. | O

Beweis von Satz 26.1. Sei p € M eine lokale Extremalstelle von f|y.
Gegeben v € T,M sei 7 eine auf einer offenen 0-Umgebung in R definierte
C'-Funktion nach R™ mit Bild in M derart, dass 7(0) = p und +/(0) = v.
Dann ist 0 eine lokale Extremalstelle von f oy, somit nach Analysis 1

0=(f07)(0) = f(p)('(0) = f'(p)(v) = (VF(p),v).
Also ist Vf(p) € v* fiir alle v € T,M und somit
Vfp) € (T,M)" = ((Vg(p)")" =RVy(p),
also Vf(p) = AVyg(p) fir ein A e R. O

Wir erwahnen ohne Beweis, dass sich auch Extrema unter mehreren Nebenbe-
dingungen diskutieren lassen (was in der Vorlesung aus Zeitgriinden iiber-
sprungen werden musste und daher nicht priifungsrelevant ist):
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Satz 26.6 Es sei U C R" eine offene Teilmenge mit n € N. Weitere seien
ke{l,....n—1} und g = (g1,...,9x): U — R* eine C -Funktion derart,
dass die k Vektoren

Vgl(p>7 SR ng(p)

linear unabhingig sind fir alle p € M := g~ ({0}), also die Matriz J,(p) €
Rk den Rang k hat. Ist f: U — R eine C*-Funktion und p € M eine lokale
Minimalstelle von f|ar, so existieren \y,..., A\ € R derart, dass

Vip) = \Va(p)+ -+ \Var(p). (146)

Der Beweis ist analog zu demjenigen von Satz 26.1: man definiert zunachst
T, M wie oben und zeigt mit Hilfe des Satzes tiber implizite Funktionen, dass

T,M =Xkerg'(p) ={Val(p),... ,ng(p)}L-

Anschlielend zeigt man analog zum Obigen, dass

Vf(p) € (T,M)* = ({Va(p),...,Var(p)}H)*: =span{Vg(p),..., Var(p)},

so dass also (146) gilt.
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27 Gewohnliche Differentialgleichungen erster
Ordnung

Zeitabhangige Grofien lassen sich oft durch Differentialgleichungen beschreiben.
Diese werden in Natur- und Ingenieurswissenschaften standig benutzt. Auch
innermathematisch (etwa in Analysis, Differentialgeometrie und der Theorie
dynamischer Systeme) spielen Differentialgleichungen eine wichtige Rolle.

Grundbegriffe und erste Beispiele

Beispiel 27.1 (Ein Populationsmodell/Exponentielles Wachstum).

Wir betrachten eine Population von Bakterien in einer Petrischale. Zu einer
festen Zeit ty (zu der wir die Beobachtung beginnen) gebe es N(ty) = Ny > 0
Bakterien. Wie groB ist die Zahl N(¢) der Bakterien zu einer beliebigen
Zeit t7 Wir modellieren das Problem wie folgt: Da N(t) sehr grof ist und
gezeichnet von einer Kurve nicht zu unterscheiden wére, machen wir die ver-
einfachende Annahme, dass N(t) eine stetig differenzierbare Funktion von ¢
ist. Wir machen weiter die Annahme, dass die Anderungsrate/Ableitung
N'(t) zur Zeit t proportional zu N () ist (liegen z.B. doppelt so viele Bakterien
vor, erwarten wir die doppelte Zuwachsrate).?® Mit einer reellen Konstanten

a > 0 ist also
N'(t) = aN(t). (147)

Um die Gleichung zu 1sen, teilen wir duch N(t) > 0 und erhalten

_N'(t) d

Integrieren beider Seiten von ty bis ¢ liefert

N(t)

a(t —tg) =In(N(t)) — In(N(tp)) = In Ny

Wir wenden die Exponentialfunktion auf beide Seiten an und 16sen nach N ()
auf, mit dem Ergebnis

N(t) = Nyext=to), (148)

35Dies ist verniinftig, so lange die Polulation nicht zu grof8 ist, so dass ausreichend
Néhrstoffe und Platz zur Verfiigung stehen.

250



Dann ist N(tg) = Noe® = Ny und in der Tat (unter Benutzung der Ketten-
regel)
N'(t) = aNge®=) = aN(¢).

Die durch (148) gegebene Funktion N: R — R 16st also die Gleichung (147)
unter der Anfangsbedingung N(tg) = Ny und ist die einzige solche (stets
positive) Funktion (da wir in jedem Schritt des Rechenwegs nur Schlussfol-
gerungen gezogen haben). Nach (148) zeigt die Bakterienpopulation expo-
nentielles Wachstum. Da N(t) — oo fiir t — oo, ist die Losung fiir grofie ¢
tibrigens nicht realistisch und unsere Modellierung war zu schlecht (in eine
Petrischale passen nicht beliebig viele Bakterien).

Im vorigen Beispiel haben wir eine Differentialgleichung gel6st (genauer: ein
Anfangswertproblem). Die Begriffe sind wie folgt:

Definition 27.2 Eine Differentialgleichung (erster Ordnung) in R™ ist eine
Gleichung der Form

y(t) = f(t,y(t)) (149)

(oder kurz: y' = f(t,y)) mit einer gegebenen Funktion f: U — R™ auf einer
Teilmenge U C R x R™. Eine Ldsung der Differentialgleichung (149) ist eine
C'-Funktion ¢: I — R™ auf einem nicht entarteten Intervall I C R derart,
dass

(t,o(t)) e U furallet el

und
&' (t) = f(t,¢(t)) firalle t € I.

Definition 27.3 Gegeben f wie zuvor und (tg,40) € U € R x R™ nennt
man eine Losung ¢: I — R” der Differentialgleichung (149) eine Lédsung des

Anfangswertproblems
{ y = f(ty)

y(to) = Yo,
wenn zudem ¢y € I und ¢(ty) = yo gilt.

Bemerkung 27.4 (a) Wir betrachten ausschlieBlich explizite Differential-
gleichungen der Form (149), nicht implizite Differentialgleichungen der Form

0= f(tvy(t)vy,(t))
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(b) In der Literatur spricht man oft lediglich im Falle n = 1 von Differential-
gleichungen, im Falle n > 2 von Systemen von Differentialgleichungen.

(c) Spater betrachten wir auch Differentialgleichungen héherer Ordnung, der
Form

y () = f(ty(), ¥ @), y" (1), ...y ().

(d) Die von uns betrachteten Differentialgleichungen sind gewdéhnliche Differ-
entialgleichungen, wir suchen also Losungen t — ¢(t), die Funktionen einer
reellen Variablen sind. Sucht man hingegen Funktionen ¢ mehrerer Variablen
und stellt Gleichungen unter Benutzung partieller Ableitungen auf, so spricht
man von einer partiellen Differentialgleichung; solche Gleichungen sind nicht
Gegenstand dieser Vorlesung. Ein Beispiel ist die Laplace-Gleichung

_ P P9

0 — g9
Ox? * oy?’

deren Losungen sogenannte harmonische Funktionen (x,y) — ¢(z,y) sind.

(e) Wir kiirzen “Differentialgleichung” mitunter als “DGL” ab und “An-
fangswertproblem” als “AWP.” Im Englischen kiirzt man “ordinary differen-
tial equation” als “ODE” ab, “partial differential equation” als “PDE”.

27.5 (Fortsetzung von Beispiel 27.1).
In Beispiel 27.1 haben wir also das Anfangswertproblem

{y’(t) = f(t,y(1)),
y(to) = No

gelost mit der durch f(¢,y) = ay gegebenen Funktion f: Rx]0,00[— R.

Beispiel 27.6 (Radioaktiver Zerfall). Wir betrachten eine Probe einer ra-
dioaktiv zerfallenden Substanz. Die Anzahl der Atome der Substanz zur
Zeit t sei N(t) > 0 (wobei wir wieder ndherungsweise N als stetig dfferen-
zierbare Funktion annehmen) und zu einer Anfangszeit to liegen Ny Atome
vor. Modellierung: Wir nehmen an, dass N’(¢) proportional zu N (t) ist, mit
einer negativen reellen Proportonalitdtskonstanten —k (mit & > 0). Zu 16sen
haben wir also das Anfangswertproblem

N'(t) = —kN(t),
{N(to) = N().
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Der gleiche Rechenweg wie in Beispiel 27.1 zeigt, dass es auf R genau eine
iiberall positive Losung gibt,

N(t) == NO e_k(t_to).
Die Zahl der Atome nimmt also exponentiell ab.

Wir betrachten nun verschiedene Typen von gewohnlichen Differentialgle-
ichungen, fiir welche elementare Losungsmethoden bekannt sind. Dies sind
zum einen homogene sowie inhomogene lineare Differentialgleichungen fiir
skalarwertige (und schliefllich auch fiir vektorwertige) Funktionen. Zum an-
deren betrachten wir sogenannte Differentialgleichungen mit getrennten Vari-
ablen, von der Form y/'(t) = g(t)h(y(t)).

Homogene lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Definition 27.7 Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist eine
Differentialgleichung der Form

y'(t) = a(t)y(t) + b(t),

wobei J C R ein nicht entartetes Intervall ist und a: J — R sowie b: J — R
stetige Funktionen. Ist b(¢) = 0 fiir alle ¢ € J, die DGL also von der Form

so spricht man von einer homogenen linearen Differentialgleichung erster Ord-
nung; andernfalls heifit die lineare Differentialgleichung inhomogen. Ist a eine
konstante Funktion, also einfach

y'(t) = ay(t) + (1),

so spricht man von einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten.

Satz 27.8 (Homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung.) Es

sei J C R ein nicht entartetes Intervall und a: J — R eine stetige Funktion.
Dann gilt:
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(a) (Globale Existenz von Losungen). Fir jedes ty € J und yo € R ist
o J— R,
t s yg el @) @8 (150)
eine auf ganz J definierte Losung des Anfangswertproblems
{ y'(t) = al)y(t)
y(to) = o
(b) (Eindeutigkeit von Losungen). Ist I C J ein nicht entartetes Intervall
mit tg € I und auch v: I — R eine Losung des Anfangswertproblems
aus (a), so gilt v = ¢|;.

Beweis. (a): Es ist ¢(tg) = yoe® = 3o und Ableiten mit der Kettenregel
zeigt, dass

510 = o L [ o) ds = oo a(e) = ate) (o).
to
Also lost ¢ die Differentialgleichung und auch das Anfangswertproblem.
(b): Nach (a) ist
v J =Rt ROk
eine Losung der DGL (mit ¢ (tg) = 1); weiter ist ¢ = yp1). Beachten Sie,
dass ¥(t) # 0 fir alle t € J. Wir kénnen also die Funktion

h: I —-R, t— M
»(t)
betrachten. Wir leiten mit der Quotientenregel ab; da v und ¢ Losungen der
Differentialgleichung sind, ergibt sich fiir jedes t € I

(') =AY (R) _ a®)y()y(E) — alt)y()(t)
»(t)? b(t)?

Die Funktion A ist also konstant, mit dem konstanten Funktionswert

H(t) = ~0.

(o) _ Yo
(Eo) (o) 1 .
Also ist % = yo und somit y(t) = yo ¥ (t) = @(t). O

Beispiel 27.1 und Beispiel 27.6 waren bereits Beispiele fiir homogene lineare
Differentialgleichungen, mit konstanten Koeffizienten. Schauen wir uns ein
Beispiel an, bei dem nicht konstante Koeffizienten vorliegen.
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Beispiel 27.9 Finden Sie die auf ganz R definierte Losung ¢ des Anfangswert-

problems
{ y(t) = ty)
y(0) = 5
Loésung: Nach Satz 27.8 (a) ist
o

mit to = 0, yo = 5 und a(s) = s, also

o(t) = 5elsds — 56t°/2

Inhomogene lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Satz 27.10 (Inhomogene lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung.)
Es seien J C R ein nicht entartetes Intervall und a: J — R sowie b: J — R
stetige Funktionen. Dann gilt:

(a) (Globale Existenz von Losungen). Fiir jedes ty € J und yo € R ist die
auf ganz J definierte Funktion ¢: J — R,

¢ t
gb(t) = (yO _|_/ b(T)e_ fto a(s)ds dT) efto a(s)ds
to

eine Losung des Anfangswertproblems

y(to) = Yo

(b) (Eindeutigkeit von Losungen). Ist I C J ein nicht entartetes Intervall
mit tg € I und auch v: I — R eine Losung des Anfangswertproblems

aus (a), so gilt v = ¢|;.
Beweis. (a): Wir suchen eine Losung der Form
¢(t) = c(t)n(t),

wobei n(t) = elio 9% gine Losung der zugehérigen homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung v/(t) = a(t)y(t) ist (diesen Ansatz nennt man auch “Varia-
tion der Konstanten.”) Dann ist ¢(tg) = yo und

¢'(t) = ¢ (t)n(t) + c(t)n' (t) = < (O)n(t) + c(t)a(t)n(t). (152)
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Wir setzen ¢/(t) aus (152) und ¢(t) = c(t)n(t) in (151) ein und erhalten die
Bedingung
(t)n(t) + c(t)a(t)n(t) = a(t)c(t)n(t) + b(t),

also

also

(1) = b(t)n(t) " = b(t)e o O® iy alle t € .
Aquivalent hierzu ist
t
c(t) =yo + / b(r)e 0% fir alle t € J,
to

was den Beweis fiir (a) beendet.

(b): Wir betrachten h: I — R, t — y(t) — ¢(t). Dann ist h(ty) = yo —yo = 0.
Weiter gilt

W(t) =+ (t)=¢'(t) = a(t) v(t)+b(t) = (a(t)$(t)+b(t)) = a(t) (v(t)=¢(t)) = a(t) h(t).
Es ist h also die nach 27.8 eindeutige Losung des Anfangswertproblems
{ y(t) = a(t)y(t)
y(to) = 0

und diese ist nach 27.8 h = 0. Also ist v = ¢|;. O

Bemerkung 27.11 (a) In der Situation von Satz 27.10 sind die auf J defi-
nierten Losungen der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung
y'(t) = a(t)y(t) von der Form

c eftto a(s)ds
mit einer Konstanten ¢ € R (dem Anfangswert yo zur Zeit ty). Beim Ansatz

der “Variation der Konstanten” wird die Konstante ¢ durch eine Funktion
c(t) ersetzt.

(b) Es diirfte vielen leichter fallen, sich den Ansatz der Variation der Kon-
stanten zu merken und anzuwenden als die fertige Endformel aus 27.10 (die
sich aus dem Ansatz jederzeit wieder herleiten lésst).
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Beispiel 27.12 (Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten). Wir betrachten den Spezialfall einer linearen Dif-
ferentialgleichung der Form

y'(t) = ay(t) + b(t),

wobei b: J — R eine stetige Funktion auf einem nicht entarteten Intervall
J C R ist und a € R eine feste reelle Zahl. Gegeben t, € J und y, € R ist
die auf J definierte Losung des Anfangswertproblems

{ y(t) = ay(t)+0(t)
y(to) = Yo
dann die Funktion v: J — R,
¢
v(t) = (yo +/ b(r)e (Tto)a dT) elt—to)a,
to
Dies konnen wir (wenn gewiinscht) noch umformen zu

¢
v(t) = elt-to)ay, +/ et ="ap(1) dr. (153)

to

Differentialgleichungen in getrennten Veranderlichen

27.13 Es seien J C R und K C R offene Intervalle, g: J — R eine stetige
Funktion und h: K — R eine stetige Funktion derart, dass h(y) > 0 fiir alle
y € K oder h(y) < 0 fiir alle y € K. Gegeben t; € J und yo € K wollen wir
das Anfangswertproblem

{y'(t) = g(t) h(y(t))
y(to) = Yo

16sen.

27.14 Kochrezept. Man schreibe

dy

— =g(t)h

U — g1 ),
gehe formal zu

dy

=2 = g(t)dt

h(y) )



iiber und integriere beide Seiten:

v t
——dr = / qg(s)ds.
[ ate = f o

Man berechne die Integrale und l6se nach y(t) auf.

Details und eine mathematische Begriindung werden sogleich gegeben, in
Satz 27.16 (der in der Vorlesung tibersprungen wurde). Unter der oben
gemachten Voraussetzung, dass h(y) stets positiv oder stets negativ ist, sind
die Losungen des Anfangswertproblems iibrigens wieder eindeutig.

Beispiel 27.15 Ldsen Sie das Anfangswertproblem

{y’(t) = ty(t)?
y(0) = 1

Losung. Wir schreiben

dy 2

7 — ¢

dt 4
und stellen formal um zu

dy

Yy

Wir integrieren beide Seiten,

y(t) 1 t
/ - dr = / sds,
Yo z to
y(t) 1 t
/ — dr = / sds.
1 z 0

Ausrechnen der Integrale mit Hilfe von Stammfunktionen liefert

s

also mit tp =0, yp =1

Tl
also
- _p /2.
y(t)
Auflésen nach y(t) ergibt '
vt) = Tn s 2
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Satz 27.16 (Differentialgleichungen in getrennten Veranderlichen.)
Es seten J C R und K C R nicht entartete Intervalle, g: J — R eine stetige
Funktion und h: K — R eine stetige Funktion derart, dass h(y) > 0 fir alle
y € K oder h(y) < 0 fir alley € K. Gegeben ty € I und yo € K definieren
wir C*-Funktionen

G:J—=R, G(t):= /tg(s)ds

to

und v 1
H: K—-R, H = —dx.
— R, H(y) /yo h)

Dann ist H eine streng monotone Funktion, H(K) ein nicht entartetes In-
tervall und H: K — H(K) ein C'-Diffeomorphismus. Weiter gilt:

(a) Auf einem nicht entarteten Intervall I C J mit ty € I gibt es genau
dann eine Losung v: I — R des Anfangswertproblems

{ y = g(t)h(y)
y(to) = Yo,

wenn G(I ) C H(K). Die Losung ist dann eindeutig und gegeben durch
v(t) = HY(G(t)) fir allet € I.

(b) Ist K C R ein offenes Intervall, so ezistiert ein in J offenes Intervall
I C J mittyg €1 und eine Losung v: I — R des Anfangswertproblems
aus (a).

Beweis. Nach dem Zwischenwertsatz ist h(K) ein Intervall. Ist h(y) > 0
fir alle y € K, so ist wegen H' = 1/h die C'-Funktion H streng monoton
wachsend; im Fall h(K) C ]—o0,0[ ist H streng fallend. Zudem wissen wir
aus der Mathematik 1, dass H~! stetig differenzierbar ist mit

(H Y (H(y)) = fiir alle y € K. (154)

H'(y)

(a) Ist v: I — R eine Losung des Anfangswertproblems, so ist I C J und
v(t) € K fur alle t € I. Fiir alle t € I gilt weiter

7V(8) = g(®)h((1)),
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also

= g(). (155)

Da (H ov)'(t) = H'(v(t)y'(t) = %, ist H o~ eine Stammfunktion der
linken Seite von (155). Integration von ¢, bis ¢ ergibt

[H o3, =[Gl

also

H(v(t)) = G(t)
(wobei H(yy) = G(to) = 0 benutzt wurde). Insbesondereist G(t) = H(7y(t)) €
H(K) fir alle t € I, also G(I) C H(K) und die Losung ~ erfillt y(t) =
H Y G(t)) fur alle t € 1.

Ist umgekehrt I C J ein nicht entartetes Intervall mit to € I und G(I) C
H(K), so ist

v: I =R, t— HYG{))
eine C'-Funktion mit v(tg) = H ' (G(ty)) = H (0) = yo. Wegen (154) ist

Y () = H) (GG (1) = (H) (H( ()G (t) = mg(t) = h(y(1))g(?)

und somit vy eine Losung des Anfangswertproblems aus (a).

(b) Ist K offen in R, so auch H(K). Also ist H(K) eine offene 0-
Umgebung in R. Da G: J — R stetig ist und G(ty) = 0, ist G H(K))
eine Umgebung von ¢; in J und enthalt als solche ein in J offenes Intervall 1
mit ty € 1. O

Lineare DGLn in R"™ mit konstanten Koeffizienten

Uber Definition 27.7 hinaus betrachten wir nun auch lineare Differentialglei-
chungen fiir vektorwertige Funktionen.

Definition 27.17 Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung in R™
ist eine Differentialgleichung der Form

y'(t) = A)y(t) + b(t), (156)
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wobei J C R ein nicht entartetes Intervall ist, 4: J — R =~ R eine
stetige matrixwertige Funktion und b: J — R" eine stetige vektorwertige
Funktion.?® Ist b(t) = 0 fiir alle ¢ € J, die DGL also von der Form

y'(t) = A(t)y(t),

so spricht man von einer homogenen linearen Differentialgleichung erster Ord-
nung; andernfalls heifit die lineare Differentialgleichung inhomogen. Ist A(t)
eine konstante Funktion in ¢, also eine feste Matrix A, so nennt man (156)
eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

Betrachtet wird also die Differentialgleichung

y'(t) = f(ty(t))
in R” mit f: J x R* = R", (t,y) — A(t)y + b(t).

Ist n > 1, werden solche Differentialgleichungen traditionell auch Differen-
tialgleichungssysteme genannt. In diesem Kapitel beschrianken wir uns auf
den Fall von linearen Differentialgleichungssystemen mit konstanten Koef-
fizienten. FEin entscheidendes Hilfsmittel fiir uns ist die bereits in fritheren
Kapiteln definierte Matrixexponentialfunktion.

Satz 27.18 (Homogene lineare Differentialgleichungssysteme erster
Ordnung mit konstanten Koeffizienten). Fir A € R"*" t, € R und
Yo € R™ gilt folgendes:

(a) (Globale Existenz von Losungen). Die Funktion
¢: R =Rty eltm)y,
ist eine auf ganz R definierte Losung des Anfangswertproblems

{y’(t) = Ay(t)

y(to) = o

(b) (Eindeutigkeit). Ist J C R ein nicht entartetes Intervall mit to € J
und auch y: J — R" eine Lisung des Anfangswertproblems aus (a), so

gilt v = ¢l.

30Es ist also A(t) = (ai;(t))ij=1..n mit stetigen Funktionen a;;: J — R fiir 4,5 €
{1,...,n} und b = (by,...,b,) mit stetigen Funktionen by,...,b,: J — R.
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Zum Nachweis benutzen wir folgende Tatsache.

Lemma 27.19 (Produktregel fiir Matrix mal Vektor.) Es sei J C R
ein nicht entartetes Intervall, J — R™ ™, t — A(t) eine stetig differenzierbare
Matriz-wertige Funktion und J — R™, t — v(t) = (v1(t),...,v.(t)) eine
stetig differenzierbare vektorwertige Funktion. Dann ist die vektorwertige
Funktion

J =R, t— A(t)v(t)
stetig differenzierbar und

< (A(n) = A() + A (D)

Beweis. Sei A(t) = (a;;(t)). Die ite Komponente des Vektors A(t)v(t) € R™
ist

Z aij(t)v;(t).

Mit der Produktregel erhalten wir die Ableitung

> (i (0os(t) +ay(Wvy() = Y al(Bo;(t) + Y ai(t)of(t).
j=1 J=1 J=1
Diese stimmt mit der iten Komponente von A’(t)v(t) + A(t)v'(t) iiberein. O
Beweis von 27.18 (a): Nach Satz 15.17 und 27.19 ist
p: R =R, s elt0)A
stetig differenzierbar mit

¢'(t) = Ael=0 4y, = Ag(t).

Da zudem ¢(ty) = €®yo = 1,90 = %o, ist ¢ eine Losung des vorgelegten
Anfangswertproblems.

(b) Wir betrachten die Hilfsfunktion

h:R— Rt e A1),
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welche nach 27.19 stetig differenzierbar ist mit

(E) = —e 07 Ay(t) e~/ (1) = 0
=7'(t)

fir alle t € J. Also ist h konstant mit Funktionswert

h(to) = ® v(to) = 7(to) = wo.
Da e~(t—t)4 = (e(t=t0)4)=1 liefert Multiplikation von h(t) = y, von links mit
e(t_tU)A
() = el =4y,

was den Beweis beendet.

Die Methode der “Variation der Konstanten” funktioniert in geeigneter Form
auch fiir Systeme linearer Differentialgleichungen.

Satz 27.20 (Inhomogene lineare Systeme 1. Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten). Es seien A eine n x n-Matriz, J C R ein nicht en-
tartetes Intervall, b: J — R™ eine stetige vektorwertige Funktion und ty € J,
Yo € R™. Dann gilt:

(a) (Globale Existenz von Losungen). Die auf ganz J definierte Funktion
¢: J — R,
t
P(t) = ettt Ay, 4+ / e =94p(s) ds (157)
to

ist eine Losung des Anfangswertproblems

{y/(t) = Ay(t) +b(t),
y(to) = Yo-

(b) (Eindeutigkeit). Ist I C J ein nicht entartetes Intervall mit to € I und
auch v: I — R"™ eine Losung des Anfangswertproblems aus (a), so ist

Y= ¢|1'

Beweis. Fiir die Losung ¢: J — R™ des obigen Anfangswertproblems
machen wir den Ansatz

o(t) = "M e(t)
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mit einer C'-Funktion c¢: J — R" (und werden sehen, dass dies funktioniert!).
Die Anfangsbedingung ist aquivalent zu

Yo = ¢(to) = c(to).

Nun ist

o' (t) = (%e(t_tom> c(t) 4+ A () = Aelt0OA (1) + A (1),

Einsetzen in die inhomogene DGL fiithrt auf die dquivalente Bedingung
A=A (1) =04 (1) = Ael=10A (1) 4 b(t),
also
elt=t0)A (1) = b(t),
also
d(t) = elo™D4p(¢).
Fiir die Stammfunktion erfordert dies

t t
c(t) = c(to) +/ el p(s) ds =y +/ ello=94p(s) ds.

to to

Also ist

t
¢(t) — e(tfto)A C(t) — e(tfto)A Yo +€(tto)A/ e(tgfs)A(S) ds
to
t

(t—tg)A Yo + e(tfto)Ae(to*s)A b(S) ds
N——

to e(t—to+tg—s)A_g(t—s)A

= €

von der behaupteten Form.
(b) Die C'-Funktion h: I — R", t + (t) — ¢(t) erfillt
() =~'(t)=¢'(t) = Ay(t) +b(t) = (Ad(t) +b(t)) = A(v(t) — (1)) = Ah(t),

da ¢ und ~ Losungen der inhomogenen DGL ¢/(t) = Ay(t) + b(¢) sind. Da
h(to) = yo — yo = 0, ist h also eine Losung des Anfangswertproblems

{y'(t) = Ay(t)
y(to) = 0.

Nach 27.18 ist h = 0, also v = ¢|;. O
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Losungsmengen linearer Differentialgleichungen

Satz 27.21 Fur A € R™" sei L, die Menge aller auf ganz R definierten
Losungen ¢: R — R™ des homogenen linearen Differentialgleichungssystems

y'(t) = Ay(t)
erster Ordnung. Dann gilt:

(a) Ly, ist ein n-dimensionaler Untervektorraum des Vektorraums alle Funk-
tionen ¢: R — R"™.

(b) Gegeben ty € R bilden Lisungen ¢1,...,¢, € L, genau dann eine
Basis fiir Ly, (ein sogenanntes Losungsfundamentalsystem), wenn die
Vektoren ¢1(to), ..., ¢n(to) eine Basis von R™ bilden, also die sogenan-
nte Wronski-Determinante

W1, ¢n)(to) := det (¢1(to), - - -, dulto))

mit den Spaltenvektoren ¢1(to), ..., dn(to) von Null verschieden ist.
Beweis. Die Abbildung
€yt Ln = R”, ¢+ d(to)

ist linear, da (¢ + v)(to) = ¢(to) + 1 (to) per Definition der Summe zweier
Funktionen ¢,v € L; und ebenso (r¢)(ty) = ré(to) fir r € R. Wegen der
Existenz und Eindeutigkeit von ¢ im Anfangswertproblem aus 27.18 ist &,
surjektiv und injektiv, also bijektiv. Somit ist €;,: L;, — R" ein Isomor-
phismus von Vektorrdumen, folglich dim(L;) = dim(R™) = n. Weiter bilden
®1,...,0n € Ly, genau dann eine Basis von Ly, wenn 4, (¢1), . . . , £, (¢n) €ine
Basis von R" bilden. a

Fiir ein nicht entartetes Intervall J C R gilt Analoges fiir die Menge L;, aller
Losungen auf J und ¢y € J, mit dem gleichen Beweis.

Seien ¢; = (1,0,...,0), ..., e, = (0,...,0,1)" die Standard-Basisvektoren
flir R™.

Beispiel 27.22 Fir jede Matriz A € R™*" liefern die Spalten
¢;(t) = ele;
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A

von €' ein Losungsfundamentalsystem ¢y, ..., ¢, fir y' (t) = Ay(t).

Nach 27.18 ist ndmlich ¢; Losung der DGL (zum Anfangswertproblem mit
yo = e;). Weiter bilden die Vektoren ¢;(0) = e; eine Basis von R" fiir
je{l,...,n}.

Satz 27.23 Es sei A € R"™", J C R ein nicht entartetes Intervall und
b: J — R" stetig. Sei L, die Menge der Losungen ¢: J — R™ des homogenen
linearen Differentialgleichungssystems

y'(t) = Ay(t)

und L; die Menge aller Losungen des inhomogenen DGL-Systems y'(t) =
Ay(t) +b(t). Dann ist L; # (. Fir jedes ¢, € L; gilt

Li=¢p+ Lp:={d, +¢: ¢ € Lp}.

Beweis. Nach Satz 27.20 ist L; nicht leer. Fiir ¢ € Ly, ist (¢, + ¢)'(t) =
¢p(t)+¢ (1) = Agy(t) +b(t) + Ad(t) = A(dp(t) +6(1)) +b(t), also ¢p+¢ € L;.
Ist ¢ € Ly, soist (—p))t) = Ap(t)+b(t) — (Adp(t)+b(t)) = AP (1) — (1)),
also 1 — ¢, € L, und ¢ = ¢, + (¢ — &) € ¢p + L. g

Traditionell nennt man ein gegebenes ¢, € L; eine “partikulare Losung” und
kann den vorigen Satz dann wie folgt formulieren:

Die allgemeine Losung der inhomogenen linearen DGL ist die Summe einer
partikuldren Losung der imhomogenen DGL und der allgemeinen Liosung der
zugehorigen homogenen DGL.
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28 Lokale Existenz und lokale Eindeutigkeit
von Losungen

Bisher haben wir vor allem lineare Differentialgleichungen betrachtet (mit
Ausnahme von Differentialgleichungen in getrennten Verdnderlichen). Viele
in der Praxis wichtige Differentialgleichungen sind jedoch nicht linear. In
diesem Kapitel stellen wir einige Grundtatsachen iiber allgemeine (nicht
notwendig lineare) Differentialgleichungen bereit. Fiir solche Differentialglei-
chungen ist es oft nicht moglich, Losungen explizit in Formeln anzugeben.?”
Sie existieren jedoch unter geeigneten Bedingungen und konnen am Com-
puter wenigstens naherungsweise iterativ berechnet werden.

Lokale Eindeutigkeit

Definition 28.1 Sei U C R x R" eine Teilmenge und f: U — R" eine
Funktion. Wir sagen, die Differentialgleichung
y'(t) = f(t,y(t)) (158)

erfillt lokale Findeutigkeit von Lésungen, wenn gilt: Sind ¢;: [; — R™ und
¢o: Iy — R™ Losungen von (158) und ist ¢1(tg) = ¢o(to) fiir ein tg € I; N I,
so gilt ¢1|w = ¢2|w fiir eine to-Umgebung W in I; N Is.

Es gibt also ein ¢ > 0 derart, dass ¢1(t) = ¢o(t) fiir alle t € I, N I, derart,
dass |t — 1] < e.

Definition 28.2 Es sei U C R x R" eine Teilmenge und f: U — R" eine
Funktion. Wir versehen R™ mit einer Norm || - ||.

(a) Gibt es ein L € [0, 00| derart, dass

1f(t,y2) — f(t,y2)|| < Lllya — w1 fiir alle (¢,41), (t,12) € U,

so sagt man, f erfilllt eine Lipschitzbedingung.®® Man nennt dann L
eine Lipschitzkonstante.

(b) Hat jedes (t,y) € U eine Umgebung V' C U derart, dass f|y eine Lip-
schitzbedingung erfiillt, so sagt man, f erfiillt eine lokale Lipschitzbe-
dingung.

3"Ebenso fiir lineare Differentialgleichungen mit nicht konstanten Koeffizienten.
38Man spricht auch von einer globalen Lipschitzbedingung.
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Bemerkung 28.3 (a) Aus der globalen Lipschitzbedingung folgt die lokale
Lipschitzbedingung (man nehme V :=U).

(b) Es ist egal, welche Norm auf R™ benutzt wird, da alle Normen &quivalent
sind (der Wert der Lipschitzkonstanten kann sich allerdings &ndern beim
Wechsel der Norm, im Falle einer globalen Lipschitzbedingung).

(c) Ist f wie oben Lipschitzstetig, so erfiillt f eine Lipschitzbedingung; die
umgekehrte Implikation gilt nicht. (Beachten Sie, dass wir im Falle der Lip-
schitzbedingung || f(t2, y2) — f(t1,y1)|| nur abschétzen, wenn ¢; = t5).

Satz 28.4 (Eindeutigkeitssatz) Es sei U C R x R" eine Teilmenge und
f: U — R" eine Funktion. Erfillt f eine lokale Lipschitzbedingung, so erfillt
die Differentialgleichung

y'(t) = f(ty(t))

lokale Eindeutigkeit von Losungen.

Beweis. Seien ¢;: I; — R"™ und ¢9: Is — R™ Losungen der Differential-
gleichung und ty € I} N Iy derart, dass ¢1(tg) = ¢2(tp). Wir haben eine
to-Umgebung W C I} N I3 zu finden mit v |w = Y2 |w-

1. Fall. Ist Iy NIy = {to}, so nehmen wir W := {tc}.

2. Fall: Sei I;N1; ein nicht entartetes Intervall. Wir wahlen eine Norm ||-||
auf R". Da f eine lokale Lipschitzbedingung erfiillt, gibt es eine Umge-
bung V' von (tg, ¢(to)) in U derart, dass f|y eine Lipschitzbedingung erfiillt.
Sei L eine Lipschitzkonstante. Es sei W ein in I; N Iy enthaltenes, in R
abgeschlossenes und beschranktes Intervall, das eine to-Umgebung in 11 N I
ist. Da W — U, t — (t,¢,(t)) fir j € {1,2} stetig ist, kénnen wir nach
Verkleinern von W annehmen, dass

(t,0;(t)) € V firje{1,2} und alle t € W.

Sei ¢ die Lange des Intervalls W; nach Verkleinern von W diirfen wir an-
nehmen, dass
(L < 1.

Wir betrachten nun die C'-Funktion

U(to) = da(to) — dr(to) = 0,
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ist ¥(t) = Y(t) — ¥(ty) fir alle t € W und somit nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung

/t: V' (s) ds

/t F(5,60(5)) — F(s, dn(s)) ds
< o tal sup /(5. 65(5)) = (5,005

J/
-~

<L|$2(s)—¢1(s)|l
< LLsup{||p2(s) — ¢1(s)||: s € W} = LL||¢)]| o

[ @)l

/ Sy(s) — 91(s) ds

unter Benutzung der Supremumsnorm

[¥]lo0 := sup{[ls(s)]|: s € W}
von . Bildung des Supremums iiber alle ¢t € W liefert
[¥]loc < €L|[]]so-
Da (L < 1, folgt ||¢]|ec = 0. Also ist ¢ = 0 und somit ¢1|w = @a|w. O

Satz 28.5 Es sei J C R ein Intervall, Y C R"™ eine offene Teilmenge und
frIxY =R, (ty)— f(t,y)

eine Funktion derart, dass die partiellen Ableitungen

of
o, (t,y)

fir allet € J und y = (y1,...,yn) € Y existieren und stetige R™-wertige
Funktionen von (t,y) € J X Y sind. Dann erfillt f eine lokale Lipschitzbe-
dingung.

Beweis. Sei ty € J, yp € Y. Wir versechen R” und R x R" = R"*! mit der
Maximumnorm. Fir t € J betrachten wir die Funktion

ft::f(t7~):Y—>R”7 y'_>f(t7y>7
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die durch Festhalten der ersten Variablen entsteht. Dann existiert fiir jedes
Jj €{1,...,n} die partiellen Ableitung

ofy, . Of
3—%(9) = 8—%(t,y)

und ist eine stetige R"-wertige Funktion von y € U. Also ist f; stetig differen-
zierbar. Bezeichnet Jy, (y) € R™*" die Jacobimatrix von f; an der Stelle y,
so ist die Abbildung

xn Ofi
XY SR () o a0 = ()
i i,j=1,..n

stetig, wobei f = (f1,..., fn) in Komponenten. Also ist auch die Abbildung
h: JxY — 0,00, (t,y) = |5 ()lop

stetig (wobei wir die Operatornorm bilden). Folglich existiert ein 6 > 0
derart, dass
h(t,y) < h(to,y0) + 1

fiir alle (¢,y) in der offenen Teilmenge

Vi={(t,y) € I xY:|t—ty| <dund ||y — yolloc <}

von J x Y. Unter Benutzung der Kugeln I := {t € J: |t — ty] < d} und
Bs(yo) € R™ ist
V=1Ix B(g(yg).

Da die Kugel Bj(yo) konvex ist, konnen wir den Mittelwertsatz in Integral-
form anwenden und erhalten fiir alle (¢,y), (t,2) € V

1) = Sl = 1) = o)
/ th<y+t<z—y>><z—y>dtH

sup{[|/5, (y +t(z = y))llopllz = ylloo: ¢ € [0, 1]}
L[z = ylloo

(VARVAN

mit L := h(to,yo) + 1. (I

Folgerung 28.6 bis Satz 28.7 haben wir in der Vorlesung tibersprungen; sie
sind nicht priifungsrelevant.
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Folgerung 28.6 Ist U C R x R" eine offene Teilmenge und f: U — R"
stetig differenzierbar, so erfullt f eine lokale Lipschitzbedingung.

Beweis. Sei (to,y0) € U mit yo = (y1,...,¥yn). Da U offen ist, existiert ein
0 > 0 derart, dass
JxXY CU

mit J =ty — d,to + [ und
Y=y — 0,51 +0[ x -+ Xy — 6, yn + 6.

Nach Satz 28.5 existiert eine offene (¢, y9)-Umgebung V' C J X Y derart,
dass (f|sxy)|v = f|v eine Lipschitzbedingung erfiillt. Da J x Y in R x R"

offen ist, ist auch V' in R x R" offen und somit eine Umgebung von (¢, o)
in R x R". a

Wie in Definition 27.17 betrachten wir nun eine lineare Differentialgleichung
erster Ordnung in R™ von der Form

Y (t) = A)y(t) + b(t),

wobei J C R ein nicht entartetes Intervall ist, A: J — R™*" & R™ eine
stetige matrixwertige Funktion und b: J — R" eine stetige vektorwertige
Funktion.

Wir betrachten also die Differentialgleichung
y'(t) = f(ty(t))
in R" mit f: J xR" — R", (t,y) — A(t)y + b(2t).

Satz 28.7 Jede lineare Differentialgleichung y(t) = A(t)y(t) + b(t) erfillt
lokale Findeutigkeit von Losungen.

Beweis. Mit Notationen wie zuvor hat die Differentialgleichung die rechte
Seite
[+ xR =R (t,y) — A(t)y + b(t).

Fiir t € J schreiben wir A(t) = (a;;(t))};=;; es ist dann

A5 J — ]R, t— (Iij(t)
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eine stetige Funktion fiir alle 4,5 € {1,...,n}. Fir festes t € J ist f;: R" —
R™ y — A(t)y+0b(t) affin-linear. Wir kénnen also partielle Ableitungen nach
Y1, Yo (mit y = (y1,...,y,)) bilden und erhalten fiir j € {1,...,n}

g_yfj(tay) = A(t)e; = (ay;(t), ..., an;(t))",

was eine stetige R"-wertige Funktion von (t,y) € J x R™ ist. Nach Satz 28.5
erfiillt f folglich eine lokale Lipschitzbedingung. Nach dem Eindeutigkeitssatz
erfillt die zugehorige Differentialgleichung somit lokale Eindeutigkeit von
Losungen. O

Satz 28.8 Es sei f: U — R"™ eine Funktion auf einer Teilmenge U C R xR"
derart, dass die Differentialgleichung

y' = [(t,y) (159)

lokale Findeutigkeit von Lésungen erfullt. Sind ¢1: I — R™ und ¢o: I —
R™ Lésungen der Differentialgleichung (159) derart, dass ¢1(to) = ¢2(to) fir
em to c ]1 N IQ, SO gllt ¢1|I1|’112 = ¢2|[1|q[2.

Beweis. Wir zeigen, dass ¢1(T) = ¢o(T) fir alle T € I; N [y mit T > ty;
analog zeigt man, dass ¢1(7T) = ¢o(T) fiir alle T € I, N I, mit T < to. Sei
also T' € Iy N I, mit T > ty. Sei M die Menge alle 7 € ]to, T| derart, dass

1o, 7] = D2lito,7]

und somit
D1lito,r) = P2lito.71»
da
¢1(7) = lim ¢1(t) = da(7).
t T N~
=2 (1)
Da ¢1(ty) = ¢a(to) gilt und die DGL lokale Eindeutigkeit von Losungen

erfilllt, ist M # (). Fiir jedes 7 € M ist offenbar |tg, 7] C M. Also ist M ein
Intervall. Da M C [to, T, gilt

0:=supM <T
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und per Konstruktion ist |to, 0] € M, also ¢1],,01 = ®2|jto,0p und somit § € M.
Wiire 6 < T, so giibe es wegen der lokalen Eindeutigkeit ein 7 € |0, T'] derart,
dass

10,71 = P2l0,7]

und also ¢1’[t0,r[ = ¢2ljt,7[, woraus 7 € M folgen wiirde im Widerspruch zur
Maximalitat von 6. Als muss doch € = T" sein und somit ¢,(7') = ¢o(T"). O

Wir halten noch eine Folgerung aus Satz 28.8 fest, die in der Vorlesung
iibersprungen wurde und nicht priifungsrelevant ist.

Satz 28.9 Essei f: U — R" eine Funktion auf einer Teilmenge U C R xR™
derart, dass die Differentialgleichung y' = f(t,y) lokale Eindeutigkeit der
Lésungen erfillt. Sei (to,yo0) € U. Hat das Anfangswertproblem

y/ = f(t7y)
{y(to) = Y% (160)

eine Losung, so hat es eine LOSung Ymax: Imax — R™, welche im folgenden
Sinne maximal ist: Fir jede Losung v: I — R™ von (160) gilt I C I,.c und

Y= ’Ymaxll'

Beweis. Sei I' die Menge aller Losungen v: I, — R" des Anfangswertprob-
lems (160). Dann ist
]max = U -[7

vyel

ein Intervall. Da 7|7 nz, = 1|z, fiir alle 4,1 € I' (nach Satz 2.13), ist
Ymax: Imax = R", t+—=~(t) wenny el undt e [,

wohldefiniert.

Wir zeigen nun, dass an jeder Stelle ¢ des Definitionsbereichs I,.,, an welcher
man von rechts- bzw. linksseitigen Ableitungen sprechen kann, diese fir v,
existieren und durch f(¢, ymax(t)) gegeben sind. Folglich ist die Funktion ~y
an jeder Stelle t € I, differenzierbar (also insbesondere dort stetig) und
Yo (t) = f(t, Ymax(t)), was eine stetige Funktion von ¢ ist. Somit ist Ypax
eine C''-Funktion und eine Losung der Differentialgleichung v/ = f(t,y). Per
Konstruktion gilt I, C Ipax und Ymax] r, = 7 fiir jede Losung v: I, — R”
des Anfangswertproblems (160). Insbesondere ist Ymax(to) = v(to) = yo und
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somit yax eine Losung von (160).

Diskussion der einseitigen Ableitungen: Ist ¢t € I, N [to, 00| und existiert
ein s € Ipax mit s > ¢, so ist s € I, fir ein v € I, folglich [ty,s] C I,
UNd Ymax|[to,5] = V[to,s]- Die rechtsseitige Ableitung von ymax an der Stelle ¢
existiert also und stimmt mit

V() = f(t,7(t) = (£, Ymax(t)) (161)
iiberein. Analog existiert die linksseitige Ableitung von Yy an einer Stelle
t € LnaxN]—00, %] und stimmt mit f(, Ymax(t)) iiberein, wenn ein s € I«
mit s < t existiert. Sei nun t € L. N [to, 00 und existiere ein s € I,y mit
s < t. Ist t = ty, so wurde die linksseitige Ableitung an der Stelle ¢ gerade
diskutiert. Ist ¢t > tp, so konnen wir s > t;, wahlen. Es gibt ein v € I'" mit
t € 1,. Dann ist [to,t] C I, und Ymax|io.q = 7ljo,; die linksseitige Ableitung
VON Ymax an der Stelle ¢ existiert also und ist durch (161) gegeben. Analog
existiert die rechtsseitige Ableitung von ypmax und ist gleich f(%, Ymax(t)) an
jeder Stelle t € I,,xN]|—00, to], fiir die ein s € I, mit s > ¢ existiert. a

Lokale Existenz von Losungen

Wir untersuchen nun die Existenz von Losungen zu Anfangswertproblemen
und werden sehen, dass diese unter schwachen Voraussetzungen gewahrleistet
ist. Wieder spielen Lipschitzbedingungen eine Rolle. Wir werden die Losungen
als Fixpunkte gewisser Abbildungen erhalten. Wir kennen aus der Analysis 2
bereits den Banachschen Fixpunktsatz iiber Fixpunkte von Kontraktionen.
Dieser konnte eingesetzt werden, wiirde aber schlechtere Ergebnisse (kleinere
Defintionsbereiche der konstruierten Losung) liefern als der folgende Fix-
punktsatz, den wir statt dessen benutzen werden.

Satz 28.10 (Quantitativer Existenzsatz). Es seien a < b und R > 0 reelle
Zahlen, ty € [a,b], yo € R™ und Br(yy) € R" die abgeschlossene Kugel um
yo beziiglich einer Norm || - || auf R™. Weiter sei

f:[a,b] x Br(yo) — R"

eine stetige Funktion, die eine Lipschitzbedingung erfillt und M > 0 eine
reelle Zahl derart, dass®

It y)ll < M fir alle (t,y) € [a,b] x Br(yo)-

39Tst f nicht die Nullfunktion, so kénnen wir einfach M := || f||s nehmen.
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Sei L > 0 eine Lipschitzkonstante fir f. Dann hat das Anfangswertproblem

{y’(t) = f(t,y)

y(to) = Yo

eine Losung v: I — R™ auf dem Intervall

I:=a,b]N[to —e,to+ €]

. [ R 1
€= mm{M,ﬁ}. (162)

Bemerkung 28.11 Der Beweis zeigt auch: Schreiben wir yq fiir die kon-
stante Funktion I — R"™, t — 1, so definiert ¢g := o,

bi(t) == yo + /ttf(57¢k1(5)) ds

fir k € N eine stetige Funktion ¢;: I — R™ mit Werten in Br(y) und ¢y
konvergiert gleichméafig gegen ~ fiir k& — co.

Bemerkung 28.12 FEine genauere Betrachtung zeigt, dass sogar ¢ := %

gewahlt werden kann.

Beweis. Es ist ' := C(I,R") ein Banachraum beziiglich der Supremums-
norm || - ||. Die abgeschlossene Kugel um yp in ' vom Radius R ist

Bp(fo) = {7y € C(L,R"): (vt € I) |Iy(t) — wll < R}.

<y(t)eBr(yo)

Als abgeschlossene Teilmenge eines vollstandigen metrischen Raumes ist EZ@O)
vollstiandig (bzgl. der Metrik (v,1) — |7 — nll). Gegeben v € BE(7)
definieren wir eine Funktion T'(v): I — R” via

ﬂww:%+jf@wm@.

Da die Funktion s +— f(s,v(s)) stetig ist, ist T'(y) nach dem Hauptsatz der
Integral- und Differentialrechung differenzierbar mit Ableitung

1)) = 5 [ fs.7() ds = (0, (163
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welche eine stetige R"-wertige Funktion von ¢ ist. Also ist T'(y) € C*(I,R")
und insbesondere T'(y) € C(I,R") = F. Da

1)) = oll = /fsv )) ds
< |t —to] sup{[|f(s,y(s)|l: s € [} <eM <R
fiir alle ¢ € 1, ist T(y) € Bp(Zo). Also ist
T: By(i) = Bpi), v T(%)

eine Selbstabbildung von E;(ﬂo). Wir behaupten, dass T' eine Kontraktion
ist. Die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind dann also
erfiillt und somit hat T" einen Fixpunkt 7 (den wir als gleichméBigen Grenzw-
ert v = limy_,00 7%(¢9) berechnen koénnen). Dann ist v = T'(y) € C*(I,R")
(siche Beweisanfang),

wszwwa=m+[°ﬂwm»w=m

und wegen (163) ist

7(t) =T () = f(t,()),
somit vy eine Losung des Anfangswertproblems y/'(t) = f(¢,y(t)), y(to) = Yo-

Zum Beweis der Behauptung seien ¢, 1) € EZ@O) Fiir alle t € I gilt dann
ﬂw@—ﬂ@@:=m+/f s (m+ [ o)
- /f — J(5.6(9) ds.

Im Fall ¢t > ¢y ist dann

7)) =T (@)D =

t

f(s,9(s)) = [f(s,0(s)) ds

to
t

(s 0() = £, 0] ds

<LII¢(S) P(s)ll

[ L) o)) ds
AT
< (0= L1 = dllo < LY — bl

IN

to

IN
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Auch im Falle t < ¢, gilt

IT() (@) = T(@)O) < eL [l = dlloo

(und somit fiir alle ¢ € I); man hat lediglich ¢ und ¢y zu vertauschen ab der
zweiten Zeile der vorigen Rechnung. Bildung des Supremums iiber ¢ € [
liefert

IT(¥) = T(d)lloe < L[t = |0

Also ist T' Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante ¢ und somit eine Kon-
traktion, da eL < % < 1 per Definition von €. a

Satz 28.13 (Qualitativer Existenzsatz von Picard-Lindeldf). FEs sei U C
R x R™ eine offene Teilmenge, f: U — R™ eine stetige Funktion, die eine
lokale Lipschitzbedingung erfillt und (to,yo) € U. Dann hat das Anfangswert-

problem
{ y(t) = fty)
y(to) = Yo
eine Losung v: I — R™ auf einem offenen Intervall I C R mit ty € I.

Bemerkung 28.14 Die Schlussfolgerung des Satzes bleibt giiltig mit einem
nicht notwendig offenen, aber in J relativ offenen Intervall I C .J, wenn
J C R ein nicht entartetes Intervall ist, V' C R" eine offene Teilmenge und
U C J x V eine relativ offene Menge. Wir beweisen diese Verallgemeinerung
(wobei die Wahl J := R auf den obigen Spezialfall zuriickfiihrt).

Beweis. Im Folgenden beziehen sich alle Kugeln auf die Maximumnorm auf
R™ bzw. R"*1. Gegeben (to,y0) € U C J x V diirfen wir nach Ersetzen von
U durch eine relativ offene (tg, y0)-Umgebung in U annehmen, dass U eine
Lipschitzbedingung erfiillt mit einer Lipschitzkonstanten L > 0. Es gibt ein
R > 0 derart, dass

_Rn+1

BR (t07y0)ﬂ(JXV)§U’

wobel
_Rn+l

—R"
Bp  (to,y0) = [to — R,to + R] X By (yo).
Da V in R" offen ist, diirfen wir nach Verkleinern von R annehmen, dass

_Rn
Bp (yo) C V.
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Wir konnen reelle Zahlen a < b derart wihlen, dass [a, b] eine Umgebung von
to in J ist. Nachdem wir a notfalls vergréf8ern und b verkleinern, diirfen wir
annehmen, dass

to—a<R und b—1ty <R,

also [a,b] C [ty — R, to + R]. Folglich ist

_Rn+1

_Rn
K :=a,b] x By (yo) € By (to,y0)N(J x V) CU.
Da K kompakt ist, ist die stetige Funktion f|x beschrankt, also
M = || flxlloc +1 < o0.

Also erfiillt f auf [a,b] x E]in(yo) die Voraussetzungen des Quantitativen
Existenzsatzes und das betrachtete Anfangswertproblem besitzt somit eine
auf [a,b] N [ty — &,tg + €] definierte Losung mit € wie in (162). O

Bemerkung 28.15 In der Situation von Satz 28.13 gilt nach Satz 28.4 auch
lokale Eindeutigkeit fiir Losungen der Differentiagleichung. Man spricht da-
her auch vom Lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof.
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29 Differentialgleichungen zweiter Ordnung

In diesem Kapitel fithren wir Differentialgleichungen zweiter Ordnung ein.
Diese treten sehr natiirlich in der Physik auf. Nach dem zweiten Newton-
schen Gesetz iiber die Bewegung eines Korpers ist namlich die Ableitung
des Impulses m 2/(t) gleich der auf den Korper wirkenden Kraft F. Ist die
Masse m unabhangig von ¢, so ist also

ma”(t) = F

mit der Beschleunigung x”(t). Die Kraft hingt haufig nur von der Zeit t,
der Position x(t) € R? des Korpers und seiner Geschwindigkeit 2/(¢) ab. In
diesem Fall erhalten wir die Differentialgleichung

ma"(t) = F(t, z(t),2'(t))
(wobei man in der Physik natiirlich &(¢) und Z(¢) fiir erste und zweite Zeit-
ableitungen schreibt).
Wir beschranken uns auf Differentialgleichungen fiir reellwertige Funktionen.

Definition 29.1 Es sei f: U — R eine Funktion auf einer Teilmenge U C
R x R x R. Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rechter Seite f
ist eine Gleichung der Form

y'(t) = f(t,y(@),y'(1). (164)
Eine Losung der Differentialgleichung (164) ist eine C?-Funktion ¢: I — R
auf einem nicht entarteten Intervall I C R derart, dass
(t, (1), d'(t)) e U firallet el
und
¢"(t) = f(t, 6(1), ¢'(1))-

Sind (9, Yo, o) € U, so nennen wir eine Funktion ¢: I — R eine Ldsung des
Anfangswertproblems

y'(t) = ft,z(),y (1))
y(to) = Yo
y'(to) = Yo,

wenn ¢ eine Losung der Differentialgleichung y”(¢) = f(t,y(t),y'(¢)) ist und
zudem ty € [ ist und die Bedingungen ¢(to) = yo und ¢'(ty) = vy erfiillt sind.
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Beispiel 29.2 Da sin'(t) = cos(t), sin”(t) = cos/(t) = —sin(t), sin(0) = 0
und sin’(0) = cos(0) = 1, ist die Funktion sin: R — R eine Losung des
Anfangswertproblems

y'(t) = —y(t)
y(0) = 0
y'(©0) = 1

Im folgenden diskutieren wir ausschliefllich lineare Differentialgleichungen
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, eine besonders wichtige Klasse
von Differentialgleichungen.

Definition 29.3 Eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten ist eine Differentialgleichung der Form

y'(t) + a1y (t) +aoy(t) = b(t)

mit ap,a; € R und einer stetigen Funktion b: J — R auf einem nicht ent-
arteten Intervall J C R. Ist b = 0, so sprechen wir von einer homogenen
linearen Differentiagleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten;
andernfalls heifit die DGL inhomogen.

Wir betrachten also die Differentialgleichung

y'(t) = —aoy(t) —ary/'(t) +b(t),
das heifit
y'(t) = f(t,y), ¥ (1))
mit
[ IXRXxR—=R, (t,y,v)— —apgy —a; v+ b(t).

Im Falle homogener linearer DGLn konnen wir stets J = R wahlen.

Satz 29.4 (Globale Existenz von Losungen und Eindeutigkeit). FEs seien
ag,a; € R reelle Zahlen und b: J — R eine stetige Funktion auf einem nicht
entarteten Intervall J C R. Fir alle tg € J und yo, vy € R gilt:

(a) Es existiert eine auf ganz J definierte Losung ¢: J — R des An-

fangswertproblems
y'(t)+ary'(t) +aoy(t) = b(t)
y(to) = W
y'(to) = wo.
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(b) Ist I ein nicht entartetes Intervall mit to € I C J und 1p: I — R eine
Lésung des Anfangswertproblems aus (a), so ist ¢ = ¢|r.

Insbesondere gibt es fiir alle ty € J und yp,v9 € R genau eine auf ganz J
definierte Losung des Anfangswertproblems.

Beweis. (a) Nach 27.20 (a) gibt es eine Losung
(¢.m): J — R?

des linearen Differentialgleichungssystems

< 58 ) N ( —%0 —1al ) ( 58 ) * ( b(ot) ) (165)
mit (¢(to), 7(to)) = (Yo, vo). Dann ist also ¢: J — R eine C'-Funktion mit

¢'(t) = n(t)

und 7: J — R eine C'-Funktion mit

1 (t) = —ao p(t) — ay n(t) + b(t).

Insbesondere ist ¢ eine C?-Funktion und Einsetzen von n = ¢/, /' = ¢" in
die vorige Gleichung liefert

¢"(t) = —ao ¢(t) — a1 ¢'(t) + b(t).

Da zudem ¢(tg) = yo und ¢'(to) = n(tg) = vg, ist ¢ eine Losung des An-
fangswertproblems in (a).

(b) Ist auch ¢: I — R eine Losung des Anfangswertproblems in (a), so ist
(1,1 eine Losung des Differentialgleichungssystems (165) mit (1(to), ¢’ (o))
= (y0,v0), also (¢,¢") = (¢,n)|r nach 27.20 (b) und insbesondere ¢ = ¢|;. O

Satz 29.5 (Losungsmenge einer homogenen linearen DGL zweiter Ordnung).
Es seien J C R ein nicht entartetes Intervall und ag,a; € R. Dann gilt:

(a) Die Menge Ly, aller auf J definierten Lésungen ¢: J — R der DGL
Yy + a1y + agy = 0 ist ein 2-dimensionaler Untervektorraum des Vek-
torraums RY aller reellwertigen Funktionen auf J.
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(b) Es seity € J. Zwei Lisungen ¢y, ¢o € Ly, der DGL bilden genau dann
eine Basis fur Ly, wenn die Vektoren

¢1(to) P2 (to)
() e ()
eine Basis fiir R? sind.

Bemerkung 29.6 Die in (b) angegebenen Vektoren bilden genau dann eine
Basis von R?, wenn die Matrix

(56 &)

invertierbar ist, also die Determinante

W on, (1) = det (G100 92000 ) 6 w)ehtra) — o t)ontr

von Null verschieden ist. Man nennt W (g1, ¢o)(to) die Wronski-Determinante
von ¢; und ¢y zur Zeit tg.

Beweis fiir 29.5. (a) Sind ¢y, ¢2 € Ly, so ist

(P1+02)"+a1(p1+¢2) +ag(P1+¢s) = g 1+ a1¢) + a0¢14+ Py + a1¢h + ao¢g =0,

~~ ~~
=0 =0

also ¢y + ¢ € Ly,. Ahnlich sieht man, dass Ao € L, fir alle ¢ € L;, und
A eR.

Fiir ty € J ist die Abbildung
gt Ly = R ( o(to) )

linear. Da nach 29.4 fir alle
( Yo ) c R2
Vo

v +ay +agy = 0
y(to) = %o
y'(to) = o

das Anfangswertproblem
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eine Losung ¢ € Lj besitzt, ist ay, surjektiv. Da die Losung eindeutig
ist, ist oy, auch injektiv und somit ein Isomorphismus von Vektorraumen.
Insbesondere ist

dim(L,) = dimR? = 2.

(b) Da ay,: L, — R? ein Isomorphismus von Vektorraumen ist, sind ¢y, ¢ €
L, genau dann linear unabhéngig (und somit eine Basis fiir L), wenn

o= (i3 o= ()

in R? linear unabhingig (und somit eine Basis) sind. [

Definition 29.7 Bilden ¢1,¢s € Lj eine Basis fiir Ly, so nennt man das
Paar (¢1, ¢2) auch ein Ldsungsfundamentalsystem fir die homogene lineare
DGL 4" + a1y’ + agy = 0.

Beispiel 29.8 (Harmonischer Oszillator). Fiir wy > 0 betrachten wir die
homogene lineare Differentialgleichung

y' +uwpy=0

zweiter Ordnung, die sogenannte Schwingungsgleichung. Dann bilden die
durch
¢1(t) :=sin(wot) und @o(t) := cos(wpt)

gegebenen Funktionen ¢1, ¢2: R — R ein Losungsfundamentalsystem. We-
gen

¢\ (t) = wocos(wot), ¢ (t) = —wg sin(wot) = —wj ¢1(t)
ist ¢, eine Losung der Schwingungsgleichung. Da

By(t) = —wpsin(wot) und @Y (t) = —wj cos(wot) = —wp Ba(t),

ist auch ¢ eine Losung der Schwingungsgleichung. Weil die Vektoren

(G )=(5) = (56)-(0)

linear unabhéngig sind, ist (¢1, ¢2) ein Losungsfundamentalsystem.
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Beliebige Linearkombinationen
o(t) = asin(wot) + B cos(wpt)

mit «, 8 € R sind dann ebenfalls Losungen der Schwingungsgleichung. All
diese sind iibrigens harmonische Schwingungen der Form

o(t) = /a2 + B2 sin(wet + ¢)

mit einem ¢ € R, als Konsequenz des (aus der Analysis 1 bekannten) Addi-
tionstheorems

cos(o) sin(7) + sin(o) cos(r) = sin(o + 1)
fir o,7 € R.

29.9 Fir alle a,b € R und wy > 0 gibt es ein ¢ € R derart, dass fur alle
teR
a sin(wot) + b cos(wot) = Va? + b2 sin(wot + ¢).

Die Aussage ist trivial, wenn a = b = 0. Seien nun nicht a und b beide 0,
also a® + b* > 0. Der Punkt

(Ve vaw)
Va2 02 Va? + b2
liegt auf dem FEinheitskreis, ist also von der Form (cos(c),sin(c)) fir ein

c € [0, 2x]. Folglich ist

sin(wot)

a sin(wot) + b cos(wet) = Va2 +b? (\/%—i-b? : \/%-Hﬂ cos(wot))
= Va? + b (cos(c) sin(wot) + sin(c) cos(wot))
= Va®+ b? sin(wpt + ¢).
Satz 29.10 Wir betrachten eine homogene lineare Differentialgleichung
' +ary +ay =0 (166)
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Wir bilden das Polynom
p(z) =2 + a1z +ap

mit z € C, das sogenannte charakteristische Polynom.
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(a) Hat p zwei verschiedene reelle Nullstellen A, Ay € R, so bilden die
durch

P1(t) = eAlta Pa(t) = et

gegebenen Funktionen ¢1,¢o: R — R ein Ldsungsfundamentalsystem
fir die homogene lineare DGL (166).

(b) Hat p eine doppelte reelle Nullstelle X € R, so bilden die durch
Pi(t) = e, Pa(t) = teM

gegebenen Funktionen ¢1,¢o: R — R ein Ldsungsfundamentalsystem
fir die homogene lineare DGL (166).

(c) Hat p ein Paar nicht reeller, komplex konjugierter komplezer Null-
stellen o + 1w mit o € R und 0 # w € R, so bilden die durch

$1(t) = e sin(wt), @a(t) = e cos(wt)

gegebenen Funktionen ¢1,¢o: R — R ein Ldsungsfundamentalsystem
fir die homogene lineare DGL (166).

Beweis. (a) Fiir ¢;(t) = €Y' mit j € {1,2} und ¢t € R ist
@i(t) =N eV =Njg5(t) und  ¢](t) = AT eVt = AT gy(t),
also
O (t) + ar @(t) 4+ a0 ¢5(t) = (A3 4 a1 Aj + ao) ¢;(t) = p(X;) ¢;(t) = 0.

Somit sind ¢ und ¢, Losungen der DGL ¢” + a1y’ + apy = 0. Da die

Vektoren
¢1(0) 1 ¢2(0) 1
= d p—
( $1(0) N () Ao
linear unabhéngig sind (mit Wronski-Determinante Ay — Ay # 0), ist (¢1, ¢2)
ein Losungsfundamentalsystem.

(b) Wie im Beweis von (a) sieht man, dass
1+ a1 ¢} +ag g1 =p(A) ¢ = 0.
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Dap: R — R, t — (t — \)? die doppelte reelle Nullstelle A hat, ist p/(\) =
2(A — \) = 0. Andererseits ist p(t) = t? + a1 t + ao, also

p(t) =2t + ay,

also
0=p'(\)=2X+ay.
Nun ist
oh(t) = M td et
und
D) = e M i Zer =2 M At
also

D) + a1 dh(t) +aoga(t) = (2A+tA+a; +arth+ag) et
= 2A+a+ (A +a\+ag) t)eM
N——

- i

g

=p'(N)=0 —p(3)=0
= 0

Folglich ist auch ¢, eine Losung der homogenen DGL. Man beachte, dass
¢2(0) = 0 und ¢4(0) = 1. Also ist

(o) =(3) = (50)=(7)

mit Wronski-Determinante 1 # 0, somit (¢, ¢2) ein Losungsfundamentalsystem.

(c) Es ist

p(2) = z—a—iw)(z—a+iw)=2"+ (—a —iw — a+iw)z + (a +iw)(a — iw)
= 22 2az+|atiw?=22—2az+ (o +w?).
Vergleich mit
p(2) = 2% + a1z + a

zeigt, dass
—2a=a; und o+ w?=a.
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Fir ¢ (t) = e* sin(wt) und ¢o(t) = * cos(wt) gilt

#(t) = aesin(wt) + we® cos(wt),

dh(t) = ae® cos(wt) —we* sin(wt),
) = o e sin(wt) + aw e™ cos(wt) + aw e cos(wt) — w? e* sin(wt),
h(t) = o e cos(wt) — aw e sin(wt) — aw e sin(wt) — w? e cos(wt).

(
Also ist ¢ (t) + a1 ¢ (t) + ag ¢1(t) gleich

a? e sin(wt) + aw e cos(wt) + aw e cos(wt) — w? e sin(wt)

+ a1 (ae*sin(wt) +we* cos(wt)) + ag e sin(t) =0,
2 21,2
=—2a =af+tw

somit ¢; eine Losung der DGL. Analog sieht man, dass auch ¢y die DGL
lost. Nun sind

(i )= (2) e (G) = ()

linear unabhéngig, mit Wronski-Determinante W (¢1, ¢2)(0) = —w # 0. Also
ist (¢1, ¢2) ein Losungsfundamentalsystem. O

Die folgenden Beispiele konnten aus Zeitgriinden nicht mehr behandelt wer-
den. Sie sind ein wichtiger Gegenstand der Allgemeinbildung und &uflerst
schulrelevant.

Beispiel 29.11 Seien v,wg > 0. In der Physik beschreibt die homogene
lineare Differentalgleichung

y' +vy +wiy=0 (167)
einen gedampften Oszillator.“® Das charakteristische Polynom lautet

p(2) =224+ vz+w
und wir haben

0=p(z)=22+vz+w;=(2+1/2)*+wj—1*/4

40Es handelt sich um sogenannte “lineare” Diampfung, die proportional zu y/(¢) ist. Bei
Gleitreibung oder Haftreibung eines Korpers auf einer Oberflache ist dies nicht (!) der
Fall.
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genau dann, wenn
(z4+1v/2)? =12 /4 — . (168)

1. Fall (Schwingfall): Ist /4 — w2 < 0, so konnen wir (168) schreiben als
(z+v/2)" = —(wg —v*/4)

mit wy + v*/4 > 0. Wir haben also ein Paar komplex konjugierter, nicht
reeller Nullstellen,

21 =—v/2+ i\ wi — V24, z=-v/2—i\Jwi —v2/4

der Vielfachheit 1. Nach 29.10 (c¢) bilden also die Funktionen
t e 2tsin(wt) und t— e 2 cos(wt)

mit w := \/wi — v?/4 ein Losungsfundamentalsystem.
2. Fall (Kriechfall). Ist ©%/4 — w2 > 0, so hat p die zwei reellen Nullstellen

A =—v/2—/v2/4—wi und = —v/2+/1?/4 — Wi

der Vielfachheit 1. Offenbar ist Ay < 0 und es ist auch Ay < 0, weil
V124 — w2 < \/v2/4 =v/2. Nach 29.10 (a) bilden die Funktionen

t— ™ und  t e e

ein Losungsfundamentalsystem.

3. Fall (aperiodischer Grenzfall). Ist v?/4 — w? = 0, so hat p die doppelte
Nullstelle
A= —v/2.

Nach 29.10 (b) bilden also die Funktionen

t t

te 2! und tte?
ein Losungsfundamentalsystem.

Bemerkung 29.12 Beachten Sie, dass ¢;(t) — 0 und ¢o(t) — 0 fiir t — oo.
Da jede Losung ¢ der DGL eine Linearkombination ¢ = a¢; + B¢ von ¢y
und ¢» ist, folgt ¢(t) — a0+ 50 =0 fiir t — oc.
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Bemerkung 29.13 Betrachten wir im Kriechfall oder aperiodischen Grenz-
fall eine Losung ¢ der DGL mit ¢(¢9) > 0. Drei Félle konnen auftreten:

(a) Esist ¢/(to) > 0. Dann ist ¢ auf einem Intervall [¢y, 7] monoton wach-
send, ab 7" dann monoton fallend mit ¢(t) — 0 fiir t — oc.

(b) Esist ¢'(to) < 0 und ¢ ist auf [ty, co[ monoton fallend mit ¢(t) — 0 fiir
t — oo.

(c) Esist ¢'(tp) < 0und ¢ ist auf einem Intervall [¢y, 7] monoton fallend mit
»(T) < 0, anschlieend monoton wachsend mit ¢(t) — 0 fiir t — oo.

Eine Linearkombination ¢ = a¢p+ S¢o # 0 hat namlich hochstens eine lokale
Extremalstelle. In der Tat ist im Kriechfall

B(t) = aeMt 4 Bet!

mit
¢/(t) = a)\ 6)\1t + 5}\2 6)\2t — e)\1t<a)\1 + ﬁ)\Q e(AQ*)\l)t)’

also ¢'(t) = 0 genau dann, wenn
BoeP2= A = )
was flur hochstens ein ¢t > ¢, erfiillt ist. Im aperiodischen Grenzfall ist

o(t) = ae 2t 4 Bte 2t = (v + (1) e 2t

(5 — ? — %t) e 3t

also

#(t) = Be 8 — (a+ Bt)ge

Folglich ist ¢/(f) = 0 genau dann, wenn

was fiir hochstens ein t € [tg, oo der Fall ist.
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Inhomogene lineare DGLn zweiter Ordnung

Satz 29.14 FEs seien ag, a1 € R, J C R ewn nicht entartetes Intervall und
b: J — R eine stetige Funktion. Es sei Ly die Menge aller Losungen ¢: J —
R der homogenen linearen DGL

y'+ary +ay=0

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten und L; die Menge aller Losungen
der inhomogenen linearen DGL

y'(t) + a1y (t) +aoy(t) = b(t)

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Ist ¢, € L; eine beliebige
Lésung der inhomogenen DGL, so ist

Li=¢p+Ln={¢p+¢: ¢ € Ly}
Bemerkung 29.15 Traditionell nennt man ¢, eine partikuldre Losung der

inhomogenen linearen DGL und kann 29.14 dann wie folgt zusammenfassen:

“Die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen DGL erhalt man, in-
dem man zu einer partikularen Losung der inhomogenen DGL die allgemeine
Lésung der zugehorigen homogenen linearen DGL addiert.”

Beweis fiir 29.14. Fiir jedes ¢ € Lj, rechnet man sofort nach, dass ¢, + ¢
die inhomogene lineare DGL erfiillt. Fir jedes ¢ € L; rechnet man sofort
nach, dass ¢ — ¢, die zugehorige homogene DGL erfiillt, also ¢ — ¢, € Ly, ist
und somit ¢ = ¢, + (¢ — ¢,) € ¢, + Lj. O

Beispiel 29.16 (Getriebener Oszillator). Lésst man auf einen harmoni-
schen Oszillator zusatzlich eine auflere Kraft wirken, die eine harmonische
Schwingung mit Kreisfrequenz €2 > 0 ist, erhalt man eine inhomogene lin-
eare DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten von der Form

y'(t) + wi y(t) = a sin(Qt + b). (169)

(a) Ist Q # wy, so ist

a .
gbp(t) = m Sln(Qt + b)
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eine partikuldre Losung, wie man durch Einsetzen von ¢,(¢) und

" aQ? |
pr(t) = —m sm(Qt + b)

in die inhomogene lineare DGL (169) sofort verifiziert.

(b) (Resonanzkatastrophe). Ist 2 = wy, wird der Oszillator also mit seiner
Resonanzfrequenz angeregt, so ist
Bylt) = —5 —t cos(unt +b)
= ———1 cos(w
b 2&)0 0
eine partikuldre Losung der inhomogenen linearen DGL (169). Es ist
namlich u a
o,(t) = Y cos(wot + b) + 3 t sin(wot + b).
Durch Einsetzen von ¢,(t) und

op(t) = g sin(wot + b) + g sin(wot + b) + % t cos(wot + b)

= a sin(wet + b) + %t cos(wot + b)

in (169) verifiziert man sofort, dass ¢, die inhomogene lineare DGL
lost, also eine partikuldare Losung ist.

Beachten Sie, dass fiir t = %WLO_I’ mit n € N

a

6p(t) = —5— (27n — b)

2w
ist, was fiir n — oo bestimmt gegen —oo divergiert. Es gibt also beliebig
grofle Auslenkungen und gleiches gilt fiir jede Losung ¢ + ¢, der inho-
mogenen DGL mit ¢ € L, da ¢ eine Linearkombination von sin(wyt)
und cos(wpt) und somit eine beschrinkte Funktion ist. Zwar wird die
Modellierung bei beliebig groflen Auslenkungen irgendwann unpréazise;
dennoch muss man befiirchten, dass ein schwingendes Werkstiick dann
zerstort werden konnte.
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A Grundwissen iiber Polynome

Bei der Diskussion von Partialbruchzerlegungen benutzen wir einige ele-
mentare Tatsachen iiber Polynome, die wahrscheinlich vielen aus der Lin-
earen Algebra bekannt sind. Wir listen diese Fakten nun auf und wiederholen
kurz ihre Beweise. Wir benotigen das folgende Lemma mit K € {R, C} (die
Aussagen (a)—(i) und ihre Beweise gelten jedoch ebenso iiber einem beliebi-
gen unendlichen Kérper K). Anders als in fortgeschrittenen Vorlesungen
zur Algebra betrachten wir Polynomfunktionen f: K — K, nicht lediglich
abstrakte Polynome (also Linearkombinationen von Monomen in einer for-
malen Unbestimmten). Da K unendlich viele Elemente hat, legt eine Poly-
nomfunktion ihre Koeffizienten eindeutig fest (siehe Aussage (e)), so dass
der abstrakte allgemeinere Zugang fiir unsere Zwecke unnotig ist und Poly-
nomfunktionen und Polynome als synonym betrachtet werden konnen. Wir
verwenden folgende Tatsachen:

Lemma A.1 FEs seien K € {R,C}, n,m € Ny, ag,...,a, € K, by,..., b, €
K und f,g: K — K die Polynomfunktionen, die durch f(z) = Z?:o a;x? und
g(x) = Z;n:o bjx? gegeben sind. Dann gilt:

(a) Ist a« € K mit f(a) = 0 und ist f nicht die Nullfunktion, so ist
n > 1 und es gibt eine Polynomfunktion h: R — R der Form h(z) =
2’;& c;x? mit co, ..., o1 € K derart, dass

f(z) = (x — a)h(x) fir alle x € K.

(b) Ist f nicht die Nullfunktion, so gibt es ein k € {0,...,n}, Zahlen
ai, ..., € K und eine Polynomfunktion h: K — K der Form h(x) =
Z;:ok c;x? mit co, ..., cog € K derart, dass

flz)=(r—aq) - (x — ag)h(z) und h(z) #0
fiur alle x € K. Weiter ist dann {z € K: f(z) =0} = {aq,...,a}.

(c¢) Gibt es eine Teilmenge M C K mit mindestens 1 + max{m,n} Ele-
menten (z.B. eine unendliche Teilmenge) derart, dass

f(z) = g(x) fir alle x € M,

soist f=g.
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(d) Ist f die Nullfunktion, so ist a; =0 fir alle j € {0,...,n}.

(e) Nach Vertauschen von f und g (wenn ndétig) sein < m. Ist f = g,
so folgt a; = b; fir alle j € {0,...,n} und b; = 0 fir alle j €
{n+1,...,m}. In diesem Sinne sind die Koeffizienten einer Poly-
nomfunktion also eindeutig festgelegt.

(f) Ist f nicht die Nullfunktion, so ist a; # 0 fir ein j € {0,...,n} und der
Grad deg(f) := max{j: a; # 0} ist wohldefiniert. (Man setzt weiter
deg(0) := —o0). Es ist deg(fg) = deg(f) + deg(g).

(g) Ist g # 0 und gq1 = gqo mit Polynomfunktionen qi,q: K — K, so ist
41 = Q2.

(h) Seien A1, ..., A\ € K paarweise verschieden, ny, ... ,ny; € N und f(z) =
(x — A)™ - (x — A\)™h(z) mit einer Polynomfunktion h: K — K
ohne Nullstellen in K. Dann ist {\y,..., A} = {z € K: f(z) =0} die
Menge aller Nullstellen von f und \; legt die Zahln; (die “Vielfachheit
der Nullstelle \;”) eindeutig fest, fir alle j € {1,...,(}.

(i) Seien auch fi,¢q1: K — K Polynomfunktionen und M C K eine un-
endliche Teilmenge mit g(z) # 0 und g1(x) # 0 fir alle x € M. Gilt

fx) _ Ale)
9(x)  gi(x)
so st f(x)/g(x)= fi(z)/g1(x) fiir alle x €K mit g(x)#0 und g, (x)= 0.

(j) Ist K = C und a,, = 1 (also f ein “normiertes” Polynom), so gibt es
ay,...,a, € Cderart, dass f(z) = (x —aq) -+ (x — av,) fiir alle z € C.

fir alle v € M, (170)

(k) Sei K =R und A € C\ R eine nicht reelle, komplexe Nullstelle von f

in dem Sinne, dass die komplexe Polynomfunktion
fc:C—=C, 2 Zajzj
j=0

A als Nullstelle besitzt, also Y "_a;N = 0. Dann ist auch das komplex

Konjugierte \ eine Nullstelle. Ist f nicht die Nullfunktion, so haben
die Nullstellen X und X\ von fc die gleiche Vielfachheit.
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Beweis. (a) Wire n = 0, so wére f(z) = ap und aus 0 = f(a) = ag wiirde
f(z) = 0 folgen fiir alle x € K (im Widerspruch zur Annahme). Also ist
n > 1. Eine Polynomdivision zeigt, dass es ein Polynom h wie angegeben
und eine Konstante C' € K derart gibt, dass fiir alle z € K

f(z) = (x — a)h(x) + C.

Einsetzen von = = « liefert 0 = f(a) = C.

(b) Der Beweis ist per Induktion nach n. Hat f keine Nullstelle in K, so
gilt die Aussage mit k := 0 und h := f. Habe nun f eine Nullstelle o € K. Ist
n=1,s0ist h(x) = co in (a) und f(z) = mr+ap = (r —a)h(x) = (x —a)cy
nicht die Nullfunktion in x, somit ¢y # 0. Also hat h keine Nullstelle. Gilt die
Aussage fiir n—1 statt n, so schreiben wir f(z) = (z—a)h(z) mit h wie in (a).
Da f nicht die Nullfunktion ist, kann auch A nicht die Nullfunktion sein. Per
Induktion gibt es ein ¢ € Ny, aq,...,a, € K und eine Polynomfunktion
H:K — K der Form H(z) = Z?;éfe C;x7 ohne Nullstellen in K derart,
dass

h(z) =(z —aq) - (z — ap) H(x).

Mit k& := ¢+ 1 und a; := « ist dann f(z) = (x — ay) ... (v — ag)H(z) von
der gewiinschten Form.

(c) Nachdem wir f und g notfalls vertauschen, diirfen wir n < m an-
nehmen. Wir setzen a; := 0 fiir j € {n+1,...,m}. Dann hat die Polynom-
funktion

g—f: K=K, xHZ(bj—aj)xj
5=0
jedes der Elemente x € M als Nullstelle. Ware g — f nicht die Nullfunktion,
so hétte g — f nach (b) hochstens n verschiedene Nullstellen, im Widerspruch
zu (g — f)lm = 0. Also ist ¢ — f = 0 und somit f = g.
(d) Widerspruchsbeweis. Angenommen, fiir ein N € Ny gébe es co, ..., cy
€ K mit (cg,...,en) # (0,...,0) derart, dass

N
h(z) := Z c;v! =0 fiir alle 7 € K.

=0

Dann konnten wir N minimal wéahlen mit dieser Eigenschaft. Aufgrund der
Minimalitdt von N wére ¢y # 0. Wegen 0 = h(0) = ¢y wére weiter N # 0,
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somit N > 1. Ausklammern von z liefert nun

N N-1
h(z) = chxj =zH(x) mit H(z):= Z i1’
j=1 J=0

fir alle z € K. Also ist H(x) = 0 fiir alle z € K\ {0} und somit fiir alle
x € K, nach (c). Dies widerspricht der Minimalitdt von N. Somit kann kein
solches N existieren.

(e) Wir setzen a; :=0fiir j € {n+1,...,n}. Dannist 0 = g(z) — f(z) =
> oito(bj — ay)2? fiir alle 2 € K und somit b; — a; = 0 (und folglich a; = b;)
fir alle j € {0,...,m}, nach (d).

(f) Die Wohldefinertheit des Grads deg(f) folgt aus (e). Die Gradformel
fir fg ist klar, wenn f = 0 oder g = 0. Andernfalls diirfen wir (eventuell
nach Verkleinern von n und m) annehmen, dass a,, # 0 und b,, # 0. Nun
ist (fg)(z) = z;lig" cjv? mit ¢; == Y7, . agb, mit Summationsindizes k €
{0,...,n} und ¢ € {0,...,m}. Da chim = anb, # 0, folgt deg(fg) =
deg(f) deg(g).

(g) Da 0 = g(q1 — ¢2) mit g # 0, muss wegen der Gradformel ¢; — gy =0
sein.

(h) Es ist klar, dass {\1,...,A\¢} die Menge der Nullstellen von f ist.
Gelte nun auch f(x) = (xr — A)"™ -+ (z — N\)™ H(x) mit my,...,my € N
und einem Polynom H ohne Nullstellen. Wir zeigen n; = my (dass n; = m;
fir alle j € {2,...,¢}, kann entsprechend bewiesen werden). Nachdem wir
die Rollen der n; und m; notfalls vertauschen, diirfen wir annehmen, dass
ny < my. Dann ist also

fl) = (z = M) (z) = (= A1) ho(z)
mit hy(x) == (x — Xy)"2 -+ (x — \p)™h(x) und
ho(z) := (x — A)™ " (z — X)) ... (x — X\)™ H (x).
Mit (g) folgt hy = he. Somit muss n; = my sein, denn wéire my; > ny, so
erhielten wir den Widerspruch ha(A1) = 0 # hi(Ay).
(i) Multiplikation von (170) mit g(x)g;(x) zeigt, dass
f(@)gi(x) = fr(x)g(x)

fiir alle x € M und somit fiir alle z € K, nach (c¢). Die Behauptung folgt.
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(j) Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt jedes nicht-konstante
komplexe Polynom eine Nullstelle in C. In (b) muss daher h konstant sein,
also n — k = 0 und h(z) = c¢g. Vergleich des Leitkoeffizienten 1 von f mit
demjenigen von (z — ay) -+ (x — a,)h(x) = cox™ + - - - liefert ¢q = 1.

(k) Aus 0 =Y " a;N folgt

0:6: aj)\j:Zanj
7=0 7=0

(wobei @; = a;, weil a; € R). Also ist auch \; eine Nullstelle von fc.
Sei nun f nicht das Nullpolynom und ohne Einschrankung a, # 0. Seien
aq,...,q die paarweise verschiedenen reellen Nullstellen von f (also auch
von f¢) und A, i, ..., Ay, A¢ die komplexen nicht-reellen Nullstellen von f¢
mit den Vielfachheiten myq, ky, ..., myg, ko, Aus (j) folgt, dass

felz) = au J[(= = o)) T[]z = A)™ (= = X))

Jj=1

fir alle z € C. Also ist

fir alle z € R. Nach (c) folgt fiir alle z € C, dass

(2 = )"z = A

1

l
Jj=

fe(z) = a, H(Z’ — ;)"

Also gilt m; = k; fiir alle j € {1,...,¢}, nach (h). O

296



B Existenz von Partialbruchzerlegungen

In diesem nicht priifungsrelevanten Anhang geben wir einen Beweis fiir Satz
3.3. Dieser ist eher der Algebra zuzuordnen; der Beweis wurde in der Vor-
lesung daher iibersprungen und der Satz als black box benutzt.

Als Hilfsmittel fiir den Beweis von Satz 3.3 untersuchen wir zunachst Par-
tialbruchzerlegungen im Komplexen; dann ist jedes normierte Polynom ¢
ein Produkt von Linearfaktoren (siche Lemma A.1(j)). Den Spezialfall von
Satz 3.3, in welchem das Nennerpolynom ausschlieSlich reelle Nullstellen be-
sitzt, konnen wir gleich mit behandeln.

Satz B.1 (Partialbruchzerlegung im Komplexen) Seien K € {R,C},
at,...,qr € K paarweise verschieden und ny,...,n, € N. Sei weiter
p: K — K eine Polynomfunktion vom Grad deg(p) < ny + -+ + ng. Dann
gibt es eindeutige Zahlen A;, € K fir j € {1,....k} und v € {1,...,n;}
derart, dass

(Z—oz)”p(Z)z—oz Zk:i ziloz (171)

=1 v=1
fir alle z € K\ {oq,...,ax}.

Beweis. Sei ¢(z) := (z — o)™ - -+ (2 — ag)™. Der Beweis ist per Induktion
nach N :==n;+---+mn,. Ist N =1,s0ist kK =1, p = A ein konstantes
Polynom und

plz) A

q(2)  z—a
bereits von der gewiinschten Form (wobei A offenbar eindeutig ist, denn wir
konnen ein z # a; einsetzen und nach A auflosen).
Sei nun N > 1 und gelte die Aussage bereits fiir N — 1 statt N. Multi-
plikation von (171) mit ¢(z) fithrt auf die dquivalente Gleichung*!

ZZAJV — )" ”H(z—am)"’"

j=1 v=1 m#£j

“1Der Index m durchléuft hier die Menge {1,...,k}\ {j}.
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fir alle z € K\ {aq,..., 0} (bzw. &quivalent fiir alle z € K, siche
Lemma A.1(c)). Setzen wir z := qy, ein, so verschwinden alle bis auf einen
Summanden (mit j = k, v = ng); es folgt

plaw) = Apm, [T (r = @)™

m#£k
Somit ist bei Giiltigkeit von (171) notwendig

p(Oék)

A =
e Hm;ﬁk(ak — Q)

(172)

somit Ay, eindeutig festgelegt. Wir definieren nun Ay ,, durch (172) und
beobachten, dass dann (171) dquivalent ist zu

CE A pe) A Q)
22 ey T a4 (173)

j=1 v=1

J

, _{ n;  wennje{l,..., k—1},

T e — 1 wenn j = k
und dem Polynom

QL) =) —ptan) [T (2=22)

ap —
mk k m

vom Grad deg(Q) < deg(p) (wobei fiir das zweite Gleichheitszeichen in (173)
der zweite Bruch mit [[,, (2 — )" erweitert wurde). Da Q(ay) = 0, ist

Q(z) = (z — ax) P(2)

mit einer Polynomfunktion P: K — K vom Grad deg(P) = deg(Q) — 1 <
deg(q) —1 = N — 1. Also ist (173) &quivalent zu

’
kT

,P() _ZZ zila] (174)
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mit n} +---+nj) = N —1 und per Induktionsvoraussetzung gibt es eindeutig
bestimmte A;, mit j € {1,...,k} und v € {1,...,n}} derart, dass (174) fiir
alle z € K\ {aq, ..., qx} erfiillt ist. O

Beweis von Satz 3.3. Der Beweis ist per Induktion nach M := Z§=1 m;.
Ist M = 0, so ist £ = 0; das Nennerpolynom ¢ zerfallt dann iiber R in
Linearfaktoren, so dass die Schlussfolgerung von Satz 3.3 ein Spezialfall von
Satz B.1 ist. Ist M > 1, so gibt es nach Theorem B.1 und Lemma A.1(i)
eindeutige komplexe Zahlen A;, fiir j € {1,...,k} und v € {1,...,n;} sowie
a;j, und b;, fir j € {1,...,¢} und v € {1,...,m;} derart, dass

x -—M: ~ Ajw L Ay bjv

fir alle x € R\ {ay,...,ax}. Da f(z) reell ist, liefert komplexes Konjugieren
¢

=35 e e 5 (e )

Jj=1v=1 j=1 v=1

fiir alle v € R\ {a, ..., ax}. Dierechten Seiten von (175) und (176) stimmen
dann auch fiir alle € C auBerhalb {ay, ..., ar}U{A1, AL, ..., A, A¢} iiberein,
nach Lemma A.1(i). Wegen der Eindeutigkeit der Koefﬁmenten in Satz B.1
ist also A;, = A;, und @, = b;,, fiir alle Indizes, somit A;, € R und

Cljﬂj bj,y CLj,l, ( Ay ) ( CLj’l, )
+ — = + =2Re | ————
(@ =X (z—=N) (@ =) \(z—=X)” (z = A;)¥
5 Re(a;,(x — )\Jl’) _, Re(a;,(x — Aj)”)‘
(z — X (x — N)¥ (pa, ()"
Der Nenner des letzten Terms ist ein reelles Polynom vom Grad 2v, der

Zahler ein reelles Polynom vom Grad < v (somit < 2v). Fir j = ¢ und
v = my fithren wir eine Polynomdivision durch:

2Re(arm, (x — A)™) = pa, (2) P(x) + r(z)
mit einem Polynom r: R — R vom Grad < 1 und einer Polynomfunktion
P:R — R vom Grad < my — 2. Dann ist also 7(z) = By, + Com,x mit
geeigneten By ,,,, Cym, € R und
Q¢ m, + bg,mg _ Bﬁ,mg + Oﬁ,mgx + P(ZE)
(x =A™ (z = Ng)me (P, ()™ (Pa, (2))me
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Sei q1(x) ::Hle(x—ozj)"j Hﬁzl(pxj (ﬁ))mg mit m} = m; fir je{l,..., (-1}
und my := my; — 1. Dann ist

p(ﬂ?) Bﬁ,mg + Cf,mgx

g(x)  (pa ()™

P & A e Reajy —A?)V)
BTN 30 Dy rrnh® D0 Dy rry s Tl

Also gilt
p(l’) . Bﬁ,mg + Cﬁ,mgx _ pl(x) (178)
g(z)  (n@)m™ a()
mit einem Polynom p;: R — R vom Grad deg(p;) < deg(q:1) (das wir erhal-
ten, indem wir die rechte Seite von (177) auf den Hauptnenner ¢, (x) bringen).

Per Induktion ist nun

mit geeigneten reellen Zahlen A;,, B;, und C;,. Setzen wir dies in (178)
ein und 16sen nach p(z)/q(x) auf, so ergibt sich (31). O
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C Wiederholung: Metrische Raume, Stetigkeit

Wir wiederholen Begriffe, die in der Analysis 1 von Prof. Gléckner bereits
eingefiithrt wurden (metrische Raume, Umgebungen, offene und abgeschlossene
Mengen, Stetigkeit, Konvergenz von Folgen, Cauchy-Folgen, Vollstandigkeit).

Eine Metrik ordnet zwei Elementen x,y einer Menge X eine reelle Zahl
d(x,y) > 0 zu, die wir dann auch den Abstand von x und y nennen.

Definition C.1 Gegeben eine Menge X nennen wir eine Funktion
d: X x X = [0,00[, (z,y)—d(x,y)
eine Metrik auf X, wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:
(a) (Definitheit) Fiir z,y € X gilt genau dann d(z,y) = 0, wenn = = y.
(b) (Symmetrie) Fiir alle z,y € X gilt d(y, z) = d(z,y).
(c) (Dreiecksungleichung) Fiir alle z,y, z € X gilt

d(z,y) < d(z,z) +d(z,vy).

Ist d eine Metrik auf X, so nennen wir das Paar (X,d) einen metrischen
Raum.

Beispiel C.2 Jede Teilmenge X C R ist ein metrischer Raum mit der
Metrik
d: X x X = [0,00], d(z,y) = |o -yl

ebenso fiir Teilmengen X C C.

[Es gilt ndmlich 0 = d(z,y) = | — y| genau dann, wenn =z — y = 0, also
x =y. Weiter ist

dy,z) =ly—z|=|(-1) - (z -yl =]-1 |z —y| = [z —y[ = d(z,y)
und
dz,y) =z —yl=|(z—2)+ (z—y)| < |z — 2]+ ]z —y| = d(z, 2) + d(2,y)

fir alle x,y,z € X ]
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In jedem metrischen Raum konnen wir von Umgebungen eines Punkts, offe-
nen Mengen sowie abgeschlossenen Mengen reden.

Definition C.3 Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Gegeben x € X und € > 0 nennen wir??

B.(z) :={y e X:d(z,y) < e}
die offene Kugel vom Radius ¢ um x und
B.(z) :={y € X:d(z,y) < e}

die abgeschlossene Kugel vom Radius € um x. Wir schreiben auch BX(z) oder
Bd(x) statt B.(z), falls es nétig ist, auf den zugrunde liegenden metrischen
Raum oder die benutzte Metrik hinzuweisen. Entsprechend schreiben wir

auch Ef(a:) oder Fﬁ(ﬂ;) statt B.(z).

(b) Sei x € X. Eine Teilmenge V' C X heifit Umgebung eines Punkts
x € X, wenn sie eine Kugel um x enthalt, also

(Je > 0) B.(x) C V.

(c) Eine Teilmenge V' C X heifit offen, wenn sie eine Umgebung von
jedem x € V ist, also

(Vx € V)(3e >0) B.(z) C V.

(d) Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement
X \ A offen ist.

Beispiel C.4 (a) In Rist B.(z) =]z — e,z +¢[ fiir v € R und € > 0.
(b) In C ist fir z = 2 + iy mit z,y € R und ¢ > 0 wegen d(z,a + ib) =

Vi =Pt (0P

B.(z) ={a+1ib: a,b € Rmit d(z,a +ib) < e}

die Kreisscheibe aller a + b € C mit a,b € R und (a — x)? + (b — y)? < &%

42Der Buchstabe “B” erinnert an das englische Wort ball.
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Bemerkung C.5 Sei (X, d) ein metrischer Raum.

B.(x) ist d(x,y) < ¢

(a) Jede Kugel B.(z) ist offen, denn fiir alle y €
) € B.(z), da wegen der

und somit 7 := ¢ — d(x,y) > 0. Dann ist B,(y
Dreiecksungleichung

d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) < d(z,y) +r=d(z,y) + ¢ —d(z,y) =€

fir alle z € B,.(y).

(b) Jede Kugel B.(x) ist abgeschlossen, denn ist y € X \ Eg(x),_so ist
d(xz,y) > ¢ und somit r := d(z,y) —e > 0. Dann ist B,(y) C X \ B.(x),
denn fiir alle z € B,(y) folgt aus

d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) < d(z,2) +r=dr,2) +d(z,y) —¢,
dass d(z, z) > e.

Bemerkung C.6 Sei (X, d) wie zuvor und z € X.

(a) B:(z) heiit auch (offene) e-Umgebung von = in X und manche be-
nutzen die Notation U.(x) statt B.(z).

(b) Ist V' eine Umgebung von z in X, so auch jede Teilmenge W C X
mit V C W.

Kennen wir die offenen Mengen, so konnen wir tibrigens auch die z-Umgebungen
wieder rekonstruieren:

(c) Eine offene Teilmenge V C X ist genau dann eine Umgebung von x,
wenn x € V.

(d) Eine Teilmenge W C X ist genau dann eine Umgebung von z, wenn
sie eine offene Umgebung von x enthalt.

Satz C.7 Fir jeden metrischen Raum (X,d) gilt:
(O1) Die leere Menge () ist offen in X und X ist offen.

(02) Fiir jede Familie (V;);es von offenen Teilmengen V; C X ist auch die
Vereinigung ;e ; V; offen.

(O3) Fir alle offenen Teilmengen Vi und Vo von X ist auch der Durchschnitt
ViNVy offen in X.
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Beweis. (O1) Gegeben z € X ist Bi(z) C X, also X offen. Wire () nicht
offen, so gibe es ein x € () (Widerspruch!) derart, dass B.(x) Z 0 fir alle
e > 0.
(02) Ist z € U, Vi =: V, s0 gibt es ein j € J mit x € V. Da V; offen
ist, existiert ein € > 0 mit B.(z) C V;. Dann ist B.(x) C V. Also ist V offen.
(03) Sei z € ViNV,. Fiir j € {1,2} gibt es g; > 0 mit B, (z) C V;, daVj
offen ist. Fiir € := min{ey, g5} ist nun B.(x) C B, () N B, (z) C VNV, O

Definition C.8 Sei (X, d) ein metrischer Raum und (z,),en eine Folge von
Elementen z,, € X. Wir sagen, (z,)nen konvergiert gegen ein x € X, wenn

(Ve > 0)(IN e N)(Vn > N) d(x,x,) < €.

In diesem Fall schreiben wir auch x,, — z fiir n — oo. Wir werden gleich
sehen, dass x eindeutig festgelegt ist; wir nennen x den Grenzwert (oder
Limes) der Folge (x,,)nen und schreiben

lim z, = =z.
n—roo

Eine Folge (z,)neny in X heifit konvergent, wenn sie gegen ein = € X kon-
vergiert; anderenfalls heifit sie divergent.

Lemma C.9 Sei (X,d) ein metrischer Raum und (z,)nen €ine Folge in X.
Konvergiert (z,,)nen gegen x € X und gegen y € X, so ist t = y.

Beweis. Gegeben ¢ > 0 existiert ein N € N derart, dass d(z,,x) < ¢ fiir all
n > N. Weiter existiert ein M € N derart, dass d(z,,y) < ¢ fur alle n > M.
Sei n := max{N, M}. Dann ist

d(z,y) < d(z, ) + d(zn,y) < 2¢.
Also gilt d(z,y) < 2e¢ fiir alle ¢ > 0 und somit d(x,y) = 0, folglich xt = y. O

Lemma C.10 Sei (X, d) ein metrischer Raum und (x,)nen €ine Folge in X.
Gegeben x € X sind dquivalent:

(a) Die Folge (,)nen konvergiert gegen x, also (Ve > 0)(IN € N)(Vn > N)
d(z,z,) < e.

304



(b) Fiir jede Umgebung W von x existiert ein N € N derart, dass x, € W
fir alln > N.

Beweis. (a)=(b): Ist W C X eine Umgebung von z, so existiert ein € > 0
derart, dass B.(z) € W. Nach (a) existiert ein N € N derart, dass d(x,z,) <
e fir alle n > N, also x,, € B-(z) C W.

(b)=-(a): Gegeben ¢ > 0 ist B.(z) eine Umgebung von z. Also existiert
nach (b) ein N € N derart, dass z,, € B.(z) fiir alle n € N mit n > N und
somit d(z, x,) < €. 0

Satz C.11 Sei (X,d) ein metrischer Raum. FEine Teilmenge A C X st
genau dann abgeschlossen, wenn

lim a, € A

n—oo

fiir jede in X konvergente Folge (a,)nen in A.

Beweis. Sei A abgeschlossen und (a,,),en eine Folge von Elementen a,, € A,
welche in X gegen ein x € X konvergiert. Ware x ¢ A, so ware W :=
X \ A eine offene Menge mit x € W, also eine Umgebung von z. Nach
Lemma C.10(b) gébe es also ein N € N derart, dass a,, € W fiir alle n > N.
Insbesondere wire ay € W = X \ A, im Widerspruch zu ay € A. Also muss
doch x € A sein.

Sei nun A nicht abgeschlossen, also X \ A nicht offen. Es gibt also ein
x € X \ A derart, dass

(Ve > 0) B(x) £ X\ A,

also B.(z) N A # (). Da wir ¢ = 1/n wéhlen konnen, sehen wir: Fiir jedes
n € N existiert ein a, € By/n(z) N A. Wegen d(z,a,) < 1/n — 0 gilt dann
a, — x, wobei x ¢ A. O

Definition C.12 Seien metrische Rdume (X, dx) und (Y, dy ) gegeben sowie
eine Funktion f: X — Y. Wir nennen f stetig an einer Stelle x € X, wenn

(Ve >0)(30 > 0)(Vy € X) dx(z,y) <d = dy(f(x), f(y)) <e, (179)

also

(Ve > 0)(30 > 0) f(B5 () € B (f(x))- (180)

Ist f: X — Y an jeder Stelle x € X stetig, so nennen wir die Funktion f
stetig.
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Lemma C.13 Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume und x € X. Fir
eine Funktion f: X — 'Y sind aquivalent:

(a) f ist stetig an der Stelle z;

(b) Fiir jede Umgebung V von f(x) in'Y ist das Urbild f=*(V) eine Umge-

bung von x i X;

(c) Fir jede Folge (xp)nen in X mit x, — x gilt f(x,) — f(x) firn — oo,
also

lim f(x,) = f(x).

n—oo
Beweis. (a)=(b): Ist V eine Umgebung von f(z) in Y, so existiert ein € > 0
mit BY (f(x)) C V. Nach (a) existiert ein 6 > 0 mit f(Bg (z)) C BY (f(z)).
Dann ist f(B{(z)) C V, also Bf(xz) C f~(V) und somit f~'(V) eine
Umgebung von z in X.

(b)=(a): Gegeben ¢ > 0 ist V := BY(f(x)) eine Umgebung von f(z)
in Y, nach (b) ist also f~!(V) eine Umgebung von z. Es existiert also ein
§ > 0 mit BF(z) C f~HV) und somit f(By(z)) CV = BY(f(x)).

(a)=(c): Sei f stetig an der Stelle z und (x,)nen eine Folge in X mit
x, — x. Gegeben € > 0 existiert ein 9 > 0 derart, dass

(\V/y € X) dX(I7y> <6 = dY(f(x)af(y)) <E.
Da z,, — x, existiert ein N € N derart, dass
dx(x,x,) <6

fiir alle n > N. Fiir alle n > N konnen wir oben y := =z, nehmen und
erhalten dy (f(z), f(z,)) < e. Also gilt f(z,) — f(x).

—(a)= —(c): Ist f unstetig an der Stelle z, so gibt es ein € > 0 derart, dass
fir jedes 0 > 0 ein y € X existiert mit dx(z,y) < 6 und dy(f(x), f(y)) > e.
Fiir n € N wenden wir dies mit 6 := 1/n an und erhalten ein z,, € X mit
dx(z,x,) < 1/n und dy(f(z), f(z,)) > €. Da dx(z,z,) = 1/n — 0 fir
n — oo, gilt x, — x. Wegen dy (f(z), f(x,)) > ¢ fir alle n € N konvergiert
die Folge (f(2n))nen nicht gegen f(x). a

Satz C.14 Seien (X, dx) und (Y,dy) metrische Riume. Fir eine Funktion
f: X =Y sind dquivalent:
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(a) f ist stetig, also stetig an jeder Stelle v € X ;

(b) Fliir jede offene Teilmenge V von'Y ist das Urbild f~*(V') eine offene
Teilmenge von X ;

(c) Fliir jede abgeschlossene Teilmenge A von'Y ist das Urbild f~*(A) eine
abgeschlossene Teilmenge von X;

(d) Fir jede konvergente Folge (xy)nen in X konvergiert (f(xy))nen in Y
gegen f(lim, . x,), es gilt also

f( lim xn> = lim f(x,).

n—00 n—oo

Beweis. Nach Lemma C.13 sind die Bedingungen (a) und (d) aquivalent.
(a)=(b): Sei V. C Y offen und z € f~'(V). Da V eine Umgebung
von f(z) ist, ist nach Lemma C.13(b) f~!(V) eine Umgebung von z, es gibt
also ein § > 0 mit B (x) C f~1(V). Also ist f~*(V) offen.
(b)=(c): Ist A eine abgeschlossene Teilmenge von Y, so ist Y \ A eine
offene Teilmenge von Y, somit nach (b)

FYNA) =X\ f(4)

eine offene Teilmenge von X. Also ist f~!(A) abgeschlossen.
(c)=(b): Ist V eine offene Teilmenge von Y, so ist Y\ V' eine abgeschlossene
Teilmenge von Y, somit nach (c)

FRYA\V) =X\ (V)

eine abgeschlossene Teilmenge von X. Also ist f~1(V) offen.

(b)=(a): Ist z € X und W C Y eine Umgebung von f(z), so gibt es
eine offene Umgebung V' von f(x) in Y mit V' C W. Nach (b) ist f~1(V)
offen. Da x € f~1(V), ist f~1(V) eine offene z-Umgebung und somit auch
f7YW) 2 fYV) eine Umgebung von z in X. Nach Lemma C.13(b) ist f
also an der Stelle x stetig. a

Insbesondere ist also e-d-Stetigkeit von f (wie in Bedingung (a) des vorigen
Lemmas) dquivalent zu Folgenstetigkeit von f (wie in Bedingung (d)).
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Satz C.15 Seien (X,dx), (Y,dy) und (Z,dz) metrische Raume, x € X und
f: X =Y sowie g: Y — Z Funktionen. Ist [ stetig an der Stelle x und g
stetig an der Stelle f(x), so ist die Komposition

gof: X =2, y—g(f(y))
stetig an der Stelle x.

Beweis. Ist V eine Umgebung von ¢g(f(z)) in Z, so g~*(V) eine Umgebung
von f(z)in Y, da g an der Stelle f(x) stetig ist. Somit ist f~(g~'(V)) eine
Umgebung von z in X, da f an der Stelle x stetig ist. Somit ist (go f)~}(V) =
(g1 (V)) eine Umgebung von x in X, also g o f stetig an der Stelle z. O

Satz C.16 Secien (X,d) ein metrischer Raum, x € X und f,g: X — R
Funktionen, die an der Stelle x stetig sind.

(a) Dann sind auch fg: X — R, y — f(y)g(y) sowie f + g: X — R,
y— f(y)+g(y) stetig an der Stelle x. Ist g(X) C R\ {0}, so ist weiter
die Funktion 1/g: X — R, y+— 1/g(y) stetig an der Stelle x.

(b) Fira,f € Ristaf +g: X — R, y — af(y) + Bgy) stetig an der
Stelle x.

Beweis. Ist (z,),en eine Folge in X mit z, — x, so gilt unter den genannten
Voraussetzungen

f(xn)g(zn) = f(2)g(y),  flan) +g(zn) = fl2) +9(2), 1/g(zn) = 1/g(2)

und af (z,) + Bg(x,) = af(x)+ Bg(z) fir n — oo, nach dem Grenzwertsatz
fiir Folgen der Analysis 1. a

Definition C.17 Sei (x,).en eine Folge in einer Menge X. Eine Teilfolge
von (2, )nen ist eine Folge der Form (z,, )reny mit natiirlichen Zahlen

ng<ng <---.

Lemma C.18 Sei (X, d) ein metrischer Raum und (x,)nen €ine konvergente
Folge in X, mit Grenzwert x. Dann konvergiert auch jede Teilfolge (2, )ren
gegen x. Allgemeiner gilt

Tok) — T flir k — oo

fiir jede Funktion 6: N — N derart, dass 0~'({1,...,m}) endlich ist fiir jedes
m € N.
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Beweis. Teilfolgen von (z,),en sind ein Spezialfall von Folgen der Form
(g(k))ken (im Fall einer Teilfolge ist : N — N streng monoton wachsend).
Es geniigt daher, die letzte Aussage zu beweisen. Gegeben € > 0 existiert
ein N € N derart, dass

d(x,z,) < e firallen > N. (181)

Da das Urbild
F=0"'{1,...,N-1})

per Voraussetzung eine endliche Teilmenge von N ist, existiert ein ky € N
derart, dass kg > k fiir alle k € F. Fiir alle £ € N mit £ > kg ist dann
9(k) e N\ {1,...,N — 1}, also §(k) > N, somit d(z,zgx)) < € nach (181).

O

Definition C.19 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,,)neny in X
wird Cauchyfolge genannt, wenn

(Ve > 0)(IN € N)(Vn,m > N) d(xp,, z,) < €.

Ist in X jede Cauchyfolge eine konvergente Folge, so nennt man den metrischen
Raum (X, d) vollstindig.

Beispiel C.20 Wir haben in Analysis 1 gesehen, dass in R und C jede
Cauchyfolge konvergiert; mit d(x,y) := |x—y| ist also (R, d) ein vollstéandiger
metrischer Raum (ebenso (C, d)).

Lemma C.21 Fir jeden metrischen Raum (X,d) gilt: Jede konvergente
Folge (x)nen in X ist eine Cauchyfolge.

Beweis. Sei x der Grenzwert der konvergenten Folge (x,),en. Gegeben
e > 0 existiert ein N € N derart, dass d(z,z,) < ¢/2 fiir alle n > N. Somit
gilt fiir alle n,m > N

d(Tp, ) < d(Tp, ) +d(x,2) <e/2+e/2 =¢.
Also ist (z,,)nen eine Cauchyfolge. O

Ein metrischer Raum (X, d) ist somit genau dann vollstandig, wenn fiir jede
Folge (z,)neny in X gilt: (z,)nen ist genau dann konvergent, wenn (z,)nen
eine Cauchyfolge ist.
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Lemma C.22 Sei(X,d) ein metrischer Raum und (x,,)nen eine Cauchyfolge
in X. Hat (x,)nen eine konvergente Teilfolge, so ist (xy,)nen konvergent. Die
gleiche Schlussfolgerung gilt, wenn (T )ren konvergiert fir eine Funktion
0: N — N wie in Lemma C.18.

Beweis. Sei

r = lim zgn).
k—o0

Gegeben € > 0 existiert ein N € N derart, dass d(z,,z,) < ¢ fir alle
n,m € Nmit n,m > N. Da 67*({1,..., N — 1}) endlich ist, finden wir ein
ko € N derart, dass ko > k fiir jedes £ € N mit (k) < N — 1. Somit ist
0(k) > N fiir alle k > ko und folglich

d(:vn, :L‘g(k)) <€
fiir alle n > N und k > kq. Fiir festes n > N folgt

d(xn, ) = lim d(z,, zew)) < ¢,

k—o0

da d(z,,): X = R, y — d(x,,y) stetig ist (wie wir gleich in Beispiel C.28
nachrechnen). Also gilt x,, — = fiir n — oo. O

Definition C.23 Essei (2,),en eine Folge in einem metrischen Raum (X, d).
Ein Element z € X wird ein Hdufungspunkt der Folge (,)nen genannt, wenn
fiir jedes € > 0 die Menge

{n e N: d(z,z,) <e}
eine unendliche Menge ist, also
(Ve > 0)(VN e N)(3n > N): d(z,z,) < e.

Lemma C.24 Es sei (X,d) ein metrischer Raum, x € X und (x,)nen eine
Folge in X. Dann sind aquivalent:

(a) Es existiert eine Teilfolge (T, )ken mit
lim z,, = x.
k—o0

(b) x ist ein Hdufungspunkt der Folge (x,)nen-
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Beweis. (a)=(b): Sei (z,, )ren eine gegen = konvergente Teilfolge. Gegeben
e > 0und N € N existiert ein kg € N derart, dass d(z,z,,) < ¢ fir alle
k > ko. Da ny — oo fiir k — oo, existiert ein £ € N mit n, > N und k > ko,
also d(z,z,,) < .

(b)=>(a): Sei ng := 0. Sei k& € N und seien n; < --- < ny_; bereits

gefunden derart, dass
1
d(x, z,;) < 7

fir alle j € {1,...,k — 1}. Da die Menge
{neN:d(x,z,) <1/k}

unendlich ist, existiert ein ng > ng_; mit d(z,z,,) < % Die Konstruktion
liefert eine Teilfolge (2, )ken derart, dass d(z,z,,) < ; fir alle k € N und
somit x,, — . a

Spezielle stetige Abbildungen
Sind (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume, so ist eine Abbildung f: X — Y

per Definition stetig, wenn sie an jeder Stelle x € X stetig ist, also

(Vo € X)(Ve > 0)(36 > 0)(Vy € X)dx(z,y) <= dy(f(x), f(y)) <e.
(182)
Wir erinnern an zwei starkere Stetigkeitseigenschaften, die manchmal von
Nutzen sind.

Definition C.25 Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume.
(a) Eine Abbildung f: X — Y heifit gleichmdfig stetig, wenn

(Ve > 0)(30 > 0)(Va € X)(Vy € X) dx(z,y) < 8 = dy(f(z), f(y)) < e.
(183)

(b) Eine Abbildung f: X — Y heifit Lipschitz-stetig, wenn es ein L €
0, co[ derart gibt, dass

(Vz,y € X) dy(f(z), f(y) < Ldx(z,y).
Man nennt solch ein L eine Lipschitz-Konstante fir f.

Satz C.26 Es seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume und f: X — Y
eine Abbildung. Dann gilt:
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(a) Ist f Lipschitz-stetig, so ist f gleichmafig stetig.
(b) Ist f gleichmdfig stetig, so ist f stetig.
Insbesondere ist jede Lipschitz-stetige Abbildung stetig.

Beweis. Ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L und € > 0, so setze

L 19
L+ 1

Dann gilt fiir alle z,y € X mit dx(z,y) < 9, dass
dy(f(2), f(y)) < Ldx(x,y) < (L +dx(z,y) < (L+1)0 =¢;

also ist f gleichmafBig stetig.

Ist f gleichméafig stetig und xg € X, so existiert zu € > 0 ein § > 0
derart, dass fiir alle z,y € X mit dx(z,y) < 0 folgt, dass dy (f(z), f(y)) < e.
Insbesondere gilt fiir alle y € X mit dx(zo,y) < 0, dass dy (f(z0), f(y)) < e.
Also ist f an der Stelle zy stetig und somit stetig, da xy beliebig war. 4

Bemerkung C.27 Man beachte, dass in (182) und (183) lediglich die Rei-
henfolge der Quantoren verschieden ist. Die Bedingung (183) ist stérker, da
hier ¢ sogar unabhéangig von x gewahlt werden kann.

Beispiel C.28 Fiir jeden metrischen Raum (X, d) und jedes x € X gilt
Vy,z € X) |d(z,y) — d(z, 2)| < d(y, 2), (184)
woran wir gleich noch einmal erinnern. Also ist die Abbildung
d(xz,): Y = [0,00[, y+— d(z,y)
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L = 1 (insbesondere stetig).
[In der Tat ist d(z,y) < d(x, z) + d(z,y), somit

Vertauschen der Rollen von y und z zeigt, dass auch
Also ist |d(z,y) — d(x, 2)| < d(y, z2).]
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Beispiel C.29 Die Exponentialfunktion

exp: R—-R, z+—¢°
ist stetig, aber nicht gleichméafig stetig. Sei namlich € := 1. Fiir 6 > 0 setzen
wir 2, :=n und y, := n + 2 fiir n € N. Dann ist |y, — 2,,| = §/2 < § aber

¥ — | = e"(e%? — 1) = o0
fir n — oo, somit |e¥" — e™| > 1 = ¢ fiir ein geeignetes n € N.

Beispiel C.30 Die Funktion f: [0,1] — R, x — /x ist gleichmaBig stetig,
aber nicht Lipschitz-stetig.

[Da | f(y) — f(O)|/|ly — 0] = 1/\/y — oo fiir y \, 0, kann f nicht Lipschitz-
stetig sein.*3

Die gleichmafige Stetigkeit von f ist klar aus Satz [V.1.28 der Analysis 1.

Weitere Grundbegriffe zu metrischen Raumen

Im vorliegenden Analysis 2-Skript werden Sie weitere Grundbegriffe im Be-
reich der metrischen Raume kennenlernen. So begegnen uns der Begriff der
induzierten Metrik auf einer Teilmenge M eines metrischen Raums X; die
Produktmetrik auf einem Produkt X; x X5 metrischer Raume und der Be-
griff eines prakompakten (total beschriankten) metrischen Raums. Zum an-
deren werden uns Begriffe begegnen, die nicht nur fiir metrische Raume, son-
dern allgemeiner fiir sogenannte topologische Raume X und ihre Teilmengen
definiert werden kénnen (wie Abschluss, Inneres und Rand einer Teilmenge
M C X; Begriff der Kompaktheit). Jenseits der Analysis 2 kommen noch
weitere wichtige Satze iiber metrische Raume hinzu, etwa der Bairesche Ka-
tegoriensatz und der Satz von Arzela-Ascoli.

43Fiir eine Lipschitz-Konstante L wire nimlich stets |f(y) — f(0)] < Lly — 0], also
|f(y) = f(0)[/ly — 0] < L.
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