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Gruppeniibungen

Aufgabe G19 (Potenzreihen)

(a) Wir definieren f: R = R, z— > 7, ‘%I,C Zeigen Sie durch gliedweises Ableiten von
f, dass exp’(x) = exp(z) fiir alle z € R gilt.

(b) Seien (ng)ken eine streng monoton wachsende Folge in N und a; € R fiir k£ € N.
Fir z € R konvergiert die Reihe ) 7, axz™ genau dann, wenn die Potenzreihe

> on2  byz™ mit

b _{ak :nm =mny fur ein k € N

0 : sonst

konvergiert. Sei R Konvergenzradius der Konvergenzradius von y_° | by,a™. Es gilt
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R g = = .
limsup,,_, Vb, limsup, . "“/ax

Zeigen Sie, dass die Funktion
oo
f:]—R,RI—-R, z— Zakaznk
k=1

differenzierbar ist und f'(z) = Y30 | npan, 2™ fiir x €] — R, R gilt.
(¢c) Wir definieren

1 20l
2n+1 n!

(o]
fRSR, Y
n=0

Zeigen Sie f'(z) = .
Aufgabe G20 (Eine weitere Norm auf R")
Zeigen Sie, dass [[e||1: R™ — [0,00[,z — >_1" ; |z;| eine Norm auf R™ ist.

Aufgabe G21 (Der Rand von Q)
Sei X = R mit der iiblichen Metrik.
(a) Zeigen Sie, dass fiir X gilt 0Q = R.



(b) Seien a,b € R mit a < b zeigen Sie [a, b]° =]a, b[ und [a, b] = [a, b].

Hausiibungen

Aufgabe H19 (Abschluss, Inneres, Rand; 5 Punkte)

Seien A und B Teilmengen eines metrischen Raumes X. Zeigen Sie

() AUB=AUB () (ANBP =ANB  (c) X\ A= (X\ A
(d) (AU B) C dAUIB.

Finden Sie zudem ein Beispiel fiir das (AU B) G 0A U OB gilt.

Aufgabe H20 (Norm auf dem Produkt; 5 Punkte)

Seien (E, ||«||g) und (F, ||«||F) normierte Rdume. Fiir x € E und y € F' definieren wir

Gz, Yl = max {|[z]| &, [lyllF} -
Zeigen Sie, dass ||e|| eine Norm auf E x F' ist.

Aufgabe H21 (Die Cantor-Menge; 5 Punkte)

Seien Cj := [0,1], Cy := [0, 3] U [2,1] = 1Co U (2 + £Co) und rekursiv
2

1 1
Cui1 = 5Cn U (3 + 30n> .

Die Menge C,, besteht also aus 2" disjunkten Intervallen der Léinge % Man nennt
C :=,en Cn die Cantor-Menge.

Firn € Nund ay,...,a, € {0,2} definieren wir die Intervalle
a1 " a
_ k k
L0011 0) = [Z EETRDY 3k] |
k=1 k=1

(a) Zeichnen Sie IO,O und 1072 sowie 10’0’0, 10’072, 107270 und 10’272.
(b) Zeigen Sie Ina,,...an 2 l0,a1,....ans, fir alle ai,...an41 € {0,2}.
(c) Zeigen Sie

-----

Cn = U I(O,al,...,an)
at,...,an€{0,2}

fiir n € N.
(d) Folgern Sie C' = {327, % : a,, € {0,2}}.



