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Gruppeniibungen

Aufgabe G25 (Ein Integraloperator)
Wir statten C[0, 1] mit der Supremumsnorm aus und betrachten die Abbildung

1: C[0,1] = C0,1], = I()
mit I(v)(z) = [ v(t)dt. Zeigen Sie, dass I stetig linear ist und berechnen Sie |1,

Aufgabe G26 (Die Punktauswertung)

Wir statten C0, 1] mit der Supremumsnorm aus. Zeigen Sie, dass fiir jedes t € [0, 1] die
Punktauswertung

E¢: C[Oul] _>R7f = f(t)
eine stetige lineare Abbildung mit ||e||,, = 1 ist.

Aufgabe G27 (Die richtige Norm auf C1[0, 1])
(a) Wir definieren
leller s €10, 1) = [0, 00, v = max {[|7]|oc [|7'[loc } -
Zeigen Sie, dass (C1[0,1],]|s|]|c1) ein Banachraum ist.
Hinweis: Ist (f,)nen eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen auf [0, 1] mit
Werten in R und ist (f])nen gleichmiifiig konvergent gegen eine Funktion g, und

konvergiert (fy,)nen geichmiBig gegen f, dann ist f stetig differenzierbar mit f/ = g.
(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung

(CHO, 11, [loflcn) = (€10, 1], [[ofloo)s ¥ =+
stetig ist.

Hausiibungen

Aufgabe H25 (Die Operatornorm; 5 Punkte)



(a) Seien (F, ||¢||g) und (F, ||s||r) normierte Rdume. Fiir eine lineare Abbildung haben
wir die Operatornorm

[Allop := sup {[|Az||F : z € E, [lz]|z < 1} € [0, o0]

definiert. Sei L(E, F') der Vektorraum der stetigen linearen Abbildungen von E
nach F. Zeigen Sie, dass (L(E, F), ||+|lop) €in normierter Raum ist.

(b) Seien X,Y und Z normierte Ridume sowie B: X — Y und A: Y — Z stetig lineare
Abbildungen. Zeigen Sie

Ao Bllop < [[Allop - [ Bllop

Aufgabe H26 (Stetig bilineare Abbildungen; 5 Punkte)

Seien F1, Fs und F' normierte Rédume und 8: F1 x Ey — F eine bilineare Abbildung.
Wir definieren

1Bllop == sup{[|B(z, y)lIF = (x,y) € Er x Ey mit |[z]|g,, [yl z, < 1} € [0, 0]

Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) [ ist stetig.
(b) B ist stetig in (0,0).
(©) [1Bllop < o0
Hinweis: Zeigen Sie fiir (c)=(a) die Ungleichung ||5(z, v)|| < ||8]|opllz|l||yll-

Aufgabe H27 (Vollsténdigkeit; 5 Punkte)

Sei (X, d) ein vollsténdiger metrischer Raum. Ist M C X eine Menge so definieren wir
diam(M) := sup {d(z,y) : x,y € M} € [0, o0].

Fiir n € N sei A,, C X eine nicht leere abgeschlossene Menge, sodass A1 D A2 O ... und

lim,, ;oo diam(A4,,) = 0. Zeigen Sie:

(@) z,y € Nyen 4n =z =1y.
(b) Fiir n € N sei x,, € A,,. Zeigen Sie, dass (z,,)nen eine Cauchyfolge ist.
(c) SchlieBen Sie, dass es ein x € X gibt, sodass (,cy An = {z}.



