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1. Übungsblatt zur

”
Vorlesung Nichtlineare
Funktionalanalysis“

Gruppenübung

Aufgabe G1 (Lipschitz Abbildungen)

(a) Sei D ⊆ Rn eine konvexe Menge und n ∈ N. Wir betrachten eine C1-Abbildung
f : D → R. Zeigen Sie, dass f Lipschitz-stetig ist, falls die Ableitung grad f
beschränkt ist. Zeigen Sie, dass dann Lip(f) ≤‖grad f‖∞ gelten muss.

(b) Seien (X, dx), (Y, dY ) und (Z, dZ) metrische Räume und f : X × Y → Z eine
Abbildung die getrennt Lipschitz-stetig ist (d.h. für festes x ∈ X und festes
y ∈ Y sind f(x, ·) bzw. f(·, y) Lipschitz-stetig). Zeigen Sie, dass falls Konstanten
LX , LY > 0 mit Lip(f(x, ·)) ≤ LX und Lip(f(·, y)) ≤ LY für alle x ∈ X bzw.
y ∈ Y existieren, auch f Lipschitz-stetig ist.

Aufgabe G2 (Lipschitz Störungen)

Betrachten Sie die Abbildung f : R→ R, x 7→ x + 1
2 cos(x)− 1

2 .

(a) Zeigen Sie, dass cos und f Lipschitz-stetig sind und finden Sie eine Abschätzung
für Lip(cos) und Lip(f).

(b) Folgern Sie, dass f ein Homöomorphismus auf sein Bild ist und finden Sie für
x ∈ R und r > 0 Konstanten a, b > 0, so dass

Bar(f(x)) ⊆ f(Br(x)) ⊆ Bbr(f(x))

gilt.

Aufgabe G3 (Vereinfachte Newtoniteration)

Sei E = Rk zusammen mit einer Norm ‖ · ‖, x0 ∈ E, r > 0, und sei f : BE
r (x0) → E

eine C1-Abbildung, sodass f ′(x0) invertierbar ist und

a :=
1

‖f ′(x0)−1‖op
− Lip(f − f ′(x0)) > 0 und ‖f(x0)‖ < ar.

(a) Zeigen Sie, dass f eine eindeutige Nullstelle x∞ in BE
r (x0) hat.

(b) Zeigen Sie, dass xn := xn−1 − f ′(x0)
−1(f(xn−1)) ∈ BE

r (x0) für alle n ∈ N und
xn → x∞ für n→∞.


