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Vorwort

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir Funktionen einer Verénderlichen
setzt das (bestimmte) Integral einer Funktion in Beziehung zu ihrer Stammfunktion und
stellt die Integration als eine “Umkehrung” des Differenzierens dar. Er gibt uns damit ein
Werkzeug in die Hand, konkrete Integrale explizit zu berechnen.

In dieser Vorlesung beschéftigen wir uns mit der Integralrechnung fiir Funktionen mehrerer
Veranderlicher, wo die Verhéltnisse leider nicht mehr so einfach sind. Das hat sich bereits
bei der Differentialrechnung im R" angedeutet, bei der Methoden der linearen Algebra
ins Spiel kamen. In der mehrdimensionalen Integralrechnung sehen wir uns dem Problem
gegeniiber, dass es zum Berechnen von Integralen kein Werkzeug gibt, das @hnlich grif-
fig wire wie der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung im R!. Zwar werden
wir gegen Ende des Semesters den Gaufischen Integralsatz kennenlernen, der sich im Ein-
dimensionalen auf den Hauptsatz reduziert; jedoch spielt er nicht die gleiche Rolle.

Zur mehrdimensionalen Integralrechnung gibt es im wesentlichen zwei Zugénge. Der erste
Zugang iiber das Riemann-Integral ist weniger abstrakt und hat den Vorteil, dass man
direkt an Vertrautes ankniipfen kann. Jedoch trigt der Ansatz nicht weit genug: Viele fiir
die Analysis und ihre Anwendungen wichtige Resultate bleiben so unerreichbar. Wir folgen
hier daher einem zweiten Zugang, der uns iiber die Mafitheorie zum Lebesgueschen Integral
fithren wird. Die Vorteile des Lebesgue-Integrals gegeniiber dem Riemann-Integral werden
hierbei schnell deutlich werden.

In Teil I sehen wir uns einige Grundbegriffe der Mafitheorie an, die fiir alles Weitere un-
entbehrlich sind. Dann beschéftigen wir uns mit allgemeiner Integrationstheorie (Teil II).
In Teil TIT werden die wichtigsten Hilfsmittel zur konkreten Berechnung von Mehrfach-
integralen bereitgestellt: Der Satz von Fubini und die Transformationsformel fiir Integrale
(das Analogon der Substitutionsregel aus der Analysis I). In den letzten beiden Teilen
des Skripts wenden wir uns der Integration iiber Untermannigfaltigkeiten des R und den
Integralsidtzen von Gaufl, Green und Stokes zu, die beispielsweise fiir die Physik von fun-
damentaler Bedeutung sind.

Das vorliegende Skript basiert teilweise auf einem Skript Prof. Neebs (TU Darmstadt) vom
WS 1999/2000 und dem darauf aufbauenden Skript von Prof. Roch (TU Darmstadt) vom
WS 02/03 (deren elektronische Files freundlicherweise zur Verfiigung gestellt wurden). Es
wurde im WS 2004/05 vom Verfasser und im SS 2005 von Prof. Trebels (TU Darmstadt)
in Vorlesungen eingesetzt.

Hinweis: Einige Routinerechnungen werden dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. Jede
dieser Aufgaben wird auch tatséchlich in einer Gruppen- oder Hausiibung vorkommen, so
dass man bei Bedarf spéter die detaillierten Beweise in der Musterlosung nachlesen kann.



Literatur

Da das Skript in sich geschlossen ist, ist weitere Lektiire fiir das Verstdndnis nicht erfor-
derlich. Dennoch mochte ich Thnen einige Hinweise zur Lehrbuchliteratur geben.

Exzellente Biicher zur Maf- und Integrationstheorie sind u.a.
e H. Bauer, “Mafl- und Integrationstheorie,” de Gruyter, Berlin, 1992;
e W. Rudin, “Real and Complex Analysis,” McGraw-Hill Book Co., Singapore, 1987.

Hierbei ist Bauers Buch mehr auf die Bediirfnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie ausge-
richtet, wihrend sich Rudins Buch an angehende Analytiker richtet. Beide Biicher gehen
allerdings weit iiber die Ziele der Vorlesung hinaus; geeignet sind sie eher zur spéateren Ver-
tiefung der MaB3- und Integrationstheorie im Hauptstudium. Auch setzen sie Vorkenntnisse
der Topologie voraus, die wir fiir unsere bescheideneren Zwecke umgehen koénnen.

Ebenfalls fiir eine vertiefende Beschéftigung mit Maf- und Integrationstheorie geeignet ist
e J. Elstrodt, “MaB- und Integrationstheorie,” Springer-Verlag, Berlin, 2002;

in diesem Buch finden Sie auch eine Fiille an Hintergrundwissen und historischen Rand-
bemerkungen.

Anwendungen und schéne Aufgaben findet man in Forsters Buch
e O. Forster, “Analysis 3,” Vieweg Verlag, Braunschweig, 1984,

in dem allerdings ein uniiblicher (mit der Vorlesung nicht vertriglicher) Zugang zur Inte-
grationstheorie verfolgt wird, der die (fiir viele Zwecke wichtige!) MaBtheorie vermeidet.

In der Bibliothek finden Sie auch

e Th. Brocker, “Analysis II” sowie “Analysis III,” jeweils B.I. Wissenschaftsverlag,
Mannheim 1992

(recht knapp!).

Eine weiter in die Tiefe gehende Diskussion der Integralsédtze finden Sie bei Forster oder
Brocker, die jedoch gleich Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten behandeln (wéh-
rend wir uns hier auf die klassischen Integralsitze beschrénken).
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Hinweise zum Skript

Es wurde?? angestrebt, das Skript in sich geschlossen zu halten und lediglich einige Standard-
resultate aus Forster I und II zu benutzen. Insbesondere konnte die Kenntnis von Unter-
mannigfaltigkeiten des R™ nicht vorausgesetzt werden, die folglich im Skript eingefiihrt
werden mussten. Neben seiner Ausfiihrlichkeit gehort zu den Merkmalen des Skripts:

e Es wurde versucht, die typischen Argumentationsweisen und Grundstrukturen der
Maf- und Integrationstheorie herauszuarbeiten. Hierzu gehoren einerseits die zwei
groflen Beweisprinzipien, andererseits die Grundkonstruktionen von Maflen wie z.B.
Bildmafle sowie Mafle mit Dichten, auf die sich dann viele spétere Beweis- und Kon-
struktionsschritte zuriickfithren lassen.

e Jedoch wurde auf die Einfithrung von Produkten von Messrdaumen und die Diskussion
von Produktmaflen verzichtet, um den Aufwand und die zusétzlichen abstrakten
Begriffe zu vermeiden. Um dies zu ermdglichen, wurde der Satz von Fubini nur fiir
das Lebesgue-Borel-Maf3 formuliert; zum Beweis wird der Satz hier auf das Prinzip
von Cavalieri zuriickgefiihrt und dieses wiederum auf die Eindeutigkeit des Lebesgue-
Borel-Mafles.

e Im Hauptteil des Skripts zwar die Eindeutigkeit des Lebesgue-Borel-Mafles bewiesen,
nicht aber seine Existenz, die wir erst einmal als gegeben hinnehmen. Fiir Interessier-
te steht der Existenzbeweis in einer auf das Skript abgestimmten Form als Anhang
bereit. Falls der zeitliche Rahmen es erlaubt, werden wir ihn in der letzen Semester-
woche nachtragen.

e Das Skript enthélt keinerlei Skizzen oder Figuren. Insbesondere zum Verstédndnis der
Kugel- und Zylinderkoordinaten sowie bei der Diskussion von Untermannigfaltigkei-
ten sind diese natiirlich unverzichtbar, und die einschliagigen Skizzen werden an die
Tafel gezeichnet und sollten handschriftlich ins Skript iibernommen werden.

e Die Kapitel iiber Mannigfaltigkeiten, Flachenmafle und Integralsédtze gehtren nicht
zum Lehrstoff der Lehramts-Studierenden, deren Vorlesung “Analysis 3” ja auch nur
mit 3 SWS angesetzt ist.

Das Skript enthlt im Ubrigen etwas mehr Stoff (und mehr Beispiele), als wir behandeln
konnen. Auf der Homepage der Veranstaltung wird nach und nach angegeben, welche
Abschnitte/Unterpunkte iibersprungen werden diirfen.
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Was nicht mehr in den Koffer passte...

Eine einfithrende Vorlesung iiber Mehrfachintegration (und Vektoranalysis) ist keine Vorle-
sung iiber Maf- und Integrationstheorie, und in Anbetracht der auch so bereits drangenden
Stoftfiille miissen wohl einige wichtige Resultate unter den Tisch fallen. Bereits erwahnt
wurde der Verzicht auf die Diskussion von Produktmaflen. Schlimmer wiegt, dass LP-Réaume
voraussichtlich nicht diskutiert werden kénnen (sowie die Holdersche und verwandte Un-
gleichungen). Erst Recht muss auf fortgeschrittenere Resultate der Mafitheorie verzichtet
werden (z.B. auf den Satz von Radon-Nikodym).
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Teil I: Grundbegriffe der Mafitheorie

Der abstrakte Rahmen der Maftheorie sieht folgendermaflen aus: Gegeben ist eine Menge X
(z.B. X = R"), eine Menge S von Teilmengen von X sowie eine Funktion

p:S — 0,00, A pu(A).

Wir stellen uns vor, dass die Elemente von § gerade diejenigen Teilmengen von X sind,
die man messen kann (denen man ein “Volumen” zuordnen kann), und dass p(A) das
Mafs (oder “Volumen”) von A € S ist. Welche Eigenschaften sollte dieser Messprozess
aufweisen ? Es sollte sicher

p@) =0 (1)
gelten, und wenn Ay, Ay € § disjunkt sind, so sollte

(AL U Ag) = p(Ar) + pu(Az) (2)

sein. Um Approximationsargumente zu ermoglichen (z.B. das Ausschopfen einer Menge
durch eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen), brauchen wir eine Version von (2) fiir
abzahlbar vielen Mengen: Wir fordern, dass fiir jede Folge (A, )nen paarweise disjunkter

Mengen A, € S
p(UA) = D u(an) (3)

gilt. Damit man (1) und (3) fiir das Mengensystem S iiberhaupt formulieren kann, muss S
natiirlich die leere Menge enthalten und gegeniiber abzdhlbaren disjunkten Vereinigungen
abgeschlossen sein. Es ist bequem, zusétzlich Abgeschlossenheit von S unter (nicht not-
wendig disjunkten) abzéhlbaren Vereinigungen zu verlangen sowie A¢ € S fiir jede Menge
A € S, d.h. Komplemente messbarer Mengen sind ebenfalls messbar. In diesem Falle nennt
man S eine o-Algebra. Eine Funktion p: & — [0, 00| auf einer o-Algebra S, welche die
Bedingungen (1) und (3) erfiillt, nennt man ein Maf.

1 Messriume und messbare Funktionen

1.1 Messbare Mengen

Die Uberlegungen der Einleitung fithren auf folgende Definition:

Definition 1.1 Es sei X eine Menge. Eine Menge S von Teilmengen von X heifit o-
Algebra, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

S1 fes;

S2 Fiir jede Menge A € Sist A°:= X \ A € S, d.h. § ist abgeschlossen unter Komple-
mentbildung;



S3 Fiir jede Folge (A, )nen von Mengen A,, € S ist |
unter abzéhlbaren Vereinigungen.

A, € S, d.h. S ist abgeschlossen

neN

Ist S eine o-Algebra von Teilmengen von X, so nennt man das Paar (X, S) einen Messraum?

und die Elemente von § die messbaren Mengen.

Bemerkung 1.2 (a) Jede o-Algebra S ist wegen S2 und S3 auch abgeschlossen unter
abzéhlbaren Durchschnitten, denn aus den de Morganschen Identitéten folgt

N A = (UA;)C eS

neN neN
fiir jede Folge (A;)nen in S.

(b) Wegen S2 ist auch X = () € S und weiter erhalten wir fir A,B € S auch
A\B=ANBeS.

1.3 Beispiele. Es sei X eine beliebige Menge.
(a) {0, X} ist die kleinste o-Algebra auf X.

(b) Die Potenzmenge P(X) := {A: A C X} (die Menge aller Teilmengen von X) ist die
grofite o-Algebra auf X.

(c) Essei A die Menge aller Teilmengen A C X derart, dass A oder X \ A abzéhlbar ist.
Dann ist A eine o-Algebra auf X (Details: Ubung).

(d) Aus o-Algebren auf X kann man o-Algebren auf Teilmengen von X gewinnen:
Ist (X,S) ein Messraum und 'Y C X eine Teilmenge, so ist
Sly = {AnY:Ae S} C PY)
eine o-Algebra auf Y. FallsY € S, soist S|y ={A € S: ACY}.

Beispielsweise folgt aus ) € S sofort § = 0 NY € S|y, dh. S|y erfiillt S1. Die
restlichen Details iiberpriifen wir in der Ubung.

Definition 1.4 Die o-Algebra S|y aus Beispiel 1.3 (d) wird die Spur von S auf Y genannt.

Lemma 1.5 Es sei X eine Menge.

(a) Ist M eine nicht-leere Menge von o-Algebren auf X, so ist deren Durchschnitt®

(M = (1S = {ACX:AES fiir alle S € M}

SeM

ebenfalls eine o-Algebra auf X .

! Auch das Wort “messbarer Raum” ist gebriuchlich.
“Hier ist also M C P(P(X)).



(b) Fir jede Menge £ von Teilmengen von X (also € C P(X)) gibt es eine kleinste
o-Algebra o (), die € enthilt.?

Beweis. (a) S1: Es gilt () € S fur alle S € M und somit § € (M. S2: Ist A € M,
so gilt A € S fiir alle S € M und somit auch A° € S, da S eine o-Algebra ist. Somit
A¢ € (M. S3: Es sei (A,)nen eine Folge von Mengen A, € (M. Fiir jedes S € M gilt
dann A, € S fiir jedes n und somit (J,.yAn € S, da S eine o-Algebra ist. Folglich ist

UnEN An S ﬂM

(b) Wir betrachten die Menge M C P(P(X)) aller o-Algebren S auf X derart, dass
€ C S. Die Menge M ist nicht leer, denn P(X) ist eine o-Algebra, die € enthélt (siche
Beispiel 1.3 (b)). Nach Teil (a) ist

o(&) = (M

eine o-Algebra. Da €& C S fiir alle § € M, gilt £ C M = o(E); es ist also () eine
o-Algebra, die £ enthilt. Ist nun S irgendeine o-Algebra auf X, die £ enthélt, so ist S € M
und somit ¢(£) =M C S. Also ist in der Tat o(€) die kleinste solche o-Algebra. 0

Definition 1.6 In Lemma 1.5 (b) nennt man o (&) die von & erzeugte o-Algebra. Ist S eine
o-Algebra und £ C § eine Teilmenge mit S = o (), so nennt man & ein Erzeugendensystem

fiir die o-Algebra S.

Beispiel. Wir betrachten die Menge € := {{1,2}, {2,3}} von Teilmengen von X :=
{1,2,3}. Da & C o(€), gilt

{1,2} € 0(E) und {2,3} €0(&).

Da o(&) als o-Algebra unter Komplementen und endlichen Durchschnitten abgeschlossen
ist, folgt

{3} ={1,2}°€0(&), {1}={2,3}€0(f) und {2} ={1,2} n{2,3} €a(€).

Da jede Teilmenge A von X = {1,2,3} eine Vereinigung von endlich vielen der vorigen
Mengen ist, gilt A € o(€). Also ist 0(€) = P(X) die volle Potenzmenge von X.

Bemerkung 1.7 Im Beweis von Lemma 1.5 (b) haben wir die von einem Mengensystem
E C P(X) erzeugte o-Algebra o(€) “von oben kommend” konstruiert, als den Durchschnitt
einer gewissen Menge von o-Algebren. Es ist im allgemeinen nicht moglich, (&) (wie
im vorigen Beispiel) in endlich oder abzéhlbar vielen Schritten “von unten kommend”
aufzubauen, indem man alle Komplemente und abzdhlbaren Vereinigungen von Mengen
aus £ zu &€ hinzunimmt und dann diesen Vorgang wieder und wieder wiederholt: Diese
naive Vorstellung ist falsch !4

3Damit meinen wir das folgende: 1. o(€) ist eine o-Algebra, die £ enthélt; und 2.: ist S eine o-Algebra,
die & enthilt, so gilt o(£) C S.

4Mittels “transfiniter Induktion” (einer raffinerten Beweismethode) lisst sich die Grundidee des von-
unten-Aufbauens (in modifizierter Form!) retten, was dann sogar zusétzliche Information iiber o (&) liefert.
Dies nur als Zukunftsmusik — solch fortgeschrittene Techniken haben wir hier nicht zur Verfiigung!
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1.2 Borelmengen

Dem R” (und allgemeiner jedem metrischen Raum) kann man in natiirlicher Weise eine
o-Algebra zuordnen, nédmlich die von der Menge O aller offenen Teilmengen erzeugte o-
Algebra ¢(O). Bevor wir diese diskutieren, sei an die Definition metrischer Rdume und
weitere Grundbegriffe erinnert:®

Definition 1.8 Ein metrischer Raum ist ein Paar (X,d) aus einer Menge X und einer
Metrik d auf X, d.h. einer Funktion d: X x X — [0, co[ mit den folgenden Eigenschaften:

M1 d(z,y) = 0 genau dann, wenn = = y.

M2 Symmetrie: Fiir alle z,y € X gilt d(x,y) = d(y, x).

M3 Dreiecksungleichung: Fiir alle x,y, z € X gilt d(z, 2) < d(z,y) + d(y, 2).
Man stellt sich d(z,y) als den Abstand der Punkte x und y vor.

1.9 Beispiele. (a) Der euklidische Abstand d(z,y) := ||z — y||2 macht R™ zu einem me-
trischen Raum. Wenn nichts anderes gesagt wird, versehen wir R" stets mit dieser Metrik.

(b) Ist (X,d) ein metrischer Raum und Y eine Teilmenge, so ist die Einschrankung
dlyxy von d auf Y x Y eine Metrik auf Y, die sogenannte induzierte Metrik. Somit ist
(Y,d|y«y) ein metrischer Raum.

(c¢) Durch Kombination von (a) und (b) kénnen wir insbesondere jede Teilmenge Y C
R" als metrischen Raum betrachten, versehen mit der vom euklidischen Abstand induzier-
ten Metrik
VXY — 0,00 (z,9) = [lz —yl2.

Dies sind die metrischen Rdume, die fiir unsere Zwecke wirklich von Bedeutung sind.

Definition 1.10 Ist (X,d) ein metrischer Raum, so nennt man eine Teilmenge U C X
offen (in X), wenn zu jedem z € U fiir ein € > 0 die ganze Kugel B.(z) = {y € X :
d(z,y) < €} in U enthalten ist. Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn ihr
Komplement A° = X \ A offen ist.

1.11 Betrachten wir eine Teilmenge Y C R”™ als metrischen Raum mit der induzierten
Metrik, so konnen wir von offenen Teilmengen von Y sprechen. Diese Mengen sind also im
metrischen Raum Y offen, aber nicht notwendig in R™. Sie sind genau die Durchschnitte von
offenen Teilmengen von R™ mit der Menge Y (siehe die ‘Ergénzung 4’ zu Prof. Glockners
“Analysis 17 im WS 2007/08 in Paderborn, verfiighar auf der Internet-Seite der damaligen
Veranstaltung). In der Lehrbuchliteratur werden die offenen Teilmengen von Y gelegentlich
auch als “relativ offene Mengen” bezeichnet.

Nun zurtick zur Maftheorie.

5Siehe Prof. Neebs Skript zur Analysis 2, oder auch O. Forsters Biichlein ‘Analysis 2.’
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Definition 1.12 Ist (X, d) ein metrischer Raum und O die Menge der offenen Teilmengen
von X, so heiBt die von O erzeugte o-Algebra B(X) := o(O) die o-Algebra der Borelmengen
auf X, und die Elemente A € B(X) heilen Borelmengen.

Bemerkung 1.13 Es ist klar, dass alle offenen und alle abgeschlossenen Mengen Borel-
mengen sind, ebenso abzdhlbare Durchschnitte offener Mengen (sogenannte Gs-Mengen)
und abzéhlbare Vereinigungen abgeschlossener Mengen (sogenannte F,-Mengen).

Versehen wir den Raum R™ mit der euklidischen Metrik d(z,y) = || — yl|2, so erhalten
wir die o-Algebra B(R") der Borelmengen von R™. Dies sind diejenigen Mengen, denen wir
spéter ein Volumen zuordnen und iiber die wir integrieren werden. Wenn nichts anderes
gesagt wird, versehen wir R" stets mit der o-Algebra der Borelmengen. Es ist niitzlich,
dquivalente Beschreibungen von B(R) zur Verfiigung zu haben.

Satz 1.14 Jedes der folgenden Mengensysteme &; erzeugt die o-Algebra B(R) der Borel-
mengen von R (es ist also B(R) = o(&;)):

a) & :={]a,b[: a,b € Q, a < b};
:={la,b[: a,b € R, a < b};

(a)
(b) &

(c) & = {[a,b: a,b ER, a <b};
(d) & = {[a.b]: a,b € R, a <b};
) &

(e = {]—00,b]: b € R}.

Beweis. Wegen & C &, ist 0(&1) C 0(&,) (denn es ist 0(&;) eine o-Algebra, die & enthilt
und somit o(&;) C o(&,), siehe FuBnote zu Lemma 1.5 (b)). Aus

o0

Ja,b[= Jla+ 1.0

n=1

folgt & C o(&;) und somit o(&) C o(&;). Analog folgt aus

o0

fa,0[= (Jla,0 11,

dass & C 0(&;) und somit o(&3) C o(&y); aus
a,8] =]=o00,8]\ ({J]-o00,0— 1)

folgt & C 0(&) und somit o(&y) C o(&5). Wir haben also o(&) C (&) C o(&) C
(&) C o(&) C B(R) erhalten und miissen noch B(R) C o(&;) zeigen. Da B(R) von den
offenen Mengen erzeugt wird, miissen wir zeigen, dass o(&;) jede offene Menge enthilt. Sei
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also U C R offen. Dann gibt es zu jedem = € U ein € > 0 mit |x — e,z + e[ C U. Wir
wihlen a € |z —e,2[NQ und b € |z, x + [ NQ. Dann ist x € |a, b[, folglich

v= J Jatl

a,b[CU,a,beQ
Da die rechte Seite eine abzdhlbare Vereinigung ist, folgt U € o(&;). O
Ein analoges Resultat gilt im R™. Definieren wir fiir a = (a4,...,a,) und b = (by,...,b,)

mit a < by den offenen Quader
H lag, b = {(x1, ..., 2,) € R": a < x) < by, fiir alle k}
k=1

und den halboffenen Quader [a,b[ := [[,_, [ax, bx[, so erhalten wir wie in Satz 1.14:

Lemma 1.15 Die Menge € := {]a,b[ : a,b € Q™ mit a < by} aller offenen Quader mit
rationalen Ecken erzeugt B(R™). Auch die Menge aller halboffenen Quader erzeugt B(R™).

Beweis. Der Beweis wird in der Ubung gefiihrt. O

Bemerkung 1.16 Man kann zeigen, dass B(R™) eine echte Teilmenge der Potenzmenge
P(R™) ist, es gibt also Teilmengen von R", die keine Borelmengen sind. Dies ist leider nicht
ganz einfach! Im wesentlichen gibt es zwei Beweismethoden.

(a) Methode 1. In einer spéteren Ubung werden wir uns (mit Anleitung) selbst iiberlegen,
dass es auf der vollen Potenzmenge P(R") kein translationsinvariantes Maf® geben
kann, das jedem Quader sein natiirliches Volumen (das Produkt der Seitenldngen)
zuordnet. Auf B(R™) jedoch gibt es ein solches Maf}, wie wir schen werden (das
Lebesgue-Borel-Maf}). Somit muss B(R") C P(R") sein.

(b) Die zweite Beweismethode kénnen wir hier nur andeuten, da die benotigten Hilfs-
mittel unsere Moglichkeiten {ibersteigen. Man zeigt zuniichst,” dass die Borelsche
o-Algebra B(R™) die gleiche Méchtigkeit besitzt wie die reellen Zahlen, d.h. es gibt
eine bijektive Abbildung B(R") — R. Die volle Potenzmenge P(R™) hat jedoch auf-
grund des Cantorschen Diagonalarguments eine echt grofiere Méachtigkeit als R (und
somit als R), d.h. es gibt eine injektive Abbildung R™ — P(R"), aber keine injektive
Abbildung in umgekehrter Richtung. Somit hat P(R") eine echt groBere Machtigkeit
als B(R™); die zwei Mengen konnen daher nicht zusammenfallen.

5D.h. A C R™ und A + z haben stets das gleiche Ma8.

"Man benutzt hierbei, dass nach Lemma 1.15 die o-Algebra B(R™) von einer abzihlbaren Menge &
erzeugt wird. Die in der Fuinote zu Bemerkung 1.7 erwéhnte Technik des “von-unten-Aufbauens” von
B(R™) = g(€) (durch transfinite Induktion bis zur ersten iiberabzihlbaren Ordinalzahl) liefert eine obere
Schranke fiir die Méachtigkeit der erzeugten o-Algebra.



1.3 Messbare Funktionen

Wir wenden uns nun den Funktionen zu, die wir spéter integrieren wollen.

Definition 1.17 Es seien (X;,S;) und (X3, Ss) Messrdume. Eine Funktion f: X; — X,
heifit messbar, wenn das Urbild® jeder messbaren Menge messbar ist, d.h. f~1(A) € S, fiir
jede Menge A € Ss.

Man beachte die formale Ahnlichkeit dieser Definition zur Charakterisierung stetiger Funk-
tionen durch die Eigenschaft, dass Urbilder offener Mengen offen sind (siehe §2, Satz 11 (b)
in Forsters Analysis 2).

Notation. Wenn wir in der Situation von Definition 1.17 ganz klar machen wollen, dass
die o-Algebren S; und S; benutzt werden, schreiben wir auch f: (X;,81) — (X2, 82)
(obwohl natiirlich f nach wie vor eine Funktion X; — X ist).

Wir diskutieren nun einige Beispiele messbarer Funktionen.

Beispiel 1.18 (Konstante Funktionen). Sind (X1, S;) und (X2, Ss) belicbige Messrdaume,
so st jede konstante Funktion f: X; — Xy messbar.

Sei ndmlich f(z) = c. Fir A € 8 gilt dann f7'(A) = X; € & (falls ¢ € A) oder
fTHA) =0€ S (falls c € A).

Beispiel 1.19 (Funktionen mit zwei Werten). Es sei (X, S) ein Messraum. Wann ist
eine Funktion f: X — R mit zwei Werten (etwa 0 und 1) messbar ? Dazu betrachten wir
fiir jede Menge A C X ihre charakteristische Funktion®

1 fallsze A

]_A:X_)Ry 1A<x) = {0 fallSZL‘gA

Diese Funktion ist genau dann messbar, wenn A € S, denn fiir verschiedene B € B(R)
durchliuft 1,'(B) die Menge {, A, X \ A, X}.

Charakteristische Funktionen messbarer Mengen spielen in der Integrationstheorie eine
wichtige Rolle. Wir schreiben gelegentlich auch 1% := 1,4, wenn wir betonen wollen, dass
14 als Funktion auf X zu verstehen ist.

Beispiel 1.20 (Inklusionsabbildung). Es sei (X, S) ein Messraum, Y C X eine Teil-
menge und j: Y — X, j(x) := x die Inklusionsabbildung. Dann ist j: (Y,S|y) — (X,S)
messbar, wobei S|y die Spur von S aufY ist (wie in Definition 1.4).

Fiir jede Teilmenge A € S von X gilt ndmlich offensichtlich
iTHA) = AnY € Sly. (4)

87ur Erinnerung: f~1(A) := {z € X1: f(z) € A}.
9In der Literatur bezeichnet man charakteristische Funktionen auch hiufig mit y 4.
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Beispiel 1.21 (Messbare Funktionen in Teilmengen von Messrdumen). Es sei
(X,S8) ein Messraum, Y C X eine Teilmenge und j: Y — X, j(x) := x die Inklusions-
abbildung. Ist auch (Z,T) ein Messraum, so ist eine Abbildung f: Z — Y genau dann
messbar als Abbildung nach Y, wenn sie als Abbildung nach X messbar ist. Genauer:
f:(Z,T)— (Y,S|y) ist messbar genau dann, wenn jo f: (Z,T) — (X,S) messbar ist.

Fiir jede messbare Teilmenge A € S von X gilt nach (4) ndmlich
o f)THA) =fT1G7HA) = FH(ANY).

Da hier B := ANY die o-Algebra S|y durchliuft, ist genau dann (jo f)~'(A) € 7 fiir alle
A € S (also j o f messbar), wenn f~!(B) € 7 fiir alle B € S|y (wenn also f messbar ist).

Da die Definition messbarer Funktionen auf der Untersuchung von Urbildern beruht, ist es
wichtig, sich die Eigenschaften von Urbildern klar zu machen. Ganz entscheidend ist, dass
die Bildung von Urbildern mit den mengentheoretischen Operationen vertraglich ist:

Lemma 1.22 (Operationentreue der Urbild-Abbildung) Es sei f: X — Y eine
Funktion. Dann gilt:

(a) f7YY) =X und f71(0) = 0.
(b) f7YB\ A)=f1YB)\ f'(A) fir alle A, B CY, insbesondere f~1(A°) = f~1(A)e.

(c) Ist (Aj)jes eine Familie von Teilmengen von'Y, so gilt

I UA) = U ud (5)

(N4) = N, (6)

Sind die Mengen A; paarweise disjunkt, so auch die Mengen f~'(A;).

Beweis. Wir zeigen beispielhaft Gleichung (5). Hierzu sei (A;);ec; eine Familie von Teil-
mengen A; C Y. Fiir € X sind dquivalent:

€ [N Ujes4) & fl@)eUi, 4y & Fie) fla) ey
& (Fjed) vefi(4) & zelUe, [T1(4).

Also gilt (5). Die iibrigen Behauptungen werden in der Ubung bewiesen. O

Satz 1.23 Kompositionen messbarer Funktionen sind messbar. Genauer: Sind (Xi,S1),
(X2, S2) und (X3,83) Messraume und f: X1 — Xo und g: Xo — X3 messbare Funktionen,

so ist auch go f: X1 — X3 messbar.



Beweis. Fiir A € S ist

(go f)'(A) =" (97'(4)) € S,

da g7'(A) € S, wegen der Messbarkeit von g und somit f~'(g7'(A)) € S; wegen der
Messbarkeit von f. Also ist g o f messbar. O

Beispiel 1.24 Ist f: (X,S) — (Z,7) messbar undY C X eine Teilmenge, so ist die Ein-
schrinkung f|y: (Y,S|y) — (Z,T) messbar. Begriindung: f|y = f o j ist die Komposition
der messbaren Funktion f und der Inklusionsabbildung j: Y — X, j(z) := z, die nach
Beispiel 1.20 messbar ist. Nach Satz 1.23 ist somit f|y messbar.

Der folgende Satz zeigt, dass es fiir das Uberpriifen der Messbarkeit einer Funktion nicht
erforderlich ist, die Urbilder aller messbaren Mengen zu betrachten.

Satz 1.25 Es seien (X1,81) und (X, Sy) Messriume und f: X1 — Xy eine Funktion.
Ist So = o(&) fiir eine Menge £ C P(X3) von Teilmengen von X, so ist f genau dann
messbar, wenn f~1(A) € 8 fir alle A € £.

Beweis. Die Implikation “=" ist trivial. Sei nun f~1(A) € & fiir alle A € &; dann ist
EC{ACY: fH(A)es) = T.

Man {iiberzeugt sich leicht davon, dass 7 eine o-Algebra ist; um z.B. S3 fiir 7 nachweisen,
sei (A,)nen eine Folge von Mengen A, € 7. Dann ist f~1(A,) € S; per Definition von T

und somit auch
T (UA) = Ui e s,

neN neN

wobei die Operationentreue der Urbild-Abbildung benutzt wurde (Lemma 1.22 (c)). Also
ist (J,en An € 7. Die Eigenschaften S1 und S2 iiberpriift man analog (Ubung). Da 7 die
Menge &£ enthélt, enthélt 7 auch die von & erzeugte o-Algebra o(€) = Sy. Also gilt

S, C {A C Xy f_l(A) S 81}
und somit ist f messbar. O

Spezialfall: Ist (X3,d) ein metrischer Raum, so ist f als Abbildung von (Xi,S;) nach
(X2, B(X2)) genau dann messbar, wenn das Urbild jeder offenen Menge in S ist.

Folgerung 1.26 Sind X,Y metrische Rdume, so ist jede stetige Funktion f: X — Y
messbar (bzgl. der o-Algebren B(X) und B(Y') der Borelmengen).

Beweis. Wir wir gerade gesehen haben, geniigt es zu zeigen, dass f~1(U) fiir jede offene
Menge U C Y eine Borelmenge ist. Dies aber ist klar: Da f stetig ist, ist f~(U) offen, also
erst recht eine Borelmenge. O



Folgerung 1.27 Es sei (X,S) ein Messraum und f: X — R eine Funktion. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) f:(X,8) — (R,B(R)) ist messbar.
(

b

Die Urbilder aller offenen Intervalle sind messbar.

(
(d

) |
)
c) Die Urbilder aller halboffenen Intervalle sind messbar.
) Die Urbilder aller abgeschlossenen Intervalle sind messbar.
)

(e) Fiir alle b € R ist f~(]—o0,b]) messbar.
Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 1.14 und Lemma 1.25. O

Der néchste Beweis fiihrt uns die Niitzlichkeit von Folgerung 1.27 klar vor Augen. Ohne
dieses Hilfsmittel hitte man wohl keine Chance!

Folgerung 1.28 Jede monoton wachsende (oder fallende) Funktion f: R — R ist messbar.

Beweis. Da f monoton ist, ist das Urbild f~(I) jedes offenen Intervalls I C R ein Intervall
und somit eine Borelmenge. Nach Folgerung 1.27 (b) ist f messbar. O

Lemma 1.15 liefert zu Folgerung 1.27 analoge Aussagen fiir Funktionen nach R™. Auch gilt:

Satz 1.29 FEs sei (X,S) ein Messraum und f = (f1,..., fa): X — R" eine Funktion.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) f:(X,S8) — (R",B(R"™)) ist messbar.

(b) Jede der Koordinatenfunktionen fr: X — R ist messbar als Funktion von (X,S)
nach (R, B(R)).

Beweis. (a)=(b): Die Koordinatenprojektionen pr,: R” — R, x = (xy,...,2,) — x} sind
stetig und somit messbar nach Folgerung 1.26. Nach Satz 1.23 sind dann auch Funktionen
fr = pr), o f messbar.

(b)=(a): Seien a,b € R™. Sind alle Koordinatenfunktionen f;: X — R messbar, so ist
fiir jeden offenen Quader Ja,b[ = [];_,]ax, bx[ in R™ das Urbild

= () £ (a, bi[)

messbar. Da die Menge aller offenen Quader |a, b[ nach Lemma 1.15 die o-Algebra B(R")
der Borelmengen erzeugt, ist f nach Satz 1.25 messbar. O

Hier ist eine sehr wichtige Anwendung;:
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Satz 1.30 Es sei (X,S) ein Messraum und f,g: (X,8) — (R,B(R)) messbare Funk-
tionen. Dann sind auch die Funktionen f + g, fg, |f|, max(f,g), min(f,g): X — R
messbar.'?

Beweis. Die Betragsfunktion |.|: R — R ist stetig und somit messbar nach Folgerung 1.26.
Also ist |f| = |.| o f messbar als Komposition messbarer Funktionen (Satz 1.23). Aus
Satz 1.29 wissen wir, dass die Funktion

F = (fg):X—-R
mit den Komponenten f und g messbar ist. Weiter ist
h:R* =R, (2,y)—2+y

stetig und somit messbar und daher f 4+ g = h o I’ messbar als Komposition messbarer
Funktionen. Die restlichen Behauptungen folgen analog in Anbetracht der Stetigkeit der
Abbildungen R? — R, die (x,y) auf zy, max(x,y) bzw. min(x,y) abbilden. a

Da konstante Funktionen messbar sind, bilden also die messbaren Funktionen X — R
insbesondere einen reellen Vektorraum.

Es ist niitzlich, die Uberlegung aus dem Beweis von Satz 1.25 als Lemma festzuhalten:

Lemma 1.31 Ist f: X — Y eine Funktion und S eine o-Algebra auf X, so ist
f(8) = {ACY: [7(4) €S} (7)
eine o-Algebra auf Y . O

Man nennt f.(S) das direkte Bild von S unter f. Beachten Sie, dass fiir A € f.(S) per
Definition f~!(A) € S. Also ist f: (X,8) — (Y, f«(S)) messbar.

1.4 Hilfsmittel zum Priifen der Messbarkeit von Funktionen

In diesem Abschnitt entwickeln wir einige weitere Resultate, die beim Uberpriifen der
Messbarkeit von Funktionen sehr von Nutzen sein kénnen. Wie etwa wiirden Sie begriinden,
dass die Funktion

0 fir z <0
cos(z) fir x >0

FR-Rf@) - ®)
messbar ist 7 Man koénnte dies zwar von Hand schaffen, aber es ist doch sehr bequem, allge-
meine Hilfsmittel zur Diskussion solcher stiickweise definierten Funktionen zur Verfiigung
zu haben. Diese Hilfsmittel werden nun bereitgestellt.

Zunéchst schauen wir uns an, wie die Borelmengen eines metrischen Raums und die Bo-
relmengen eines Unterraums zueinander in Beziehung stehen.

19Diese Funktionen sind punktweise definiert, es ist also z.B. max(f, g)() := max (f(z), g(z)).
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Satz 1.32 FEs sei (X,d) ein metrischer Raum undY C X eine Teilmenge, die wir mit der
induzierten Metrik dy = d|y«y versehen. Dann ist die o-Algebra der Borelmengen von

(Y,dy) gleich der Spur von B(X) aufY, also
BY)=BX)ly ={YnA:AeB(X)}.

Gilt Y € B(X) (wenn also z.B. Y C X offen ist oder abgeschlossen), so ist folglich
BY)={AeB(X): ACY} CB(X).

Als Hilfsmittel fiir den Beweis fithren wir eine Notation ein.

Definition 1.33 Ist f: X — Y eine Abbildung und £ C P(Y) eine Menge von Teilmengen
von Y, so schreiben wir

e = {f1(A):Aee}
fiir die Menge aller Urbilder der Mengen aus &.

Lemma 1.34 Es sei f: X — Y eine Abbildung. Dann gilt:

(a) Ist S eine o-Algebra auf Y, so ist 7S] eine o-Algebra auf X, somit (X, f~1[S])
ein Messraum. Die Abbildung f: (X, f~'[S]) — (Y, S) ist messbar.

(b) Fiir die von einer Teilmenge € C P(Y') erzeugte o-Algebra o(E) gilt:

Beweis. (a) werden Sie selbst in der Ubung iiberpriifen.
(b) Da € C o(£), ist auch f7E] C fo(E)]. Weil f~1[o(€)] nach Teil (a) eine o-
Algebra ist, folgt
a(fE) < fHo(E)]. (9)
Andererseits ist nach Lemma 1.31 7 := f, (0( FUED) ={ACY: f7YA) € a(fHE]}
colf

{
eine o-Algebra auf Y. Diese enthilt £, da f~1(F) € f1[€] fYE)) fiir alle £ € &.
Somit ist 0(€) € 7 und daher

H

o] c T (10)

Fir AeT gllt aber f~1(A) € o(f'[€]) per Definition von 7. Also f~'[T] C o(f7[€])
und somit "o (E)] C o(fE]) wegen (10). Mit (9) liefert dies f~!o(E)] =

Beispiel 1.35 Ist (X,S) ein Messraum und Y C X eine Teilmenge, so ist S|y = j~[S],
wobei j: Y — X, j(z) := x die Inklusion ist (denn es ist j7'(A) = ANY fiir A C X).
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Somit erhalten wir als Spezialfall von Lemma 1.34 (b):

Ist X eine Menge und € C P(X) eine Menge von Teilmengen von X, so gilt fir die Spur
von 0(&€) C P(X) auf einer Teilmenge Y C X:

o)y = c{ENY:Ec&}).
Beweis: Es sei j: Y — X die Inklusion. Nach Beispiel 1.35 und Lemma 1.34 (b) ist dann
oE)ly = jMo@)] = o(iTME]) = o({7 T (E): E€€}) = c({ENY: E€E}).

Beweis von Satz 1.32. Es sei Ox die Menge aller offenen Teilmengen von X, Oy die
Menge aller offenen Teilmengen des metrischen Raums (Y, dy). In 1.11 haben wir daran
erinnert, dass Oy = {UNY : U € Ox} (siche auch Aufgabe H4). Nach dem gerade
diskutierten Spezialfall von Lemma 1.34 (b) ist folglich

B(X)‘y = O'(Ox)’y = O’({UQYIUEOX}) = O'(Oy) = B(Y) O

Der folgende Satz ermoglicht es in vielen Féallen, fiir stiickweise definierte Funktionen deren
Messbarkeit nachzuweisen.

Satz 1.36 (Stiickweise messbare Funktionen sind messbar). Es sei (X, S) ein Mess-
raum und (X, )nen eine Folge messbarer Mengen X, € S, welche X dberdecken, d.h.
Unen Xn = X. Dann gilt:

(a) Fine Menge A C X ist genau dann messbar, wenn AN X, fir jedes n messbar ist.

(b) Ist f: X — Y eine Funktion in einen Messraum (Y, T), so ist f messbar genau dann,
wenn fir jedes n € N die Einschrinkung flx, : (Xn, S|x,) — (Y, 7T ) messbar ist.
Beweis. (a) verifizieren Sie selbst in der Ubung.

(b) Ist f messbar, so ist auch die Einschrankung f|x, : (X,,S|x,) — (Y,7) messbar,
nach Beispiel 1.24. Sei nun umgekehrt f|x, messbar fiir jedes n. Fiir jede messbare Teil-
menge A € 7 von Y ist

) =xnf' @@= x)nsr )= Xnsr @) = JUx) (A

neN neN neN

messbar als abzéhlbare Vereinigung der messbaren Mengen (f|x,) *(4) € Slx, =
{Be€S:BCX,}CS (unter Benutzung von X,, € S). Also ist f messbar. 0

Zur Illustration diskutieren wir nun die in (8) zu Beginn des Abschnitts beschriebene,
stiickweise definierte Funktion.

Beispiel 1.37 Die Funktion

0 fir x <0
cos(xz) fiir x >0

fR=R,  f(2) = {
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ist messbar als Abbildung (R, B(R)) — (R, B(R)), denn die Borelmengen X; :=]—o0, 0
und X, := [0,00[ (=: X,, fiir n > 3) bilden eine Uberdeckung von R derart, dass f|x,
stetig und somit messbar ist.

Im Detail gehen hier die vorigen Resultate wie folgt ein: Als stetige Funktion ist f|x,
messbar als Abbildung (X,,, B(X,)) — (R,B(R)) (siche Folgerung 1.26). Nach Satz 1.32
ist hier B(X,,) = B(R)|x,. Also ist nach Satz 1.36 (b) die Abbildung f messbar.

In §1.6 werden wir weitere méchtige Hilfsmittel zum Priifen der Messbarkeit von Funktio-
nen kennenlernen, insbesondere Satz 1.48 iiber die Messbarkeit punktweiser Grenzwerte.

1.5 Messbare Funktionen in die erweiterte Zahlengerade

Es ist oft praktisch, statt mit reellwertigen Funktionen mit Funktionen zu arbeiten, deren
Werte in der erweiterten Zahlengeraden R := R U {oco, —oco} liegen.!! Wir versehen
nun R mit einer o-Algebra und diskutieren die messbaren R-wertigen Funktionen.

1.38 Wir setzen _ -
BR) := {ACR: ANR € B(R)}; (11)

es ist nicht schwer zu sehen, dass dies eine o-Algebra auf R ist (wir zeigen dies in Satz 1.39 (a)
mit allgemeinen Argumenten, es geht aber auch per Hand durch Nachpriifen von S1-S3).12

Satz 1.39 B(R) hat die folgenden Eigenschaften:

(a) Es gilt_B(@) = j.(B(R)), wobei j: R — R, j(x) := x die Inklusion ist. Insbesondere
ist B(R) eine o-Algebra.

(b) Es ist B(R) = B(R)|g gleich der Spur von B(R) auf R, wobei R € B(R).

(c) Pine Teilmenge A C R gehért genau dann zu B(R), wenn Mengen B € B(R) und
C C {—o00,00} existieren mit A= BUC.

(d) Eine Abbildung f: (X,S) — (R, B(R)) mit Bild in R ist genau dann messbar, wenn
sie als Abbildung nach R messbar ist, wenn also die Ko-Einschrinkung f|*: (X,S) —
(R, B(R)) messbar ist.

Beweis. (a) Gegeben A C Rist j7'(A) = ANR. Somit B(R) = {ACR: ANR € B(R)}
—{ACR: j7(A4) € BR)} = 1. (B(R)).

(b) Fiir A € B(R) ist ANR € B(R) per Definition von lS’_(@) Also B(R)|gr € B(R). Ist
umgekehrt A € B(R) gegeben, so ist A eine Teilmenge von R mit ANR = A € B(R) und
somit A € B(R). Also A= ANR € B(R)|g.

HHierbei sind oo und —oo zwel beliebige, fest gewéhlte Elemente, die nicht bereits in R liegen.
?Wir schreiben suggestiv “B(R),” da B(R) tatsichlich die Borelsche o-Algebra fiir eine geeignete Metrik
auf R ist. Diese Tatsache spielt fiir uns jedoch keine Rolle, und wir nehmen einfach (11) als Definition.
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(c) Ist A= B U C wie beschrieben, so ist ANR = B € B(R) und somit A € B(R). Ist
umgekehrt A € B(R), soist A= BUC mit B:= ANR € B(R) und C := AN {—00, c0}.

(d) ist wegen (b) ein Spezialfall von Beispiel 1.21. O

Wir setzen nun die iibliche Ordnung auf R zu einer Ordnung auf R fort, indem wir erkléiren:
-0 < z < o fir alle z € R.

Wir definieren Intervalle [a,b], ]a,b], [a,b], ]a,b[ € R fiir a,b € R mit a < b auf die
offensichtliche Art. Jedes dieser Intervalle ist Element von B(R), denn sein Schnitt mit R
ist ein Intervall in R und somit in B(R).

Lemma 1.40 Es sei (X,S) ein Messraum und f: X — R eine Funktion. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) Die Funktion f: (X,S) — (R, B(R)) ist messbar.
(b) —f: (X,8) — (R, B(R)) ist messbar.

(c) Fir jedes b € R ist die Menge {x € X: f(z) < b} messbar.
(d)

)

Fiir jedes a € R ist {x € X: f(x) > a} messbar.
(x

e) Fir jedes a € R ist {x € X: f(x) > a} messbar.

(
(f) Fiir jedes b € R ist {x € X: f(z) < b} messbar.

Beweis. (a)<(c): Die Menge € aller Intervalle [—oo, b] mit b € R erzeugt eine o-Algebra
o(€) auf R. Wir zeigen nun, dass o(£) = B(R); mit Satz 1.25 folgt hieraus, dass f genau
dann messbar ist, wenn f~!([—00,b]) = {r € X : f(z) < b} € S fiir alle b € R. Also sind
(a) und (c) dquivalent.”® Da & C B(R), ist o(£) C B(R). Offensichtlich enthilt (&) jede
der Mengen {—oo}, {oo} sowie R. Sei j: R — R die Inklusion. Fiir die Spur von o(&)
auf R gilt dann

dg)lg = c{RNA:Aef&}) = o({[—o0,b)NR: b e R})
0-({]_007“: be R}) = BGR)v

wobei das erste Gleichheitszeichen auf dem in Beispiel 1.35 diskutierten Spezialfall von
Lemma 1.34 (b) beruht, das letzte auf Satz 1.14 (e). Wegen R € (&) ist also B(R) =
g(€)|r C o(€) (siche Ende von Beispiel 1.3 (d)). Da jede Menge A € B(R) Vereinigung
einer Menge B € B(R) C o(€) und einer Menge C' € {0, {—oc}, {o0}, {—00,00}} C 0(€)
ist, erhalten wir B(R) C o(€). Somit o(£) = B(R), wie behauptet.

Die Aquivalenzen (a)<(d), (a)<(e) und (a)<(f) zeigt man analog.

(a)<(b): Da (—f) 7Y ([—00,b]) = f7Y([—b, 00]), ist (c) fiir —f Aquivalent zu (e) fiir f.
Da (b) nach dem bereits Gezeigten zu (c) mit —f statt f dquivalent ist und (a) zu (e),
sind auch (a) und (b) dquivalent. O

BFiir b = oo ist f~1([~00,b]) = f1(R) = X immer messbar, ebenso fiir b = —oo.
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1.6 Messbarkeit punktweiser Limites, Suprema und Infima

Die folgenden Resultate zeigen, dass Messbarkeit bemerkenswert stabil gegeniiber Grenz-
prozessen ist. Insbesondere werden wir sehen, dass punktweise Limites R-wertiger messba-
rer Funktionen immer messbar sind, was spéater sehr niitzlich sein wird.

Wir benétigen nun Grenzwerte sowie Suprema und Infima in R. Diese sind genau das, was
man erwarten wiirde. Der Vollsténdigkeit halber geben wir dennoch die genauen Definitio-
nen und beweisen einige elementare Sachverhalte.

Definition 1.41 (Konvergenz in R). (a) Wir nennen eine Folge (a,,),en von Elementen
a, € R gegen a € R konvergent und schreiben lim,, . a,, = a, wenn es ein N € N gibt mit
a, € R fir alle n > N und lim,,_., a, = a in R.

(b) Wie iiblich schreiben wir lim,, .o, a,, = oo (bzw. lim,, ., a, = —c0), falls es zu jedem
r € Rein N € N gibt derart, dass a,, > 7 (bzw. a, <r) fir alle n > N.

Man kénnte zeigen, dass fiir eine geeignete Metrik d auf R die konvergenten Folgen und
Grenzwerte im metrischen Raum (R, d) genau die gerade ad hoc definierten konvergenten
Folgen und Grenzwerte sind. Dies ist fiir unsere Zwecke jedoch ohne Belang.

Lemma 1.42 Jede monoton wachsende (oder monoton fallende) Folge in R ist konvergent.

Beweis. Sei (a,),ey monoton wachsend. Ist a, = —oo fiir alle n oder a,, = oo fiir alle
geniigend grofien n, so konvergiert a, offensichtlich gegen —oco (bzw. co). Andernfalls gibt
es ein N € N derart, dass a,, € R fiir alle n > N. Ist (a,),>ny in R nach oben beschrankt,
so existiert lim, . a, in R (nach Forster I, §5, Satz 5) und somit in R. Andernfalls gilt
offensichtlich lim,, .., a,, = co. Monoton fallende Folgen diskutiert man analog. O

Zur Erinnerung: Ist (X, <) eine geordnete Menge und A C X, so nennt man ein Element
s € X eine obere Schranke fiir A, wenn a < s fiir alle a € A. Ist sq eine obere Schranke fiir A
und sy < s fiir jede obere Schranke s von A, so nennt man sq die kleinste obere Schranke
oder das Supremum von A und schreibt sup(A) := so. Das Supremum ist eindeutig, falls
es existiert. Analog definiert man untere Schranken und das Infimum als gréfite untere
Schranke. Folgendes Lemma verifizieren wir in der Ubung:

Lemma 1.43 Jede Teilmenge A C R besitzt ein Infimum und ein Supremum in R. O

Definition 1.44 Ist (a,).en eine Folge in R, so ist die Folge (sup{ay : k > n})
offensichtlich monoton fallend; nach Lemma 1.42 existiert daher der Grenzwert

neN
limsup a, := lim (sup {ag: k > n})
n—oo n—0oo

in R. Analog definieren wir liminf a, := lim (inf {ag: k > n}) €R.

n—oo n—oo

Wir machen uns nun einige Beziehungen zwischen Limites, Suprema und Infima klar.
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Lemma 1.45 Es sei (a,)nen eine Folge in R. Dann gilt:
(a) Ist (an)nen monoton wachsend, so ist lim, ., a, = sup {a,: n € N}.
(b) Ist (an)nen monoton fallend, so ist lim,, . a, = inf {a,: n € N}.

(c) Esist limsup a, = ing (sup{ax: k > n}) und liminf a, = sup (inf{ax: k > n}).
ne neN

(d) Ist (an)nen eine konvergente Folge in R, so gilt lim a, = limsup a,,.
n—00 n—o0

Beweis. Ubung. O

Die folgende Tatsache brauchen wir zunéchst nicht; der Beweis wird daher erst spéter
einmal in der Ubung gefiihrt.

Lemma 1.46 Eine Folge (a,)nen in R konvergiert genau dann, wenn

liminf a, = limsup a, n R. O

Nun kommen wir zu den fiir die Maf- und Integrationstheorie wichtigen Resultaten.

Satz 1.47 Es sei (X,S) ein Messraum und (fn)nen eine Folge messbarer Funktionen
o (X, S) — (R,B(R)). Dann sind auch die Funktionen

sup f,, inf f,, limsup f, wund liminff,
neN neN n—00 n—oo

messbar.

Beweis. Es sei g := sup,,cy fn, d.h., fiir alle z € X ist g(z) := sup{fu(z): n € N}. Fiir alle
a € R ist dann
{reX:g(x)>a} = U{mGX:fn(:p)>a}.
neN

Nach Voraussetzung und Lemma 1.40 (d) ist die rechte Seite messbar. Also ist fiir jedes a €
R die linke Seite messbar, und somit ist g messbar nach Lemma 1.40 (d). Die Messbarkeit
von inf f,, zeigt man analog. Aus

limsup f,, = inf (SUP fk)
neN

n—00 k>n

folgt nun die Messbarkeit von lim sup f,,, und die von liminf f, zeigt man entsprechend. O

Satz 1.48 Punktweise Grenzwerte messbarer Funktionen sind messbar. Genauer: Ist (X, S)
ein Messraum (f,)nen eine Folge messbarer Funktionen f, : (X,S) — (R,B(R)) derart,
dass der Grenzwert f(z) = lim, . fo(x) fir alle x € X existiert, so ist die Funktion
f: X — R messbar.

Beweis. Da f = limsup f,, nach Lemma 1.45 (d), folgt die Behauptung aus Satz 1.47. O
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2 Maifle

Wir wenden uns nun dem Messen der messbaren Mengen eines Messraums zu und beginnen
mit einer Axiomatisierung des Maf3begriffs.

2.1 Definition und elementare Eigenschaften von Maflen

Definition 2.1 Es sei (X,S) ein Messraum. Ein Maf auf (X,S) ist eine Abbildung
p: S — [0, 00] mit folgenden Eigenschaften:

(a) w(@)=0.
(b) pist o-additiv, d.h. fiir jede Folge (A, )nen paarweise disjunkter Mengen A,, € S gilt

(Ua) = Y utan, (12)

Ist p ein Mafl auf (X, S), so nennen wir das Tripel (X, S, 1) einen Mafraum.

Im folgenden haben wir hin und wieder (wie auch schon in (12)) mit co und —oo zu rechnen.
Dies geschieht nach folgenden Regeln:

0-(+oo) = (£o0)-0 = 0;

r-(£o0) = (+o0) -z = +o00 fir x €10, 00];
z-(£o0) = (+o0) -z = Foo fir x € [—00,0[;
r+00 = 00+1T = © fir z € RU {o0};
r+(—00) = (—o00)+2 == —oo  fir z € RU{—o00}.

Beachten Sie, dass wir die Ausdriicke (—o0) 4+ 0o und oo + (—o00) undefiniert lassen. Die
obige Konvention 0 - co := 0 ist im Rahmen der Mafitheorie iiblich und sinnvoll.

Der Limes der Reihe auf der rechten Seite von (12) ist als Limes in R zu verstehen, wie in
Definition 1.41.

Bemerkung 2.2 Ist u: § — [0,00] eine o-additive Funktion auf einer o-Algebra § mit
(D) # 0, so gilt u(A) = oo fiir alle A € S (Ubung). Bedingung (a) in der MaBdefinition
schliefit diese Pathologie aus.

Wir geben nun einige Beispiele von Mafien an; in der Ubung werden wir nachpriifen, dass
die MafBeigenschaften wirklich erfiillt sind. In den Beispielen ist jeweils X eine beliebige
Menge.

2.3 Beispiele fiir Mafle.

(a) Ist X # 0 und S := {0, X}, so kann u(X) € [0, 00| beliebig gewihlt werden, und
man erhélt mit () := 0 ein Ma8.
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(b) Es sei X eine Menge. Fiir jedes z € X wird durch

1 wennzxz€ A
pA) = {O wenn r ¢ A

ein MaB auf (X, P(X)) definiert, das sogenannte Punkt- oder Diracmafl in x. Man
schreibt d, := pu.

(c) Gegeben E C X sei ((E) := |E| die Anzahl der Elemente von E, falls E eine
endliche Menge ist, andernfalls ((F) := oo. Auf diese Weise erhalten wir ein Maf ¢
auf (X,P(X)), das sogenannte Zdihlmajs.

(d) Ist (X,S, u) ein Mafiraum und Y € S, so ist auch (Y, S|y, uly) ein Mairaum, wobei
ply == pls), die Einschrankung der Funktion p auf die Spur S|y von S auf Y ist.

(e) Ist w ein MaB auf (X,S) und ¢ € [0, o], so ist auch cu: S — [0, 00], A — cu(A) ein
Maf auf (X, S).

(f) Ist (ftn)nen eine Folge von Mafen auf (X,S), so ist auch Y 2, p, : S — [0, 0],
A= > j1,(A) ein MaB auf (X, S). Dies zeigen wir allerdings erst spéter, sobald
wir den Doppelreihensatz (Folgerung 3.27) zur Verfiigung haben.

Lemma 2.4 Fs sei (X, S, u) ein Mafiraum. Dann gilt:
(a) p ist additiv, d.h. p(AU B) = p(A) + pu(B) fir alle A,B € S mit AN B = 0.
(b) p ist monoton, d.h. u(A) < u(B) fir alle A,B €S mit AC B.

(c) Ist Ay C Ay C A3 C -+ eine aufsteigende Folge von Mengen A, € S, so gilt

u( U An> = lim u(A,).

n—00
neN

(d) Ist Ay D Ay D Az D -+ eine absteigende Folge von Mengen A,, € S mit u(A;) < oo,

S0 ist M( ﬂ An> = lim u(A,).

n—oo
neN

(e) Fiir beliebige Folgen (Ay)nen nicht notwendig disjunkter Mengen A, € S ist

u( U An) < iu(ﬁln)'

neN
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Beweis. (a) Man wendet die o-Additivitit auf die Folge A, B, 0,0, ... an
(b) Aus (a) folgt u(B) = pu(A) +p(B\ A) = pu(A).

(c) Essei B := |, ey An- Wir setzen By := A; und B, := A,\ A,_; fiir 2 < n € N. Dann
ist B = |, oy Bn, wobei die Mengen B, paarweise disjunkt sind. Aus der o-Additivitét

von p folgt
= Zu(Bn)- (13)

Nun ist A, = J,_, Br und somit u(A,) = D7, p(By) wegen (a). Mit (13) folgt nun
p(An) =3 kg 1(Br) — p(B).
(d) Es sei A := (,enAn und C,, := Ay \ A, fiir n € N. Nach Teil (a) ist pu(A;) =
w(Ayn) + u(Cr); da u(A;) < oo und somit auch pu(A,) < oo und p(C,) < oo, kénnen wir
wu(C,,) subtrahieren und erhalten

neN

(A = u(Ay) = p(Cr). (14)

Die Folge (Cp)nen ist aufsteigend, mit (J,cny Cn = Upen(A1 \ An) = A1\ (ﬂneN An> =
Ay \ A. Nach (c) gilt also lim, . 1(C) = (A1 \ A) < oo. Formel (14) zeigt nun, dass
1(An) = (A1) — p(Ar\ A) = u(A).

(e) Wir setzen B,, := A, \ (A1 U---UA,_1). Dann ist (B,,)nen eine Folge paarweise
disjunkter messbarer Mengen mit | J,.y Bn = U, ey An und p(B,) < p(A,) fiir alle n € N

(wegen (b)). Folglich ist p( U, cn An) = #(Upen Br) = Yooy i1(Br) < 307 1(Ay). O

Es ist ganz wesentlich, dass in Lemma 2.4 (d) p(A,) < oo verlangt wird. In den Ubungen
werden wir Beispiele messbarer Mengen A; O Ay O - -+ kennenlernen mit p(A,) = oo fiir

alle n aber pu((),cy An) = 0.

2.2 Das Lebesgue-Borel-Maf3

Der folgende Satz behauptet, dass es genau ein Mafl auf B(R™) gibt, das allen achsen-
parallelen Quadern ihr (gewohnliches) Volumen zuordnet. Dieses Maf}, das Lebesgue-Borel-
MaB \,, ist das wichtigste Maf} fiir die Zwecke der Analysis, und wir werden es stindig
benutzen. Da der Beweis der Existenz des Lebesgue-Borel-Mafles recht technisch ist, iiber-
springen wir ihn jedoch erst einmal. Wir holen ihn voraussichtlich am Semesterende nach,
wenn wir bereits etwas Erfahrung mit den Denkweisen der Mafitheorie haben. Dann fallt
er uns leichter! Sie finden den Beweis in Anhang A.*

MDer im Anhang gegebene Beweis orientiert sich an Bauers “Ma8- und Integrationstheorie.” Eine andere
Konstruktionsmethode fiir MaBe (‘Rieszscher Darstellungssatz”) findet man in Rudins “Real and Complex
Analysis;” sie verlangt tiefere Kenntnisse der Topologie.
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Satz 2.5 (Existenz und Eindeutigkeit des Lebesgue-Borel-Mafles).

(a) Es gibt genau ein Maff A auf der o-Algebra B(R™) der Borelmengen des R™, welches
jedem halboffenen Quader sein natiirliches Volumen zuordnet, also

)\([a,b[) = (bl — al) ot (bn — an)
fir alle a = (ay,...,a,), b= (b1,...,b,) € R" mit ar, < by fiir alle k.

(b) Ist U C R™ eine offene Teilmenge und p ein MafS auf B(U), das auf allen kompakten
Mengen K C U endliche Werte annimmt, so ist fir jede Borelmenge A € B(U)

pu(A) = inf { Z w(Bg): By, halboffene Quader in U mit A C |-, Bk} :

k=1

Insbesondere ist das MafS p also durch seine Werte auf den halboffenen Quadern
eindeutig bestimmit.

Beweisskizze: Es sei F die Menge aller endlichen Vereinigungen von paarweise disjunkten,
halboffenen Quadern.!® Dann ist F ein Mengenring im folgenden Sinn: ) € F, und mit
A,B € F sind auch AUB, AN B und A\ B in F. Auflerdem wird B(R") als o-Algebra
von F erzeugt (vgl. Lemma 1.15).

Fiir [a,b] € F setzen wir A([a,b]) := (by — a1) - ... (b, — a,), definieren A(()) := 0 und
erkldren fiir paarweise disjunkte Quader 1, ..., Q,
AMQLU---UQ,) = AMQk) -
k=1

Auf diese Weise erhélt man eine wohldefinierte Abbildung A: F — [0, oo], die offensicht-
lich additiv ist. Man zeigt nun, dass A sogar o-additiv ist (dies beruht auf der Kompakt-
heit der entsprechenden abgeschlossenen Quader). Schliefllich beweist und benutzt man

den Hahnschen Fortsetzungssatz, der die eindeutige Fortsetzung von A\ zu einem Mafl auf
o(F) = B(R") liefert. O

Definition 2.6 Das Mafl A : B(R") — [0,00] aus Satz 2.5 heifit das n-dimensionale
Lebesgue-Borel Mafl. Man schreibt auch A, := A.

Wir denken uns A, (B) als n-dimensionales Volumen der Borelmenge B. Dieses Volumen ist
dadurch normiert, dass wir jedem (achsenparallelen) Quader sein “natiirliches” Volumen
zuordnen. Bei “komplizierten” Borelmengen B C R", die sich nicht als disjunkte Vereini-
gungen solcher Quader darstellen lassen, ist zundchst nicht klar, wie man die Zahl A(B)
konkret berechnen kann. Satz 2.5 (b) sagt uns hierzu lediglich, dass man \(B) von oben

15Solche Vereinigungen heiBen auch “n-dimensionale Figuren”—daher der Buchstabe F.
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beliebig genau approximieren kann, wenn man Uberdeckungen von B durch abzihlbar vie-
le Quader betrachtet. Man erwartet, dass man umso mehr und umso kleinere Quader zur
Uberdeckung benutzen muss, je “komplizierter” B ist. Dieses Verfahren ist allerdings nicht
wirklich praktikabel. Mit dem Prinzip von Cavaliert werden wir bald ein Werkzeug kennen
lernen, mit dem man die Berechnung von Volumina auf die Berechnung eindimensionaler
Integrale zuriickfithren kann, wo uns die Mittel der Differential- und Integralrechnung zur
Integralberechnung zur Verfiigung stehen.

Wir schlieflen das Kapitel mit drei Folgerungen aus Satz 2.5 ab.

Folgerung 2.7 Fir jeden kompakten Quader [a,b] := [[;_,[ax, bx] C R™ mit ay, < by, gilt

Ma, b)) = (by—ay) ... (by —ay) .

Beweis. Fiir k =1,...,nund m € N sei b,gm) = by + = und b := (bgm), e b,(lm)). Dann
gilt [a,b] = ﬂ [a, b'™[, wobei
meN
[a,b™[ D [a, 6™ V] fiir alle m € N.

n

Lemma 2.4 (d) gibt A([a,b]) = lim \([a, b(™[) = Ai_rgoﬁ(bk +L—ap) =[] — ). O

m— 00
k=1

Folgerung 2.8 (Translationsinvarianz der Lebesgue-Borel-Mafles). Ist A € B(R")
und v € R, so0 ist auch A+ x € B(R™), und es gilt

MA+1z) = MNA).
Hierbei ist A+x :={a+z:a € A}.

Beweis. Den Beweis fithren wir in der Ubung. O

Folgerung 2.9 (Verhalten unter Homothetien). Ist A € B(R") und t € ]0, 00, so ist
auch tA € B(R™), und es gilt
AtA) = t"A(A).

Hierbei ist tA = {ta: a € A}.
Beweis. Man iiberpriift leicht, dass tB(R") := {tA: A € B(R")} eine o-Algebra auf R" ist,

die alle offenen Mengen enthilt. Folglich ist B(R") C tB(R"). Eine Wiederholung dieser
Uberlegung liefert

B(R") C tB(R") C %tB(R") _ BRY):
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also gilt B(R™) = tB(R™). Somit macht
1
Sinn. Man bestétigt leicht, dass p ein Mafl auf (R™, B(R™)) ist und dass

1 1 1 o
u([a,b]) = t—nA(t[a,b[) - —\[ta, tb]) = t—ng (tby — tag) g (b — az) = M[a,b])

fiir jeden halboffenen Quader [a, b] C R"™. Mit Satz 2.5 (b) folgt A = p auf ganz B(R™). O

Da die Abbildung f: R* — R", f(x) := tx ein Homéomorphismus ist (also eine stetige
Bijektion mit stetiger Umkehrabbildung, z — ¢~'z), héitten wir hier iibrigens

tBR") = f.(B(R")) = B(R")

auch als Spezialfall einer Aufgabe aus den Hausiibungen erhalten kénnen.
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Teil II: Allgemeine Integrationstheorie

In diesem Kapitel ist (X, S, 1) ein Mafiraum; R ist stets versehen mit der o-Algebra B(R)
und Teilmengen von R (z.B. [0, 00]) mit der Spur von B(R). Unser Ziel ist es, messbare
Funktionen f: X — R zu integrieren. Das Maf i wird uns vorgeben, was das Integral der
charakteristischen Funktion einer messbaren Menge sein soll. Davon ausgehend definieren
wir das Integral von messbaren Funktionen mit nur endlich vielen Werten (Stufenfunk-
tionen) und dann das Integral nicht-negativer messbarer Funktionen, die wir von unten
durch Stufenfunktionen annédhern. Schliefflich spalten wir allgemeine messbare Funktionen
in ihren Positiv- und Negativteil auf, fiir die wir die Integrale bereits definiert haben. Wir
werden sehen, dass das so definierte Lebesgue-Integral wesentlich allgemeiner und flexibler
als das Riemann-Integral ist.

3 Konstruktion und Eigenschaften des Integrals

Wir betrachten zunéichst einen Messraum (X, S).

3.1 Stufenfunktionen

Eine messbare Funktion s: X — R heifit Stufenfunktion, wenn ihr Bild s(X) endlich ist.
Wenn wir zwei Stufenfunktionen addieren oder mit einem Skalar multiplizieren, so erhalten
wir wieder eine messbare Funktion mit endlichem Bild, also wieder eine Stufenfunktion.
Die Stufenfunktionen bilden daher einen Vektorraum.

3.1 Beispiele.

(a) Jede konstante Funktion f: X — R ist nach Beispiel 1.18 messbar und somit eine
Stufenfunktion.

(b) Funktionen mit zwei Werten (etwa 0 und 1): Nach Beispiel 1.19 ist die charakteris-
tische Funktion 14: X — R einer Teilmenge A C X genau dann messbar (und somit
eine Stufenfunktion), wenn A messbar ist, also A € S.

(c) Im Falle (X,S) = (R,B(R)) ist jede Treppenfunktion (wie in der Analysis I zur
Definition des Riemannintegrals benutzt) insbesondere eine Stufenfunktion, aber eine
Stufenfunktion braucht keine Treppenfunktion zu sein. Beispielsweise ist 1g eine
Stufenfunktion auf R, aber keine Treppenfunktion.

Lemma 3.2 FEine Funktion s: X — R ist genau dann eine Stufenfunktion, wenn es Zahlen

ai, ..., o € R und paarweise disjunkte Mengen A; € S gibt derart, dass s = 2521 a;ly;.

Beweis. Sind o; € Rund A; € S fiir j = 1,...,k paarweise disjunkt, so ist s =
Z?Zl a;14, messbar nach Satz 1.30 und somit eine Stufenfunktion, da s offensichtlich
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nur endlich viele Werte annehmen kann (nur 0 oder aq, ..., ax). Sei nun umgekehrt s eine
Stufenfunktion und f(X) = {aq,...,ax} mit paarweise verschiedenen Zahlen ;. Dann
sind die Mengen A; := f~'({c;}) messbar, und es ist s = Z?Zl a;jly;. O

Die folgende Beobachtung ist niitzlich:

Lemma 3.3 Sind s,t: X — R Stufenfunktionen, so gibt es paarweise disjunkte Mengen
Ay, ... Ay € S sowie reelle Zahlen o, §; fir j € {1,...,k} derart, dass s = Z?:l a1y,

und t = Z?:l Bily,.

Beweis. Es ist s = Zle a;l4, und t = Z;"zl bj1p, mit paarweise disjunkten messbaren
Mengen A; bzw. B; und Zahlen a;,b; € R. Indem wir notfalls a1, := 0 und Ay =
X\ Ule A; hinzunehmen (und analog fiir die zweite Zerlegung), diirfen wir Ule A; =
U;n:l B; = X annehmen. Die Mengen A;N B, sind paarweise disjunkt, und ihre Vereingung

ist X. Wir schreiben
{AiﬂBj:i:1,...,k,j:1,...,m} = {Cp:l=1,...,n}

mit paarweise verschiedenen Mengen Cy. Ist C; = (), so wihlen wir oy, 3, € R beliebig.
Ist Cy # 0, so gibt es eindeutig bestimmte 4, 7 mit Cp, = A; N By; wir setzen ay := a; und
B¢ := b; und behaupten, dass nun

s = Zaglcl und (15)
=1

t = Zﬁelo[- (16)
=1

In der Tat: Fiir jedes € X gibt es genau ein ¢ und genau ein j mit € A; N B;. Dann ist
A, N B; = C, fiir genau ein £. Somit s(x) = a; = ay, was auch der Wert der rechten Seite
von (15) an der Stelle x ist. Weiter ist t(x) = b; = 3, der Wert der rechten Seite von (16)
an der Stelle x. O

Satz 3.4 (Approximationssatz fiir messbare Funktionen). Es sei f: X — [0, 0]
eine messbare Funktion. Dann existiert eine monoton wachsende'® Folge von Stufenfunk-
tionen s,: X — [0, 00[ derart, dass

lim s,(z) = f(z) firalexe X.

n—oo

Man kann sogar erreichen, dass die Konvergenz auf jeder der Mengen {x € X: f(x) < ¢}
mit ¢ € [0, 00| gleichmdfSig ist.

16Djes ist punktweise gemeint: Fiir jedes © € X ist (8,(2))nen eine monoton wachsende Folge von
Elementen von [0, co].
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Beweis. Fiir n € N definieren wir s,,: X — R via

L Kk kt1 i Lon _

on() = {7 falls f(x) € [5%, 55 mit k€ {0,1,...,n-2" — 1},
n falls f(z) € [n,o0].

Dann ist (sp)nen eine monoton wachsende Folge von Stufenfunktionen. Ist ¢ € [0, 00, so

gilt fiir alle n € N mit n > c:

1
|f(z) = su(z)] < o fir alle z € X mit f(x) <c.

Hieraus folgt die gleichméBige Konvergenz auf {z € X : f(x) < ¢} sowie die punktweise
Konvergenz auf {z € X: f(z) < co}. Die punktweise Konvergenz auf {z € X: f(z) = oo}
ist offensichtlich. O

Folgerung 3.5 FEine Funktion f: X — R ist genau dann messbar, wenn sie punktweiser
Grenzwert einer Folge von Stufenfunktionen ist.

Beweis. Punktweise Grenzwerte von Folgen messbarer Funktionen sind nach Satz 1.48
messbar. Ist umgekehrt f messbar, so sind nach Lemma 1.40 (b) und Satz 1.47 auch die
nicht-negativen Funktionen fi: X — R

fi = max(f,0) und f_ := max(—f,0) (17)

messbar. Nach Satz 3.4 existieren Folgen (s,)neny und (¢,)nen von Stufenfunktionen, die
punktweise gegen f, bzw. f_ konvergieren. Dann ist (s, — t,),en eine Folge von Stufen-
funktionen, die punktweise gegen f = f, — f_ konvergiert (da hier keine undefinierten
Summen wie 0o + (—o0) oder (—o0) + oo auftreten). O

Hierbei wurde der folgende Sachverhalt benutzt, den wir in der Ubung beweisen:

Lemma 3.6 (Stetigkeit der Addition in R). Es seien (an)nen und (by)nen konvergente
Folgen in R mit Limes a bzw. b in R. Ist a+b definiert,'” so ist auch a,+b, fiir alle geniigend
groflen n definiert, und es gilt a +b = lim (a, + b,). O

Beachten Sie, dass die Bedingung an a und b stets erfiillt ist, wenn wir nur konvergente
Folgen in [0, co] betrachten.

Definition 3.7 Die messbaren Funktionen f,: X — [0,00] und f_: X — [0, 0] aus (17)
werden der Positiv- und Negativteil der messbaren Funktion f: X — R genannt.

Eine niitzliche Konsequenz aus dem Approximationssatz ist auch die folgende Verallgemei-
nerung von Satz 1.30:

"Verlangt ist also (a,b) & {(—o00, ), (o0, —c0)}.
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Folgerung 3.8 Es scien f,g: X — R messbare Funktionen derart, dass f(z) + g(z) fiir
alle x € X definiert ist, also (f(z),g(x)) & {(00, —00), (—00,00)}. Dann ist f +¢g: X — R
messbar.

Beweis. Nach Satz 3.4 sind f und g punktweise Grenzwerte von Stufenfunktionen, also
auch f + g, da per Voraussetzungen keine undefinierten Summen der Gestalt co + (—o0)
oder (—o0) 4 oo auftreten. Nach Folgerung 3.5 ist somit f + g messbar. O

3.2 Konstruktion des Integrals

Es sei (X, S, 1) ein MaBraum und f: X — R eine messbare Funktion. Wir definieren das
Integral von f bzgl. des Mafles i1 in mehreren Schritten.

Schritt 1. Ist f =14 mit A € S, so setzen wir I(f) := u(A).

Schritt 2. Ist f: X — [0,00[ eine nicht-negative Stufenfunktion, so schreiben wir f als
Zle a; 14, mit o; € [0,00] und paarweise disjunkten Mengen A; € S (vgl. Lemma 3.2)
und definieren

I(f) = Z a; - (A .

Dieser Ausdruck ist wohldefiniert. Sei ndmlich auch f = Z;”:l Bi1p;. Wie im Beweis von

Lemma 3.3 diirfen wir (J, A; = Ui, Bj = X annehmen. Gegeben i,j ist entweder
pu(A;NBj) =0 oder A;NB; # 0, so dass ein x € A;N B; existiert und oy = f(z) = f; folgt.
Da A; die Vereinigung der paarweise disjunkten Mengen A; N B; fiir j € {1,...,m} ist und
B; die Vereinigung der paarweise dijunkten Mengen A; N B; fiir i € {1,...,k}, folgt mit
der Additivitat des MaBes pu:

k kK m m k m
ZCWM(AO = > awu(AnB;) = > > Biu(AinB;) = ZﬁjM(Bj)-

i=1 j=1 j=1 i=1

Sind f und g nicht-negative Stufenfunktionen mit f < g, so ist I(f) < I(g). In der Tat:
Nach Lemma 3.3 gibt es paarweise disjunkte messbare Mengen A;,..., Ay € S und o, §; €
[0, 00[ derart, dass f = S°F ;14 und g = 32 B4, Ist u(A;) # 0, so ist A; # 0; wir
wihlen = € A; und schlieBen «; = f(x) < g(x) = ;. Somit

k k
I(f) = Z%’N(Az’) < ZﬁiM(Ai) = I(g)-
i=1 i=1
Schritt 3. Ist f: X — [0, 00| eine nicht-negative, messbare Funktion, so definieren wir
/ fdup = sup{I(s): s Stufenfunktion mit 0 < s < f} € [0, ] (18)
b's
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als das Supremum iiber die Zahlen I(s), wenn s die Menge aller unterhalb von f gelegenen
nicht-negativen Stufenfunktionen durchlauft.

Bemerkungen.
(a) Das Supremum wird hier iiber eine nicht-leere Menge gebildet (vgl. Satz 3.4).
(b) Man beachte, dass [, f du den Wert co annehmen kann.

(c) Ist f selbst eine nicht-negative Stufenfunktion, so ist [, fdu = I(f). Fiir jede Stu-
fenfunktion 0 < s < f ist ndmlich I(s) < I(f).

Schritt 4. Nun sei f: X — R messbar. Dann sind der Positivteil f, := max(f,0) und
Negativteil f_ := max(—f,0) von f nicht-negative messbare Funktionen. Die Integrale

/X Fody und /X oy (19)

sind daher wie in Schritt 3 erkléart. Da f = f, — f_, ist die folgende Definition sehr natiirlich:

Definition 3.9 Ist eines der Integrale in (19) endlich, so definieren wir

/deu = /Xf+du—/xf_dueR (20)

Sind beide Integrale in (19) endlich, so heiit f (bzgl. u tiber X) Lebesque-integrierbar (oder
kurz: integrierbar). Man schreibt auch

| f@ inte) = [ 5

Beachten Sie, dass wir das Integral von f auch dann definiert haben, wenn f nicht inte-
grierbar ist, aber wenigstens eine der beiden Funktionen f, diese Eigenschaft hat. Das ist
in vielen Situationen bequem. Beachten Sie auch, dass per Definition jede integrierbare
Funktion insbesondere messbar ist.

Definition 3.10 Wir schreiben £!(X, ) fiir die Menge aller bzgl. u iiber X Lebesgue-
integrierbaren reellwertigen Funktionen f: X — R.

Hier ist ein erstes, sehr einfaches Beispiel eines Integrals (Details priifen wir in der Ubung).

Beispiel 3.11 (Integrale bzgl. Dirac-Maflen). Es sei X eine Menge, z € X und
3. P(X) — [0, 00] das Dirac-MaB in z (sieche Beispiel 2.3 (b)). Dann gilt

/X Fds, = fla) (21)

fiir jede Funktion f: X — [0, cc]. Eine Funktion f: X — R ist genau bzgl. 6, integrierbar,
wenn f(x) € R; auch in diesem Fall gilt (21).

28



Lemma 3.12 Fs sei (X, S, ) ein Mafiraum.
(a) Sind f,g: X — [0, 00] messbare Funktionen mit f < g, so ist [, fdu < [y g dp.

(b) Sind f,g: X — R integrierbar und f < g, so ist

/deu§ /ngu-

(c) Ist f: X — R eine messbare Funktion derart, dass Jx [ dp im Sinne von (20)
existiert, so existiert auch fX cf du fir jedes c € R, und es gilt

/cfma /fdu

(d) Ist u(X) < oo und f messbar und beschrinkt, so ist f € LY(X, ), und es gilt

o n(X) < [ Fdu < bop(x) (22)

fir alle a,b € R mita < f <b.
(e) Ist u(X) =0, so ist / f du =0 fiir jede messbare Funktion f: X — R.
X

(f) Ist f: X — R integrierbar, so ist u({x € X: f(z) € {—o00,00}) = 0.
(g) Ist f: X — [0,00] messbar und [, fdu =0, so gilt p({z € X: f(z) #0}) = 0.

Beweis. (a) Fiir jede Stufenfunktion s mit 0 < s < f gilt auch 0 < s < g. Somit
Jx fdp=sup{l(s):0<s < f} <sup{l(s):0<s<g}=[,gdu
(b) Aus f < g folgt f. < g, und g_ < f_. Nach (a) ist also

/h@é/mw1m /mmé/ﬁw
X X X X

und daher [, fdu= [y fedu— [ [-dp < [y grdp— [ g-du= [, gdp.
(c) Aus der Definition des Integrals und (—f)y = f_ sowie (—f)_ = f; folgt sofort

/X(—f)duz —/deu-

Wir diirfen daher ¢ > 0 annehmen und sogar ¢ > 0, denn der Fall ¢ = 0 ist trivial. Da
(cf)y =cfy und (¢f_) = e¢f_, braucht die Behauptung nur fiir fi gezeigt zu werden. Wir
diirfen daher f > 0 annehmen. Dann ist

[etdn = sp{I9:0<s<ef) = sp{I(9:0< ks < f)
X
= sup{cl(;5):0< s < f} = csup{I(t):0<t < f} = C/ fdu,
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denn fiir jede nicht-negative Stufenfunktion s gilt trivialerweise I(cs) = cI(s).

(d) Sei |f| < M mit M € [0, 00[. Dann ist auch fy < M = M 1x und daher [, fidy <
Jx M1xdp = Mpu(X) < oo nach(a). Somit f € L1(X,p). Ist @ < f < b, so ist also
aly < f < bly und somit au(X) = [yalxduy < [, fdp < [ blxdp = bu(X),
nach (b).

(e) Fiir alle Stufenfunktionen s gilt I(s) = 0. Hieraus folgt [, f+du = 0 und daraus
die Behauptung.

(f) Da f~H({—00,00}) = (f+)"'({oo}) U (f-)"*({oc}), geniigt es, f > 0 anzunehmen
und p(f1({oo})) = 0 zu zeigen. Wir setzen N := f~!({oc}). Fiir jedes r € [0, oo ist dann
0 <rly < fund somit rpu(N) = I(rly) < [, fdu. Da [, fdu < oo, folgt u(N) =0
(sonst konnten wir die linke Seite beliebig grof machen).

(g) Wir setzen X,, := {x € X : f(x) > %} fir n € N. Dann gilt X; € Xy, C ---

und {z € X : f(z) # 0} = U, eny Xn, somit p({z € X : f(z) # 0}) = limy, o u(Xy)
nach Lemma 2.4 (c). Wir brauchen daher nur x(X,) = 0 zu zeigen. Da +1yx, < f, gilt
LX) = [y 21y, du < [, f dp = 0. Daraus folgt wie gewiinscht u(X,) = 0. O

3.3 Integration iiber Teilmengen

Gegeben einen Mafiraum (X, S, ) (z.B. R"” mit dem Lebesgue-Borel-Mafl) mochte man
héufig eine Funktion nicht iiber ganz X integrieren, sondern nur iiber eine messbare Teil-
menge A € § von X. Da die Einschriankung p|4 von p auf die Spur S|4 der o-Algebra S
auf A ein Mafl auf A ist (siche Beispiel 2.3 (d)), konnen wir diesen Fall auf die bisherige
Integral-Definition zuriickfiihren:

Definition 3.13 Ist (X, S, 1) ein MaBraum, A € S und f: B — R eine auf einer Ober-
menge B € S von A definierte messbare Funktion auf (B,S|g), so setzen wir

/Afdu = /Af|Adu|A

wann immer das Integral auf der rechten Seite definiert ist.
Zur spéteren Benutzung halten wir einige recht offensichtliche Eigenschaften fest:
Lemma 3.14 FEs sei (X, S, pn) ein Mafiraum und A, B € S mit A C B. Dann gilt:

(a) Fir jede nicht-negative Stufenfunktion s: X — [0, 00[ der Form s = Zle a; 14, mit
a; € R und paarweise disjunkten Mengen A; € S ist

/sd/,L Zaz (A;NA).
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(b) Sind f,g: (B,S|s) — R messbare Funktionen, die auf A dibereinstimmen, so ist
fAfd,u genau dann definiert, wenn das Integral ngd,u definiert ist, und die zwei
Integrale stimmen in diesem Fall tiberein. Weiter ist fAfd,u genau dann definiert,
wenn fB 18- f du definiert ist, und die zwei Integrale stimmen in diesem Fall iiberein.

(c) Ist f bzgl. p diber X integrierbar, so auch iiber A. Insbesondere f € LY X, u) =
fla € LA, pla).
Beweis. (a) Es ist s[4 = Y.F , a; 1) |4 = S 14 -4 eine Stufenfunktion auf A und
somit [, sdp = [, sladula =31 cipla(AinA) =30 o (A0 A).

(b) Da f|a = g|a und nur diese Einschrinkung in die Definition des Integrals tiber A
eingeht, ist die erste Behauptung offensichtlich. Die zweite Behauptung lisst sich wie folgt
begriinden (wir {iberspringen den Beweis in der Vorlesung): Da (15 f). = 15 (f), geniigt
es, die Gleichheit der fraglichen Integrale fiir nicht-negative messbare Funktionen f zu
zeigen. Fiir jede nicht-negative Stufenfunktion s: A — [0,00[ mit s < f|4 ist die durch
§:= s(z) fur z € A, 5(z) := 0 fir x € B\ A definierte Funktion §: B — [0,00[ eine
Stufenfunktion mit [, sdp = [, §dp (siche Beweis von (c)) und § < 15 - f. Wir beobachten
nun, dass jede nicht-negative Stufenfunktion ¢t < 1% f auf B sich als t = § mit s := t|4
schreiben ldsst (da t|p\ a4 = 0). Es folgt

/fd,u = sup{/sd,u :sSt.fkt.aqumit0§s§f|A}
A A

= sup{/éd,u . s St.tkt. aqumitO§s§f|A}
B

= sup{/tdu :tSt.fkt.aumeitOSt§1§~f} = /1§fdu.
B B

(c¢) Fiir jede Stufenfunktion 0 < s < fi|4 auf A der Gestalt s = Zle a; 14 ist

= Zle o 1‘2(1, eine Stufenfunktion auf X, die s fortsetzt; da §|x\a = 0 ist weiter 0 <
< fy. Somit Ta(s) := [, sdula = S0 s u(A) = [ 3dp = Ix(3) < [ frdu. Also
S fedp=sup,Ia(s) < [y f+dp < oo. Fiir f_ geht es analog. O

VAR

VAR

Man wiirde erwarten, dass fiir disjunkte messbare Mengen A;, A, stets
[ faw= [ rans | ran.
A1UA5 Ay Ao

Der folgende Satz garantiert dies und stellt zusétzliche Information bereit.

Satz 3.15 (Mafle mit Dichten). Es sei (X, S, i) ein Mafraum und p: X — R eine
messbare Funktion. Dann gilt:

(a) Ist p nicht-negativ, so ist j,: S — [0, 0],

pp(A) = /Ap du  fir AeS (23)

ein Maf auf (X,S).
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(b) Ist p bzgl. w iber X integrierbar, so definiert (23) eine o-additive Funktion™® u, :

S — R.

Beweis. (b) Aus der Definition des Lebesgue-Integrals als Differenz der Integrale von
Positiv- und Negativteil folgt, dass p, = p,, — p,_. Gilt (a), so sind p,, und p, o-
additive Funktionen mit Werten in R (da p+ € £'(X,p)). Aufgrund der Stetigkeit der
Addition reeller Zahlen ist dann auch p, = p,, — p,_ o-additiv.

(a) Zunéchst beobachten wir (zur spiteren Benutzung im Beweis), dass 11, monoton ist:
Sind A, B € S mit A C B, so folgt wegen 14 - p < 1 - p aus der Monotonie des Integrals:

pp(A) = /pdu - /lA-pdu < /lB-pdu = 1p(B).
A b b
Da p,(0) = 0 (vgl. Satz 3.12 (e)), ist nur noch die o-Additivitdt von p, zu zeigen. Dies

zeigen wir fiir zunehmend allgemeine Funktionen p:

Ist p = 1p eine charakteristische Funktion, so ist [, pdu = u(ENA), und die Behauptung
folgt aus der o-Additivitdat von p. Ist p = ;¢ 1p; eine Stufenfunktion mit paarweise
disjunkten Mengen E; € S, so ist nach Lemma 3.14 (a)

/Apdu = u(EnA),

J

und die Behauptung folgt nun mit Lemma 3.6 aus der o-Additivitdt aller Summanden.

Allgemeiner Fall: Sei nun p > 0 messbar und A := |J, .y An mit paarweise disjunkten
Mengen A,, € S. Wir haben zu zeigen, dass j,(A) = > 7 pp(Ay).

Aus dem bereits Bewiesenen folgt fiir jede Stufenfunktion s auf X mit 0 < s < p, dass

/sdu = Z/ sdp < Z/ pdp = p(An).
A n=1 An n=1 An n=1

Bilden wir links das Supremum iiber alle Stufenfunktionen s mit 0 < s < p, so folgt

Mp(A) = /Apdﬂ < Zﬂp(An)a

wir haben also nur noch > >, p,(A,) < p,(A) zu zeigen. Fiir p1,(A) = oo ist dies trivial.
Sei nun also p,(A) < oo und somit auch p,(A,) < oo fiir alle n. Nach Definition der
Integrale iiber A; und A, gibt es fiir j € {1,2} Stufenfunktionen s;: A; — [0, co[ mit

0 <s; < pla,; derart, dass
/ sjdu > / pdu — €.
A; A;

J J

18Solche Funktionen nennt man auch “signierte Mafle.”
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Dann ist die durch s(z) := s;(z) fiir © € A; und s(x) := 0 fiir v € X \ (4; U A;) definierte
Funktion s: X — [0, 00| eine Stufenfunktion auf X mit 0 < s < p und

/sduz/pdu—s fir j € {1,2}.

J J

Folglich ist

to(A1UA,) = /

pii = [ sdp = [ sdur [ sduz (a2
AjUA2 A1UA2 Aq Az

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt p,(A1 U As) > p,(A1) + p1,(A2). Da die umgekehrte Inklusion
oben bereits gezeigt wurde, ist also p1,(A; U As) = p,(A1) + p,(As). Induktiv erhalten wir

o O 4) = iup(Ak) fiir alle n € N.
k=1 k=1

Wegen J;'_; A C A ist offensichtlich p,(A) > up( U?:1 Ak). Aus dem Vorigen folgt daher

po(4) = tim g ((JA) = Tim S p(4) = 37 m(An).

Damit ist alles gezeigt. O

Im Moment brauchen wir Satz 3.15 nur als technisches Hilfsmittel; in Kapitel 5 werden wir
bzgl. solcher “Mafle mit Dichten” dann auch integrieren und etwas mehr damit anfangen.

Folgerung 3.16 FEs sei (X,S,pu) ein Mafraum. Sind A C B messbare Mengen mit
w(B\ A) =0 und ist f: X — R nicht-negativ oder integrierbar, so gilt

/Afduz/deu-

Beweis. Die Funktion py: & — R, ps(E) := [, fdp ist nach Satz 3.15 additiv. Folglich
ist pp(B) = pr(A) + pp(B\ A), wobei pp(B\ A) = 0 nach Lemma 3.12 (e). O

Folgerung 3.16 zeigt, dass man Mengen vom Mafl 0 beim Integrieren vernachléssigen darf.

Definition 3.17 Es sei (X, S, ) ein Mairaum. Gilt eine Eigenschaft P fiir alle Punkte
von X auBerhalb einer Menge vom Maf 0, so sagt man P gelte fast tiberall (oder auch: fiir
fast alle x).

Beispiel: Fiir die charakteristische Funktion 1g von Q C R gilt 1g(x) = 0 fiir fast alle
x € R bzgl. des Lebesgue-Borel-Mafles auf R.

Folgerung 3.18 FEs scien (X, S, i) ein Mafraum und f,g: X — R messbar. Dann gilt:
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(a) Die Mengen E :={z € X: f(x) =g(x)} und {z € X: f(x) > g(x)} sind messbar.

(b) Sind f,g >0 und ist f(x) = g(x) fast iberall (also (X \ E) = 0), so ist [ fdu =
Jx gdp.

(¢) Gilt f(x) = g(x) fast dberall, so ist f bzgl. i genau dann integrierbar, wenn g es ist.
In diesem Fall ist [, fdu= [y gdp.

Beweis. (a) iiberpriifen wir in der Ubung.

(b) Esist [y fdu= [, fdu= [,9du= [y gdu, wobei die erste und letzte Gleichheit
auf Folgerung 3.16 beruht, die zweite auf Lemma 3.14 (b).

(c) Gilt f(x) = g(x) fast iiberall, so gilt auch fi(x) = g+(x) fast iiberall. Die Behaup-
tung folgt daher aus Teil (b). O

Man darf also messbare Funktionen auf Mengen vom Mafl 0 abéndern, ohne ihr Integral
zu verdndern (solange die abgednderte Funktion nach wie vor messbar ist).

Satz 3.19 Es sei (X, S, ) ein Mafraum. Ist f: X — R integrierbar, so auch |f|, mit

]/Xfcm\ < /X|f|du-

Beweis. Es sei A:={z € X: f(z) >0} und B:= X\ A= {zr € X: f(z) < 0}. Nach
Satz 3.15 (a) ist

lelduz/Alf|du+/B|f|du=/Af+du+/Bf—du<oo.

Also ist | f| integrierbar. Wegen f < |f| und —f < |f| ist nun

/deNS/X‘f\du und _/de“:/X(_fWMS/X\f\du

nach Lemma 3.12 (b) und (c). Folglich | [ fdu| < [, |f]dp. O

Das folgende Kriterium macht es in vielen Féllen sehr leicht, die Integrierbarkeit einer
gegebenen messbaren Funktionen zu zeigen:

Satz 3.20 (Majorantenkriterium). Ist f: X — R messbar, g: X — [0,00] bzgl. p
integrierbar und | f| < g, so ist auch f bzgl. p integrierbar.

Beweis. Dies folgt sofort aus f, < gund f_ <g. O
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3.4 Konvergenzsitze

Wir wenden uns nun den Konvergenzsétzen fiir das Lebesgue-Integral zu, die unter sehr
schwachen Voraussetzungen das Vertauschen von Grenzprozessen und Integration erlauben:

lim an(a:) du(x) = /X lim f,(z) du(x).

n—oo n—oo
Die Konvergenzsétze sind méchtige und haufig benutzte Werkzeuge der Analysis.

In diesem Abschnitt ist (X, S, ) ein MaBraum. Wir beweisen zunéchst einen auch als “Satz
von Beppo Levi” bekannten, extrem wichtigen Konvergenzsatz.

Satz 3.21 (Satz iiber monotone Konvergenz). Ist (f,)nen €ine Folge nicht-negativer
messbarer Funktionen f: X — [0, 00| mit

filz) < fo(x) < -+ fiir alle x € X,
so existiert f(z) := lim,_o fo(z) in R fiir alle x € X, die Grenzfunktion f: X — [0, 00
ist messbar, und [ fodp — [y fdp.

Beweis. Nach Lemma 1.42 existiert der Limes f(x) fiir jedes x, und nach Satz 1.48 ist
f messbar als punktweiser Limes messbarer Funktionen. Setze o, := [ f, dp fiir n € N.
Da die Folge (o, )neny monoton wichst, ist sie nach Lemma 1.42 und Lemma 1.45 (a) in R
konvergent, mit Limes

a = lim o, = sup{a,:n €N} € [0,00].

n—oo

Da f, < f, gilt a,, = fX fadp < fX f dp nach Lemma 3.12 (a) und somit auch a < fX fdu.

Um die umgekehrte Ungleichung o > [ « fdp zu zeigen, diirfen wir o < oo annehmen
(sonst ist die Aussage trivial). Sei nun s eine Stufenfunktion mit 0 < s < f, ¢ €]0,1]
und X, := {z € X : f,(x) > cs(x)}; nach Folgerung 3.18 (a) ist X,, messbar. Dann ist
X, € Xy fiir alle n € N (da die Folge ( f,,)nen monoton wiéchst). Weiter ist X = | J, ey Xn»
denn ist x € X, so ist entweder s(x) = 0 und somit = € Xj, oder es ist s(z) > 0, so dass
wegen s(x) < f(z) = lim, o fu(z) ein n mit f,(z) > cs(x) existiert.

Mit Satz 3.15 (a) sowie Lemma 3.12 (a) und (c) erhalten wir auerdem

[tz [ ganz [ ean=cf san 24)
X Xn n n
Fiir n — oo folgt aus (24), Satz 3.15 (a) und Lemma 2.4 (c)

a > limc/ sdu:c/sd,u.
n—oo " X

Da ¢ € ]0, 1] beliebig war, folgt o > fX sdp fiir alle Stufenfunktionen s mit 0 < s < f und
somit a > [, fdp, was den Beweis beendet. O
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Bemerkung 3.22 Ist f: X — [0,00] messbar, so gibt es nach Satz 3.4 eine monoton
wachsende Folge s; < sy < --- nicht-negativer Stufenfunktionen s, : X — [0, 0], die
punktweise gegen f konvergiert. Als Spezialfall des Satzes iiber monotone Konvergenz ist

/fdu = lim/sndu = sup{/sndu:nEN}. (25)

Beachten Sie, dass wir (25) nicht zur Definition des Integrals [, f du der nicht-negativen
messbaren Funktion f benutzt haben, sondern das Supremum der Menge aller Integrale un-
ter f liegender Stufenfunktionen bilden mussten—schlagen Sie Gleichung (18) auf Seite 27
noch einmal nach !

Lemma 3.12 (¢) und der folgende Satz zeigen, dass £'(X, 1) ein reeller Vektorraum ist.
Satz 3.23 FEs seien f,g: X — R messbare Funktionen. Dann gilt:
(a) Sind f,g >0, so ist

/X(f+g)du = /deu+ /ngu. (26)

(b) Sind f,g € LY(X, i), so ist auch f+ g € LY(X, u) und (26) gilt.

Beweis. (a) Wir zeigen (26) zunéchst fiir nicht-negative Stufenfunktionen f,g: X —
[0, 0o[. Nach Lemma 3.3 existieren paarweise disjunkte Mengen A;, ..., Ay € Sund o, §; €
[0, 00| derart, dass f = 3¢ | ;14, und g = Z?Zl Bila,. Dannist f+g=> " (a;+05;)14,
und somit wie gewiinscht

k

k k
/X(f+9) du =Y (i +B)u(Ay) = ZaiM(Ai)JrZ@M(Ai) = /deu + /ngﬂ‘

=1

Nun seien f,g: X — R beliebige nicht-negative messbare Funktionen. Dann gibt es nach
Satz 3.4 monoton wachsende Folgen (s;);en und (¢;);en nicht-negativer Stufenfunktionen
derart, dass s; — f und ¢t; — ¢ punktweise. Dann ist (s; 4 ¢;);en eine monoton wachsende
Folge nicht-negativer Stufenfunktionen mit s; +¢; — f + ¢ (siche Lemma 3.6). Somit

/(f+9)dﬂ = lim [ (s;+1;) dp = lim (/ de#Jr/tde)
X J7oe Jx J—=0oe X X
= lim [ s;dp + lim tjd,u:/fd,u—l—/gd,u,
X I JXx X X

Jj—o0
wobei das erste und letzte Gleichheitszeichen auf dem Satz iiber monotone Konvergenz
(Satz 3.21) beruhen, das zweite auf dem bereits fiir Stufenfunktionen Gezeigten, das dritte
auf Lemma 3.6.

YErfahrungsgemifl werden (18) und (25) in miindlichen Priifungen sehr hiufig miteinander verwechselt !
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(b) Offensichtlich gilt (f +g)+ < |f|+]g| und (f +g)- <|f|+ |g|.- Da |f] und |g| nach
Satz 3.19 integrierbar sind, ist |f| 4 |g| nach Teil (a) integrierbar und somit auch f + g.

Wegen f+g = (f+9)+ =(f+9)- = fr—=f-+gs—g-ist (f+9) s +f-+9- = (f+9)-+[i+g+
und somit nach Teil (a)

/X(f+g)+du+ /Xf_du+ /Xg_du

= /X((f+g)++f+g)du= /X((f+9>+f++9+)dﬂ

= /X(f+g)_du+ /Xf+du+ /Xg+du~

Subtrahiert man die entsprechenden Integrale mit Integranden (f + ¢g)_, f_ bzw. g_ auf
beiden Seiten, so erhilt man (26). O

Bemerkung 3.24 Es war erstaunlich aufwendig, die Additivitéit des Integrals zu bewei-
sen! Sind f; und f5 nicht-negative messbare Funktionen auf X, so ist zwar

[ [ gaan < [ (e de

leicht einzusehen—denn fiir nicht-negative Stufenfunktionen s, < f; ist s; + s eine nicht-
negative Stufenfunktion mit s; 4+ so < f1 4+ f5. Die umgekehrte Ungleichung aber ist nicht
offensichtlich ! Die Schwierigkeit rithrt daher, dass man eine nicht-negative Stufenfunktion
s mit s < f; + fo im Allgemeinen nicht als eine Summe s = s; + $o mit s1, o wie zuvor
schreiben kann (ein Beispiel kommt in der Ubung).

Der Satz iiber monotone Konvergenz lédsst sich insbesondere auf Reihen nicht-negativer
Funktionen anwenden. Man erhélt:

Folgerung 3.25 Ist (fu)nen eine Folge messbarer Funktionen f,: X — [0,00], so exi-
stiert der Grenzwert f(x) := > >~ fo(z) in R fiir alle x € X, die so definierte Funktion
f: X —[0,00] ist messbar, und es gilt

/deu _ g/xfndu-

Beweis. Fiir jedes n € N ist g, 1= Z?Zl f; eine nicht-negative Funktion, die nach Folge-
rung 3.8 messbar ist. Die Folge (g, )nen ist monoton wachsend und konvergiert punktweise
gegen f. Mit dem Satz iiber monotone Konvergenz (Satz 3.21) und der endlichen Additi-
vitdt des Integrals (Satz 3.23 (a)) erhalten wir

/fd 321 hm/gndp lim/ijdu
n—oo X

Hier sind zwei niitzliche kleine Anwendungen.
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Folgerung 3.26 (Integration bzgl. des Zihlmafles auf N). Es sei ( das Zihlmaf auf
(N, P(N)) (siche Beispiel 2.3 (c)). Dann gilt

/ adl = Zan (27)

fir jede Funktion a: N — [0,00], n +— a,. Fine Funktion a: N — R, n +— a, ist genau
dann bzgl. ¢ integrierbar, wenn die Reihe >~ | a, absolut konvergiert; wieder gilt (27).

Beweis. Sei zunéchst a > 0. Dann ist a = )" | a,1y,) und somit nach Folgerung 3.25

n=1

/ad{ = i/anl{n}dg = io:an,
N N

wobei benutzt wurde, dass [ an1iny d¢ = ay [y 1y d¢ = an(({n}) =

Die zweite Aussage fiir Reihen reeller Zahlen folgt aus dem bereits Gezeigten durch Auf-
spaltung von a in Positiv- und Negativteil. O

Insbesondere kann man also absolut konvergente Reihen als Integrale interpretieren. Der
Nutzen: Folgerung 3.26 ermoglicht es, die Konvergenzsitze fiir Integrale (z.B. monotone
Konvergenz) auch auf Reihen anzuwenden. Ein Beispiel:

Folgerung 3.27 (Doppelreihensatz). Gegeben ay, ,, € [0, 00| fir n,m € N gilt

oo o0 oo 00
22 G = DD

n=1 m=1 m=1 n=1

Beweis. Es sei ( das Zahlmafl auf N. Dann ist

nm n,m dC( ) = n,m dC( ) = n,m ;

hierbei wurde fiir das erste und letzte Gleichheitszeichen mit Folgerung 3.26 eine Reihe
als Integral bzgl. des Z&éhlmafles umgeschrieben. Das zweite Gleichheitszeichen gilt nach
Folgerung 3.25. O

Unser néchstes Ziel ist der Satz iiber majorisierte Konvergenz, das vermutlich wichtigste
Werkzeug, um die Vertauschbarkeit von Grenziibergang und Integration zu zeigen. Vorbe-
reitend {iberlegen wir uns ein Lemma.

Lemma 3.28 (von Fatou). Fiir jede Folge (f,)nen nicht-negativer messbarer Funktionen
fn: X — [0, 00| gilt

/hmmffn dp < hmmf/ fndp.
X

n—oo
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Beweis. Fiir k € N sei g; := infj>, f;. Dann ist g, < fi, und somit [ grdp < [y fi dp.
Weiter ist die Folge (gx)ren monoton wachsend, und sie konvergiert punktweise gegen
liminf f,,. Der Satz iiber monotone Konvergenz liefert

n—oo

/ gr dy — liminf f,, du
b's

—
Xnoo

k—

fiir £ — oo. Somit lim inf/ fedp > lim inf/ grdp = lim / grdp = / liminf f, du. O
oo Jx k—oco  [x k—oo [ x Moo

Satz 3.29 (Lebesgues Satz iiber majorisierte Konvergenz). Es sei (fy)nen eine
punktweise konvergente Folge messbarer Funktionen f,: X — R, mit Limes

f(z) := lim f,(z) €R

n—oo

fir x € X. Euxistiert eine bzgl. p tiber X integrierbare Funktion g: X — [0, 00] derart, dass
|ful < g fiir alle n € N, so ist f integrierbar und es gilt

lim [ f,dp = /fdu. (28)

Beweis. Da |f| < g, ist f nach dem Majorantenkriterium (Satz 3.20) integrierbar. Nach
Lemma 3.12 (f) ist N := g~!({—00,00}) eine Menge vom Maf 0. Setzen wir F := X \ N,
ist wegen |f,,| < ¢g und |f| < g jede der Funktionen f|g, f.|r und g|g reellwertig. Da

/deu = /Ef\E dulp  und /an du = /Efn|E dule

nach Folgerung 3.16, geniigt es, (28) anstelle fiir f,, und f fiir die durch g|g majorisierten
Funktionen f,|g und f|g auf dem Mafraum (F,S|g, p|g) zu zeigen. Wir diirfen daher
nun 0.B.d.A. annehmen, dass die Funktionen ¢, f, und f alle reellwertig sind, was uns
ermoglicht, diese Funktionen punktweise zu subtrahieren. Es ist |f, — f| < 2¢ fiir alle
n € N. Wir wenden nun das Lemma von Fatou auf die Funktionenfolge (29 — |f,, — f|)nen
an und erhalten

/29du = /hminf@g—!fn—fl) dp < liminf/(Qg—lfn—f]) du
X X T n—oo  Jx
= /29 dp + liminf/(—\fn—fl)du
X n—oo X

- /29du - limsup/lfn—fldu < /2gdu.
X n—00 X X

Da [ v 29dp = 2 / v gdu < oo, konnen wir “<” hier durch “=" ersetzen und erhalten
limsup,, o, [ [fo—f]dp = 0, weswegen auch lim,, . [ [fo—f|dp = 0 (vgl. Lemma 1.46).
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Mit Satz 3.19 folgt nun

)/andu—/xfdu‘S/X|fn—f|dﬂ_>0_ ]

Beispiel. Wir betrachten eine Funktionenfolge, auf die sich der Satz {iber majorisierte Kon-
vergenz nicht anwenden lisst (der “gleitende Buckel”). Dazu sei (X, S, u) = (R, B(R), \)

und f,, := 1y, ,4q) fiir n € N. Die Funktionenfolge (f,,)nen konvergiert punktweise gegen
f =0, aber

O:/fd)\:/limfnd)\;é lim [ f,d\ = 1.
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4 Vom Lebesgue-Borel-Mafl zum Lebesgue-Maf} und
Lebesgue-Integral

Als Spezialfall der in Kapitel 3 entwickelten allgemeinen Integrationstheorie konnen wir
insbesondere Funktionen bzgl. des Lebesgue-Borel-Mafles A integrieren, des natiirlichen
Mafles auf R". In diesem Kapitel erweitern wir zunédchst die Klasse der integrierbaren
Funktionen noch ein wenig, indem wir die Borelsche o-Algebra B(R™) durch eine grofere
o-Algebra B(R") ersetzen und A zu einem MaB X auf B(R") fortsetzen, dem sogenann-
ten Lebesque-Mafs. Im Fall n = 1 zeigen wir, dass jede Riemann-integrierbare Funktion
f:]a,b] — R einer Verénderlichen auf einem kompakten Intervall auch bzgl. A integrierbar
ist, und dass das Riemann- und Lebesgue-Integral von f (bzgl. des Lebesgue-MaBes) in
diesem Falle iibereinstimmen. Das Lebesgue-Integral stellt somit eine Verallgemeinerung
das iiblichen Riemann-Integrals dar.

Anschlielend wenden wir uns den fiir das Riemann-Integral bereits bekannten Sétzen iiber
parameterabhéingige Integrale zu. Wir werden sehen, dass man im Rahmen der Lebesgue-
schen Integrationstheorie die Voraussetzungen dieser Sétze enorm abschwichen kann.

4.1 Vervollstindigung von Mafiriumen und das Lebesgue-Mafl

Wie wir in Folgerung 3.18 gesehen haben, spielen die Werte einer messbaren Funktion
auf einer Menge N vom Mafl 0 beim Integrieren keine Rolle: Fiir jede andere messbare
Funktion, die mit f ausserhalb von N iibereinstimmt, erhalten wir das selbe Integral. Das
heifit allerdings nicht, dass man f auf N vollig beliebig abédndern diirfte, denn auch die
abgeénderte Funktion muss ja wieder messbar sein. Nimmt man an, dass gilt:

() Jede Teilmenge einer messbaren Menge vom Maf 0 ist ebenfalls messbar,

so braucht man sich iiber die Messbarkeit der abgednderten Funktion keine Gedanken
zu machen: Diese besteht automatisch. Es ist daher fiir manche Zwecke bequem, einen
Mafiraum mit der Eigenschaft (%) (einen “vollstandigen MaBraum”) vorliegen zu haben.
Wir werden sehen, dass sich jeder Mafiraum zu einem vollstdndigen erweitern lésst.

Definition 4.1 Es sei (X, S, ) ein Mafiraum.

(a) Eine Teilmenge N C X heifit pu-Nullmenge (oder einfach Nullmenge), wenn N C A
fiir eine messbare Menge A € S vom Mafl u(A) = 0.

(b) Der MaBraum (X, S, ) heifit vollstindig, wenn jede p-Nullmenge messbar ist.

Offensichtlich ist jede Teilmenge einer Nullmenge ebenfalls eine Nullmenge. Weiter ist jede
abziahlbare Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge (Ubung).

Beispiel 4.2 Die Nullmengen von (R", B(R™), A) kann man mit Satz 2.5 (b) leicht charak-
terisieren: N C R" ist genau dann eine A-Nullmenge, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Folge
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(Qr)ken halboffener Quader @y gibt derart, dass

N C UQk und Z/\(Qk) < €.
keN k=1

Fiir n = 1 sind dies genau diejenigen Mengen, die in Analysis I oder II gelegentlich bereits
unter dem Namen “Lebesgue-Nullmengen” eingefiihrt und diskutiert werden.

Beispiel 4.3 Jede abzihlbare Teilmenge A C R” ist eine Borelmenge vom Mafl A\(A) =
0, also insbesondere eine A-Nullmenge. Hier benutzt man, dass einpunktige Teilmengen
{z} C R Borelmengen vom Maf 0 sind; A ist eine abzéhlbare Vereinigung solcher Mengen.

Beispiel 4.4 Die Cantormenge C' ist ein besonders lehrreiches Beispiel einer Lebesgue-
Nullmenge von R. Zur Erinnerung: Es ist C' = [,y Cn, wobei Cy := [0, 1] und

Coi1 == 3G, U (3410,

fiir n € Ny. Da jedes C,, kompakt ist, ist auch C' kompakt und somit eine Borelmenge.
Die Menge C), ist eine Vereinigung von 2" disjunkten Intervallen der Lange 37", somit
A(C,,) = % und daher

AMC) = lim ANC,) =0

n—o0

nach Lemma 2.4 (d). Man kann zeigen, dass die Abbildung

. 2a,
{Oal}N - Ca (an)neN — 3_n
n=1

eine Bijektion ist; hierbei ist {0, 1} die Menge aller Folgen (a1, as,...) mit a, € {0,1}.
Daher ist C' eine iiberabzihlbare Menge (genauer: C' hat die gleiche Méachtigkeit wie R).

Beim Andern messbarer Funktionen auf Nullmengen eines vollstindigen Mafiraums geht
tatsiachlich die Messbarkeit nicht verloren:

Lemma 4.5 Es sei (X, S, u) ein vollstindiger Mafiraum, (Y,T) ein beliebiger Messraum,
f: X =Y messbar, N C X eine Nullmenge und g: N — 'Y eine beliebige Funktion. Dann
st auch die auf N zu g abgednderte Funktion

- =+ | flz) falls xe X\ N
Ji X =Y, flo) = { g(x) falls x € N

messbar.

Beweis. Die Funktion f|x\x = f|x\x ist nach Beispiel 1.24 auf (X \ N, S|x\ x) messbar. Da
S vollstandig ist, gehort jede Teilmenge von N zu S; also ist S|y = P(IV) die Potenzmenge
von N und somit f|y automatisch auf (N, S|y) messbar. Als stiickweise messbare Funktion
ist f nach Satz 1.36 (b) messbar. 0
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4.6 Einem beliebigen Mafraum (X, S, u) wollen wir nun einen vollstdndigen MaBraum

(X ,S, ft) zuordnen. Dazu definieren wir S als die Menge aller Teilmengen A von X der
Gestalt
A = BUN, wobei B€ S und N eine pu-Nullmenge ist.

Fir A = BU N wie zuvor definieren wir

i(A) = u(B). (29)

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl von B und N. Ist ndmlich auch C' € § und
M eine p-Nullmenge mit A = C'U M, so gibt es messbare Mengen N’, M’ € S vom Maf 0
mit N C N, M C M'. Wir haben BC A=CUM C C UM’ und somit

u(B) < w(CUM') < p(C)+pu(M') = pu(C).

Analog sieht man p(C) < pu(B), so dass pu(B) = p(C). Durch (29) ist also eine Funktion
fi: S — [0, 00] wohl definiert.

Satz 4.7 (X, S, 1) ist ein vollstindiger Mafraum. Es gilt S C S und ji|ls = p. Eine Menge
N C X ist genau dann eine fi-Nullmenge, wenn sie eine p-Nullmenge ist.

Beweis. Das iiberlegen wir uns in der Ubung. O

Der Mafiraum (R™, B(R™), A) mit dem Lebesgue-Borel-Ma8 A = A, ist nicht vollstéindig
(siehe 4.12). Es ist fiir manche Zwecke niitzlich, ihn mittels der Konstruktion aus 4.6 zu

einem vollstéindigem MaBraum (R”, B(R"), \) zu vervollstindigen.

Definition 4.8 \ = _S\n heifit das (n-dimensionale) Lebesgue-Mafs. Bzgl. Aa integrierbare
Funktionen f: A — R auf A € B(R") werden Lebesgue-integrierbar genannt® und [ 4 fdA
das Lebesgue-Integral von f.

Was passiert mit Messbarkeit und Integrierbarkeit beim Ubergang zum vervollstindigten
Mafiraum ? Zunéchst kliren wir die Beziehung zwischen messbaren Funktionen auf (X, S)
und solchen auf (X, S).

Satz 4.9 Es sei (X,S, ) ein Mafraum, (X, S, ji) seine Vervollstindigung und f: X — R
eine Funktion. Dann gilt:

(a) Ist f: (X,S8) — R messbar, so auch f: (X,S) — R.

(b) Ist f: (X,S) — R messbar, so existiert eine messbare Funktion g: (X,S) — R mit
f(x) = g(x) fast iberall.

20In Kapitel 2 hatten wir die Begriffe “Lebesgue-integrierbar” und “Lebesgue-Integral” fiir beliebige
MafBle benutzt. Es ist meist aus dem Zusammenhang klar, ob an allgemeine Mafle oder wie jetzt nur an
das Lebesgue-Maf} gedacht ist.
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Beweis. (a) Da S C S, ist (a) offensichtlich.

(b)*! Nach Folgerung 3.5 gibt es eine Folge (s, )neny von Stufenfunktionen s, : X — R
auf (X,S), die punktweise gegen f konvergiert. Hier ist s,, = 2521 ag-n) 1 AL mit ag.") eR
und gewissen paarweise disjunkten Mengen A§n) € S. Per Definition von S finden wir eine
Menge BJ(") € S und eine p-Nullmenge N ](") derart, dass Ag.") = BJ(.”) UN ](n). Hierbei ist
N](") C Mj(n) fiir eine messbare Menge M;n) € § vom MaB u(MJ(n)) = 0. Wir setzen nun

M = U,en U?zl MJ("). Dann ist M € S als abzdhlbare Vereinigung von Mengen aus S,
und da jede dieser Mengen das MaB 0 hat, ist auch (M) = 0. Wir setzen E := X \ M.
Fiir jedes n € N ist dann

kn
t, = 1g-s, = Zag-n) 1A<.")QE
i=1 ’
eine Stufenfunktion auf (X,S), denn es ist
AYNE=BYNE)yu(N"NE)=B"NE € S,

da ja NJ(") C M = X\E. Firallexz € E gilt t,,(x) = s,(x) und somit ¢, (z) — f(x) =: g(x).
Fir x € X \ E ist t,(x) = 0 und daher (t,(z)),en ebenfalls konvergent, gegen g(z) := 0.
Als punktweiser Limes messbarer Funktionen auf (X,S) ist g: (X,S) — R messbar. Da
glg = flg mit u(X \ E) = p(M) = 0, ist weiter wie verlangt f(x) = g(x) fast tiberall. O

Der folgende Satz zeigt, dass sich das Integral einer bzgl. S messbaren Funktion unverdndert
bleibt, wenn der Mafiraum durch seine Vervollstindigung ersetzt wird:

Satz 4.10 Es seien (X, S, p) und (X, 7T,v) Mafrdume mitS C T und pu = v|s. Dann gilt:

(a) Jede bzgl. S messbare Funktion f: X — [0, 00| ist auch bzgl. T messbar, und es ist

/deﬂ _ /dey. (30)

(b) Eine auf (X,S) messbare Funktion f: X — R ist genau dann bzgl. pu integrierbar,
wenn sie bzgl. fi integrierbar ist. In diesem Falle gilt (30).

Beweis. (a) Die Frage der Messbarkeit erledigt man wie in Satz 4.9 (a). Sei nun zunéchst
5 = Z?:l a; 1,4, eine nicht-negative Stufenfunktion auf (X,S), mit a; € [0, 0o[ und paar-
weise disjunkten Mengen A; € S§. Dann ist

[osdn = Y asuiay = Yasita) = [ s (31)

2In der Vorlesung iiberspringen wir den Beweis von (b).
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Ist nun f: (X,S) — [0,00] eine beliebige nicht-negative messbare Funktion, so liefert
Satz 3.4 eine monoton wachsende Folge (s;,)neny von Stufenfunktionen s, : X — [0, 00]
auf (X, §), die punktweise gegen f konvergiert. Da jede dieser Stufenfunktionen auch auf

(X,S) messbar ist und ihre Integrale bzgl. p und f nach (31) iibereinstimmen, erhalten
wir mit zweimaliger Anwendung des Satzes iiber monotone Konvergenz (Satz 3.21):

/fd,u: lim [ s,dy = lim sndﬂ:/fd/].
X X X X

n—oo n—o0

(b) Folgt direkt aus (a), indem wir f in Positiv- und Negativteil zerlegen. 0

Bemerkung 4.11 Obwohl es fiir manche Zwecke recht bequem ist, einen vollsténdigen
Mafraum vorliegen zu haben, zeigen Satz 4.9 (b), Satz 4.10 und Folgerung 3.18 doch
sehr deutlich, dass man beim Ubergang zum vervollstindigten MaBraum keine wirklich
interessanten neuen messbaren oder integrierbaren Funktionen hinzugewinnt: Jede bzgl.
S messbare Funktion f lisst sich nach Abéindern auf einer Nullmenge zu einer bzgl. der
urspriinglichen o-Algebra & messbaren Funktion g machen, und die Integrale bleiben un-
verdndert, wenn f durch g ersetzt wird. Insbesondere gewinnt man also nur wenig an Allge-
meinheit hinzu, wenn man mit dem Lebesgue-Maf} arbeitet anstelle seiner Einschrankung
auf die Borelmengen, dem Lebesgue-Borel-Ma#.

Viele der Sachverhalte aus Teil [I-V der Vorlesung beweist man natiirlicherweise zunéchst
fiir das Lebesgue-Borel-Mafl und man miisste sich anschlieSend zusétzliche Miihe machen,
sie (meist mit trivialen Argumenten) auf den Fall der vervollstdndigten Mafirdiume zu
iibertragen. Dies wére recht ermiidend und wiirde von den Kernideen eher ablenken. Wir
verzichten daher darauf und werden stets mit dem nicht vervollstandigten Lebesgue-Borel-
Maf arbeiten (wie auch Prof. Neeb in seiner Mehrfachintegration im WS 1999,/2000).

4.12 Ausblick. Wir skizzieren kurz fiir Interessierte, warum der Mafraum (R", B(R™), \)
mit dem Lebesgue-Borel-Mafi A nicht vollstdndig ist, wobei wir uns auf den Fall n = 1
beschrinken.?? Man nutzt hier wieder die nicht leicht zu beweisende Tatsache aus, dass
es nur soviele Borelmengen gibt wie reelle Zahlen, d.h. B(R) hat die gleiche M#chtigkeit
wie R (siehe Bemerkung 1.16 (b)). Also hat auch die Menge N/ C B(R) aller Borelmengen
A vom Mafl A(A) = 0 hochstens die Machtigkeit von R. Nehmen wir dies als gegeben hin,
ist der Rest nicht schwer:

Nach Beispiel 4.4 ist die Cantormenge C' eine Borelmenge von R vom Maf} 0, deren Méchtig-
keit mit der von R iibereinstimmt. Also gibt es so viele Teilmengen N von C' wie Teilmengen
von R, und davon gibt es echt mehr als Elemente von R. Da jede der Teilmengen A C C'
eine A-Nullmenge ist, ist die Méachtigkeit der Menge M aller A-Nullmengen somit echt
grofler als die Méchtigkeit von N, woraus N' C M folgt.

22Fiir n > 2 gibt es eine einfachere Begriindung—siehe Ubung!
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4.2 Vergleich von Riemann- und Lebesgue-Integral

In diesem Abschnitt vergleichen wir das Riemann-Integral iiber Intervallen in R mit dem
Lebesgue-Integral. Die Resultate hangen davon ab, ob wir eigentliche Riemann-Integrale
iiber kompakten Intervallen oder uneigentliche Riemann-Integrale betrachten.

Wir stellen ein simples Hilfsresultat voran (das in der Ubung bewiesen wird):

EinschlieBungskriterium. Es seien (X, S, i) ein Mafraum und ¢, f,: X — R messbare
Funktionen mit ¢ < f <. Sind ¢ und ¢ bzgl. pu iber X integrierbar, so auch f. O

Satz 4.13 Ist [a,b] C R ein kompaktes Intervall, so ist jede Riemann-integrierbare Funk-
tion f: [a,b] — R auch iber [a,b] Lebesque-integrierbar und es gilt

B b
[a’b]f d\ = /a f(z) dz

Beweis. Ist f auf [a,b] Riemann-integrierbar, so gibt es Treppenfunktionen ¢, < f <,
fiir n € N mit

b b
lim on(z) doe = / f(x)dx und  lim wn /f

O.B.d.A. kénnen wir die Folgen (¢n)nen bzw. (¥,)nen als monoton wachsend bzw. fal-
lend voraussetzen (denn andernfalls ersetzen wir ,, durch max (¢4, ..., ®,) und ¥, durch
min (¢4, . ..,1,)). Nach den Integraldefinitionen stimmen Riemann- und Lebesgue-Integral
fiir Treppenfunktionen {iberein. Es gilt daher auch

b
lim on d\ = / f(z)dr und  lim Yy dX = / f(z . (32)
a,b] a [a,b]

n—oo [ n—oo
Die monotonen Funktionenfolgen (¢;,)nen bzw. (1, )nen konvergieren punktweise auf [a, b]

gegen messbare Funktionen ¢ bzw. ¢ mit ¢ < f < 9. Aus ¢ < ¢ < ¢ < oy folgt
mit dem EinschlieBungskriterium, dass ¢ und @ bzgl. A iiber [a,b] integrierbar sind. Da

on < < <y, gilt

/ wndﬂg/ pd\ < | ¢d\ < U dX.
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

Fiir n — oo folgt nun wegen (32):

b b
d d\ d\ d
/a f(a) de < /[ et [ pai s / f(z) da

Es besteht also Gleichheit: [, , pd\ = Jog ¥ d\ = fab f(x)dz. Somit [, (¥ — ¢) d\ = 0.
Nach Lemma 3.12(g) ist dann ¢(z) = ¢(x) fast iiberall, und wegen ¢ < f < 9 ist auch
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o(x) = f(z) fast tiberall. Nach Lemma 4.5 und Folgerung 3.18 ist also auch f iiber [a, b]
Lebesgue-integrierbar, und

b
fd/\:/ gpd/\:/fda:. .
[avb} [ayb} a

Wir erwidhnen ohne Beweis, dass man die Riemann-integrierbaren Funktionen auf einem
Intervall [a, b] auch durch ihre Stetigkeitseigenschaften charakterisieren kann:

Satz von Lebesgue. Fine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R ist genau dann Riemann-
integrierbar, wenn die Menge ihrer Unstetigkeitspunkte eine Lebesquesche Nullmenge ist.0

Einen Beweis finden Sie z.B. in Prof. Rochs Vorlesungsskript zur Analysis II, Kapitel 8,
Satz 8.14; dieses Skript ist frei zugénglich unter der URL

http: //www.mathematik.tu-darmstadt.de/Math-Net /Lehrveranstaltungen /Lehrmaterial /SS2002/ Anall .

Die Klasse der Lebesgue-integrierbaren Funktionen ist wesentlich grofler als die Klasse
der Riemann-integrierbaren Funktionen. Ein einfaches Beispiel ist die charakteristische
Funktion 1g der Menge der rationalen Zahlen: Diese Funktion ist Lebesgue-integrierbar,
aber nicht Riemann-integrierbar.

Es folgt ein Beispiel einer Lebesgue-integrierbaren Funktion, die sich (im Gegensatz zu
1g) nicht einmal durch Abéndern auf einer Nullmenge zu einer Riemann-integrierbaren
Funktion machen l&sst.

Beispiel 4.14 Es sei Q := Q N |0, 1[. Diese Menge ist abzdahlbar: Q = {¢, : n € N}.
Gegeben ¢ € |0, 1] wéhlen wir fiir jedes n € N ein offenes Intervall U,, C ]0,1[ derart, dass
qn € U, und U,, hochstens die Lénge £/2" hat. Dann ist

QCcU:=JU, C)01 wmd AU) <Y ANU) <Y o =
n=1

2n
neN n=1

Da U offen und folglich eine Borelmenge ist, ist f = 1y messbar und f[o S d\ = \NU) <

e < 1. Weiter ist U dicht in [0,1], da @ C U. In der Ubung priifen wir nach, dass f
tatsichlich die verlangte pathologische Eigenschaft besitzt.

Bei uneigentlichen Riemann-Integralen, die nicht absolut konvergieren, ist die Situation
komplizierter. Da die Lebesgue-Integrierbarkeit die absolute Konvergenz des Integrals vor-
aussetzt, konnen uneigentliche Riemann-Integrale existieren, die man nicht als Lebesgue-
Integrale interpretieren kann. Bevor wir ein Beispiel geben, fassen wir diesen Zusammen-
hang préaziser. Dazu benétigen wir folgenden Satz.

Satz 4.15 (Ausschopfungssatz). Es sei (X,S,u) ein Maffraum, X; C Xy C -+ ei-
ne aufsteigende Folge messbarer Teilmengen von X mit Vereinigung J, oy Xn = X und
f: X — R eine Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1N
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(a) f ist bzgl. p tiber X integrierbar.

(b) Fiir jedesn € N ist f|x, ist bzgl. p|x, tber X,, integrierbar und die Folge (an | f| dp)
ist beschrinkt.

Ist dies der Full, so ist

neN

/fd,u = lim/ fdu.
X n—oo [y

Beweis. Zunéchst erinnern wir daran, dass f nach Satz 1.36 genau dann messbar ist, wenn
jede der Einschrankungen f|x, messbar ist.

(a)=(b): Da f bzgl. u integrierbar ist, ist nach Satz 3.19 auch |f| integrierbar. Nach
Satz 3.15 und Lemma 2.4 (b) gilt weiter [, |f|du < [y |f] du fiir alle n € N.

(b)=(a): Dies ist der interessante Teil des Beweises. Zunéchst konvergiert die monoton
wachsende Folge (1x, - |f])nen punktweise gegen |f|, so dass [, |f| du < oo nach dem
Satz iiber monotone Konvergenz. Weiter ist |1x, f| < |f] und die Funktionen 1y, f kon-
vergieren punktweise gegen f, so dass wir mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz die
Integrierbarkeit von f und

lim fdu = lim 1x, fdp = /fdu

n—oo X
n

erhalten (wobei Lemma 3.14 (b) benutzt wurde). O

Geriistet mit dem Ausschopfungssatz wenden wir uns nun uneigentlichen Integralen zu.

Folgerung 4.16 FEs scien a,b € R mit a < b. Ist f:]a,b[— R Riemann-integrierbar auf
jedem kompakten Teilintervall von |a,b[, so ist f genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn
das uneigentliche Riemann-Integral f: |f(z)| dx konvergiert. In diesem Fall gilt f}a b fdx=

fab f(z)dx.

Beweis. Wir withlen eine monoton fallende Folge (x,,)nen in |a, b[ mit z,, — a sowie eine
monoton wachsende Folge (Y )neny mit z, < y, < b und y,, — b. Setzen wir X,, := [, yn),
so ist (J,ey Xn = Ja,b[, und nach dem Ausschopfungssatz ist f genau dann Lebesgue-
integrierbar, wenn der Grenzwert

- Yn
lim |fld\ = lim / |f(x)| dx
X, n—oo J.

n—oo

endlich ist. O

Beispiel 4.17 Wir betrachten die Funktion f: [1,00[— R, f(z) := 22 Wie wir aus der
Analysis I oder IT wissen, konvergiert das uneigentliche Riemann-Integral 23

/ T (33)
1

X

23Giehe z.B. Beispiel 3 in §8.10 im 8. Kapitel von Prof. Rochs Skript zur Analysis II im SS2002, zu
finden unter der auf S.47 beschriebenen URL.
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Jedoch konvergiert das Integral (33) nicht absolut, denn fiir x € [kr, (k + 1)7] ist | f(z)] >

(i und folglich

(k+1)m 1 km+m 1 ™ 2
dor > ——— inz|der = —— nrder = ———.
/’ﬁr |f(x)| dz > Gt Dr /]€7T | sin x| dz (k;+1)7r/0 sinx dx T Dr

Wegen der Divergenz der harmonischen Reihe konvergiert [ | f(z)| dz also nicht, und nach
Folgerung 4.16 ist f nicht Lebesgue-integrierbar auf [1, col.

4.3 Parameterabhingige Integrale

Der Satz iiber parameterabhéngige Integrale besagt, dass Integrale “stetig von Parametern
abhéngen” und man “unter dem Integral differenzieren” darf. Beide Aussagen kénnen wir
nun unter viel schwécheren Voraussetzungen gewihrleisten als frither (im Rahmen der
Riemannschen Integrationstheorie).

Satz 4.18 (Parameterabhiingige Integrale). Es sei (X,S,u) ein Mafraum und P C
R" eine Teilmenge. Weiter sei f: P x X — R eine Funktion derart, dass fiir jedes p € P
die Funktion

pf = f(pu‘):X%Ru fo(pax)
bzgl. p tiber X integrierbar ist. Dann hat

g P—R, g(p) = /prdMZ/Xf(p,x)du(fE)

die folgenden FEigenschaften:

(a) Istp € P derart, dass fir jedes v € X die Funktion f, :== f(s,2): P - R, p — f(p,x)
in p stetig ist und existiert eine bzgl. p iber X integrierbare Funktion h: X — [0, o0]
derart, dass

|f(p,z)| < h(x) fir alle (p,x) € Px X,

s0 18t g in p stetig.

(b) Nun sei P C R™ offen und j € {1,...,n}. Hat f,: P — R fiir jedes v € X eine

stetige partielle Ableitung D;f, = % und gibt es eine bzgl. p tiber X integrierbare
J

Funktion h: X — [0, 00] derart, dass
|D; fz(p)] < h(z) firalle (p,x) € P x X,

so existiert auch D;g, diese Funktion ist stetig, und fiir alle p € P ist

(D;9)(p) = /X D, f(p,x) du(z). (34)
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Beweis. (a) Wir haben zu zeigen, dass g(p,) — ¢(p) fiir jede gegen p konvergente Folge
(Pn)nen in P. Fiir festes z € X gilt

o (@) = f(Pn, ) = fo(pn) = fo(D) = f(P,x) = 5f(x) fiirn — oo

aufgrund der Stetigkeitsannahme. Also konvergieren die Funktionen ,, f auf X punktweise
gegen ;f. Da h nach Voraussetzung eine integrierbare Majorante fiir die Funktionen ,, f
ist, erhalten wir mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz

)= [t du = [ ofdn = o).

(b) Wir zeigen die Existenz der partiellen Ableitung D,g(p) an einer gegebenen Stelle
p € P. Da P in R" offen ist, gibt es ein r > 0 mit B,(p) := {g € R": ||g —p|l2 < r} C P.
Dann gilt p + te; € P fiir alle t € [0,7]. Gegeben x € X und ¢ € ]0,7] kénnen wir den
Mittelwertsatz (aus der Analysis I) anwenden auf die stetig differenzierbare Funktion

0,8l =R, s — f(p+sej,7) = fulp+se)).
Es existiert daher ein 6, € [0, ] derart, dass

L (Fp+teyx) — f(p2)) = (D) + buresr).

t
Da hier |(D;f)(p+ 0x.€j, )| < h( ), erhalten wir mit dem Satz iber majorisierte Konver-
genz fiir jede Folge (t,)nen in 10, 1] mit ¢, — 0
9P+ tne;) — 9P fp+te, —flpx
o 1) <>:/ b= 1) o

= /X(Djf)(p—kemnej,x) du(x) — /X D;f(p, ) du(x)

fir n — oo. Also existiert die partielle Ableitung D,g(p) an der Stelle p und ist durch (34)
gegeben. Wenden wir Teil (a) auf (34) an, so sehen wir, dass D,g stetig ist. O

Teil (a) des Satzes (und sein Beweis) bleibt giiltig, wenn P ein beliebiger metrischer Raum ist.

4.4 Vorteile des Lebesgue-Integrals

Was sind denn nun die Vorteile des Lebesgue-Integrals gegeniiber dem Riemann-Integral ?

e Mit dem Lebesgue-Integral konnen wir allgemeinere Funktionen integrieren als zuvor.

e Fiir das Lebesgue-Integral konnen wir viel stérkere Sétze beweisen (Konvergenzsétze,
Satz iiber parameterabhéngige Integrale).

e Neben dem Lebesgue-Integral bzgl. des Lebesgue-Mafles auf R™ erhalten wir ganz
nebenbei eine allgemeine Integrationstheorie, die uns das Integrieren bzgl. belie-
biger Mafle ermoglicht. Solche allgemeineren Maflie und Integrale werden wirklich
gebraucht—sowohl in der Reinen Mathematik als auch in den Anwendungen, z.B. in
der Wahrscheinlichkeitstheorie.
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5 Weitere Beispiele und zwei Beweisprinzipien

In diesem Kapitel sind einige wichtige Ergénzungen zum bereits behandelten Stoff zu-
sammengestellt. Hierzu gehort u.a. ein weiteres wichtiges Konstruktionsprinzip fiir Ma-
Be (Bildmafle) sowie die genauere Beschreibung der Integrale bzgl. Maflen mit Dichten,
BildmafBlen, sowie Reihen von Maflen. Die Beweise dieser Resultate, die mit Anleitung
in der Ubung durchgefiihrt wurden, beruhen auf dem sogenannten “Beweisprinzip der
Integrationstheorie,” in dem sich die vier Schritte der Integraldefinition aus Kapitel 3 wi-
derspiegeln.

Anschlieend wird ein zweites wichtiges Beweisprinzip vorgestellt, welches in vielen schwie-
rigen Situationen zu zeigen ermoglicht, dass ein gegebenes Mengensystem eine o-Algebra
ist (in Darmstadt bekannt als das “Prinzip der lieben Mengen”). Als neues technisches
Hilfsmittel lernen wir hier sogenannte “Dynkin-Systeme” kennen. Mit einem Beweis der
Eindeutigkeit des Lebesgue-Borel-Mafles illustrieren wir die Niitzlichkeit und typische An-
wendungsweise des “Prinzips der lieben Mengen.” Wir bendétigen es auch als Hilfsmittel
fiir das folgende Kapitel.

5.1 MaBkonstruktionen und zugehorige Integrale

MafBe mit Dichten wurden in Satz 3.15 eingefiihrt. Um Integrale bzgl. solcher Mafe 1,
genauer zu verstehen, benutzen wir das “Beweisprinzip der Integrationstheorie”:

Beweisprinzip der Integrationstheorie. Um eine Aussage iiber Integrale zu beweisen,
kann man héaufig wie folgt vorgehen:

Schritt 1. Man beweist die Aussage fiir den Spezialfall, dass der Integrand f = 1,4 die
charakteristische Funktion einer messbaren Menge A ist.

Schritt 2. Man zeigt die Aussage fiir nicht-negative Stufenfunktion f.
Schritt 3. Man zeigt die Aussage fiir nicht-negative messbare Funktionen f: X — [0, co.

Hierzu wéhlt man meist eine monoton wachsende Folge (s, )nen nicht-negativer Stu-
fenfunktionen mit s, — f punktweise und versucht dann, mit dem Satz {iber mono-
tone Konvergenz die Aussage auf Schritt 2 zuriickzufiihren.

Schritt 4. Sc}LlieBlich beweist man die Aussage fiir beliebige integrierbare Funktionen
f: X — R durch Aufspalten in Positiv- und Negativteil, f = f, — f_.

In der Tat haben wir diese Methode schon mehrmals verwandt — z.B. im Beweis von
Satz 3.15 sowie zum Beweis der Additivitdt des Integrals (Satz 3.23).

Satz 5.1 (Integration bzgl. Maflen mit Dichten). Es sei (X,S,u) ein Mafraum,
p: X — [0, 00] eine messbare Funktion und j,: S — [0, 00] das durch

1y(A) ::/pdu firAeS
A
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definierte Mafl mit Dichte p bzgl. pu (siehe Satz 3.15(a)). Dann gilt:

(a) Fliir jede messbare Funktion f: X — [0, 00] ist

/deup = /Xf-pdu- (35)

(b) Eine messbare Funktion f: X — R ist genau dann bzgl. i, tlber X integrierbar, wenn
[+ p bzgl. p iber X integrierbar ist. In diesem Falle gilt wieder (35).

Beweis. Der Beweis wurde bereits in der Ubung gefithrt. Um das Beweisprinzip der Inte-
grationstheorie zu illustrieren, geben wir den Beweis hier nochmals wieder:

(a) Schritt 1. Essei A € Sund f =14: X — [0, 00] die charakteristische Funktion von A.
Nach Schritt 1 der Integraldefinition und Lemma 3.14 (b) ist

def 3.14
/1Adﬂp = pp(4) = /pdu = /1A~pdu;
X A X

Schritt 2. Ist f = 25:1 a;14; eine nicht-negative Stufenfunktion mit paarweise disjunkten
Mengen Aj,...,Ax € S und a,...,a; € [0,00][, so schliefen wir mit Schritt 1 sowie
Lemma 3.12 (¢) und Satz 3.23 (a):

k k
fdu, = a-/lA.d,u = a»/lA.-pd,u
k
= /Zalej-pdﬂz/f-pdw
X4 X

Schritt 3. Ist nun f: X — [0, o] eine beliebige messbare Funktion, so gibt es nach Satz 3.4
eine monoton wachsende Folge (s,)nen nicht-negativer Stufenfunktionen, die punktweise
gegen f konvergiert. Dann ist (s, - p)nen €ine monoton wachsende Folge nicht-negativer
messbarer Funktionen, die punktweise gegen f - p konvergiert. Wir schliefen

/fdup = lim/snd,up = lim Sp - pdy = /f-pdu,
X e Jx e Jx X

wobei der Satz iiber monotone Konvergenz benutzt wurde, um die erste und dritte Gleich-
heit zu erhalten, wiahrend Schritt 2 die zweite Gleichheit liefert.

also gilt (35).

(b) Schritt 4. Nach Satz 3.19 und 3.20 ist eine messbare Funktion f: X — R genau dann
bzgl. 11, iiber X integrierbar, wenn

Schri
o > /If!dup Ittg/\f!-pdu z/lfp\du-
X X X
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Fiir das rechte Integral gelesen, ist dies genau die Bedingung fiir Integrierbarkeit der Funk-
tion f - p bzgl. p iber X.

Ist f bzgl. p, tiber X integrierbar, so erhalten wir wegen (f - p)x = f1 - p:

de chri
[ oran, & [ pedn [ pan [ pepda= [ g
X X X X X

_ /Xf-,odu,

was den Beweis vollendet. O

Bemerkung 5.2 Andere iibliche Bezeichnungen fiir 1, sind und p pu sowie p ® p. Beson-
ders suggestiv ist es, formal pdp oder p(x)du(z) fir du, zu schreiben (wobei man dem
Buchstaben “d” keine eigene Bedeutung zumisst); aus Gleichung (35) wird dann einfach

/Xf(pdu) = /Xf'pdu-

Die folgende Definition beschreibt ein wichtiges Konstruktionsprinzip fiir Mafle. Solche
Bildmafle werden in der Praxis (insbesondere in der Wahrscheinlichkeitstheorie) sténdig
benutzt.

Definition 5.3 (Bildmafle). Sind (X, S) und (Y, 7) Messrdume, ¢: X — Y eine messba-
re Funktion und g ein Mafl auf (X, S), so definiert man das Bildmaf ¢.(p) auf (Y,7) via

du(p): T —[0,00],  du(p)(A) = u(¢~'(A)).

Bemerkung 5.4 (a) In der Ubung haben wir nachgepriift, dass BildmaRe tatsichlich Ma-
Be sind. Wir haben auch gezeigt, dass (¢ 0 ¢).(pt) = ¥u(du(p)).

(b) Andere iibliche Bezeichnungen fiir das Bildmaf} ¢, (u) sind ¢(p) und p?.

Beispiel 5.5 Die in Folgerung 2.8 untersuchte Translationsinvarianz des Lebesgue-Borel-
MaBles A auf (R™,B(R")) bedeutet gerade, dass (7,)«(A\) = A fiir alle z € R"™, wobei
T.: R" — R" 7,(y) := = + y. Es ist ndmlich

(N (A) = M7, 1 (A) = M(A —2) fiir A€ B(R")
(auf Wunsch ersetze man hier noch x durch —z!).

Satz 5.6 (Integration bzgl. Bildmaflen / Allgemeine Transformationsformel).
Es sei ¢: (X,S) — (Y, T) eine messbare Abbildung zwischen Messrdumen, p ein Maf$ auf
(X,S8) und ¢.(p) das zugehirige Bildmaf auf (Y, T). Dann gilt:
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(a) Fliir jede messbare Funktion f:Y — [0, 00| auf (Y,T) ist
[ raow) = [ foodu (36)
Y b'e
(b) Eine messbare Funktion f:Y — R ist genau dann bzgl. ¢,(u) diber Y integrierbar,

wenn fo¢: X — R bzgl. p diber X integrierbar ist. In diesem Fall gilt (36).

Beweis. Die Behauptungen wurden in der Ubung mit dem Beweisprinzip der Integra-
tionstheorie nachgewiesen. O

Beispiel 5.7 Essei (X, S, p) ein Mafiraum und f: X — R eine messbare Funktion. Dann
ist fo(p) ein Mafl auf (R,B(R)). Da f = idg o f mit idg : R — R, idg(x) := =z, ist
nach der Allgemeinen Transformationsformel idg: R — R genau dann bzgl. f.(u) iiber R
integrierbar, wenn f =id o f bzgl. y iiber X integrierbar ist, und in diesem Fall gilt

| ran = [iwari) = [ @i, (37)

Jedes Integral liasst sich also auf ein Integral iiber R zuriickfiithren !

Bemerkung 5.8 Voriger Sachverhalt ist in der Wahrscheinlichkeitstheorie von Nutzen.
Dort betrachtet man Mafirdume (€2, S, P) mit P(Q2) = 1 und nennt messbare Funktionen
X: Q — R “reelle Zufallsvariablen.” Man schreibt Py := X, (P) fiir das Bildmafl X, (P)
auf (R, B(R)) und nennt dieses die “Verteilung” der reellen Zufallsvariablen X. Mit W-
theoretischer Notation wird aus (

37)
B(X) = /QX P — /RdeX(x).

SchlieBlich halten wir zur spéteren Benutzung im Kapitel iiber Mafle auf Mannigfaltigkeiten
noch fest, wie Integrale bzgl. Reihen von Maflen zu den Integralen bzgl. der Summanden
in Beziehung stehen:

Satz 5.9 (Integrale bzgl. Reihen von Maflen). Es sei (X,S) ein Messraum und
(1j)jen eine Folge von Mafen p; auf (X,S). Dann ist

p:S —[0,00],  p(A) = ZUj(A)

ein Maf auf (X,S), und es gilt:

(a) Fiir jede nicht-negative messbare Funktion f: X — [0, 00] ist

/deuzz(/xfduj). (38)
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(b) Ist f: X — R bzgl. p iiber X integrierbar, so ist f fiir jedes j € N bzgl. p; diber X
integrierbar und es gilt (38).

Beweis. Die Behauptungen wurden in der Ubung mithilfe des Beweisprinzips der Integra-
tionstheorie nachgepriift. O

5.2 Dynkin-Systeme und das “Prinzip der lieben Mengen”

Es kommt haufig vor, dass eine o-Algebra S sowie eine Teilmenge D C S gegeben ist und
man zeigen mochte, dass D = S. Typischerweise sind hier die Mengen A € D Mengen mit
einer besonders schonen Eigenschaft, die gerade von Interesse ist (“liebe Mengen”), und
man mochte zeigen, dass jede Menge A € S diese schone Eigenschaft hat (“jede Menge
ist lieb.”) Das im folgende beschriebene Beweisprinzip wird daher (intern, in Darmstadt)
gelegentlich das “Prinzip der lieben Mengen” genannt.?* Die Mengensysteme D, auf die
das Beweisprinzip anwendbar ist, sind sogenannte Dynkin-Systeme.

Definition 5.10 Es sei X eine Menge. Eine Menge D C P(X) von Teilmengen von X
heift Dynkin-System (auf X), wenn gilt:

D1 ( € D;
D2 D ist abgeschlossen unter Komplementen, also A € D = X \ A € D;

D3 D ist abgeschlossen unter abzéhlbaren disjunkten Vereinigungen, d.h. fiir jede Folge

Ay, Ay, ... paarweise disjunkter Mengen A, € D gilt UneN A, €D.

Verglichen mit der Definition einer o-Algebra ist der einzige Unterschied, dass wir in D3 nur
disjunkte Vereinigungen zulassen. Somit ist jede o-Algebra insbesondere auch ein Dynkin-
System. Jedoch braucht ein Dynkin-System keine o-Algebra zu sein, wie das folgende
Beispiel lehrt:

Beispiel 5.11 Es sei X eine endliche Menge mit einer geraden Anzahl 2n von Elementen,
wobei n > 2. Dann ist die Menge D aller Mengen A C X mit einer geraden Anzahl von
Elementen ein Dynkin-System, aber keine o-Algebra.

In der Praxis treten Dynkin-Systeme z.B. wie folgt auf:

Lemma 5.12 Sei (X,S) ein Messraum und p, v Mafe auf (X,S) mit u(X) = v(X) < oo.
Dann ist

D :={AecS:uAl)=v(A}
ein Dynkin-System auf X .

24Im professionellen Umgang sollte man das Beweisprinzip eher “Satz iiber Dynkin-Systeme mit
N-stabilen Erzeugern” nennen.
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Beweis. D1: Wegen u(0) =0 = v(0) ist 0 € D.
D2: Ist A € D, so gilt u(A) = v(A) und somit

WX\ A) = p(X) — p(A) = v(X) = 1(4) = (X \ A),
da pu(X) =v(X) < oco. Also ist X \ A € D.

D3: Sind A, As, ... € D paarweise disjunkt, so gilt u(A4,) = v(A4,) fur alle n und somit
unter Benutzung der o-Additivitdt von Maflen

u(UAn> = iu(An) = iy(An) = V(UAn>.

neN n=1 neN

Folglich ist |, . An € D. O

neN

Definition 5.13 Wie im Falle von o-Algebren (Lemma 1.5) sieht man, dass zu jeder Men-
ge £ C P(X) von Teilmengen einer Menge X ein kleinstes Dynkin-System §(€) existiert,
welches € enthilt.?® §(€) wird das von & erzeugte Dynkin-System genannt.

Definition 5.14 Es sei X eine Menge. Eine Menge M C P(X) von Teilmengen von X
wird Durchschnitts-stabil genannt (kurz: “N-stabil”), wenn AN B € M fiir alle A, B € M.

Lemma 5.15 Jedes N-stabile Dynkin-System st eine o-Algebra.

Beweis. Es sei D ein N-stabiles Dynkin-System auf X. Wir brauchen nur S3 nachzuweisen.
Dazu sei (Ay,)nen eine Folge von Mengen A,, € D; wir haben zu zeigen, dass A := oy An €
D. Wir definieren rekursiv paarweise disjunkte Mengen B, € D mit |J;_, Ay = U;_, Bk
wie folgt: By := A; € D, By := Ay \ A} = A;NA{ € D (unter Benutzung der N-Stabilitét !)
und allgemein

Boyi = An\LnJAk - An\OBk — Anm<OBk)ceD.
k=1 k=1 k=1

Da die Mengen B,, in D sind und paarweise disjunkt, folgt A = _n Bn € D. O

neN

Das “Prinzip der lieben Mengen” besagt, dass jedes von einer N-stabilen Menge erzeugte
Dynkin-System eine o-Algebra ist.

Satz 5.16 (“Prinzip der lieben Mengen”). Es sei X eine Menge und £ C P(X) eine
N-stabile Menge von Teilmengen von X. Dann gilt §(€) = o(E), d.h. das von & erzeugte
Dynkin-System stimmt mit der von £ erzeugten o-Algebra iiberein.

255(€) ist also ein Dynkin-System mit €& C 6(£), und ist D irgendein Dynkin-System mit & C D, so folgt
5(&) CD.
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Beweis. Offensichtlich gilt 6(&) C o(€), denn o(€) ist ein Dynkin-System mit £ C o ().
Wir wollen zeigen, dass 0(€) N-stabil ist; dann ist 6(£) nach Lemma 5.15 eine o-Algebra
und somit §(€) = o(&). Der Beweis wird in zwei Schritten gefiihrt.

I. Wir halten zunéchst A € £ fest und betrachten die Menge
Dy := {Be€d):BNAcH&)}.

Da & als N-stabil angenommen ist, gilt dann &€ C D,. Kénnen wir zeigen, dass D4 ein
Dynkin-System ist, so ist also Dy = §(E).

D1: Wegen ANQ=0€ () ist 0 € Da.

D2: Ist B € D4, soist ANB € 6(€), somit auch ANB® = AN(A°UB°) = [A°U(ANB)]¢ €
0(€) und somit B¢ € Dy.

D3: Sind By, Bs, ... € D4 paarweise disjunkt, so auch die Mengen A N B,, € §(£), somit
AN (Upen Brn) = Upen(AN By) € 6(€) und somit J, . By € Da.

Also ist Dy tatséchlich ein Dynkin-System und somit D4 = §(&). Folglich gilt
ANBei() fir alle A € £ und alle B € §(€). (39)

IT. Nun betrachten wir D4 (definiert wie oben) fiir festes A € §(&). Nach (39) gilt B € Dy
fiir alle B € £ und somit & C D4. Wie in 1. sehen wir, dass D4 ein Dynkin-System ist.
Also gilt Dy = 6(€) und somit AN B € §(&) fiir alle B € §(&). Da A € §(€) beliebig war,
ist somit §(€) als N-stabil erkannt und somit 6(€) = o(&). 0

5.3 Beweis der Eindeutigkeit des Lebesgue-Borel-Mafles

Mithilfe des “Prinzips der lieben Mengen” sind wir nun unter anderem in der Lage, die
Eindeutigkeit des Lebesgue-Borel-Mafies zu beweisen (die in Satz 2.5 behauptet, aber bisher
noch nicht bewiesen wurde).

Satz 5.17 (Eindeutigkeitssatz fiir endliche Maf3e). Es sei (X, S) ein Messraum und
w, v Mafle auf X derart, dass w(X) = v(X) < oo. Gilt S = o(€) fir ein N-stabiles
Erzeugendensystem & derart, dass

u(A) = v(A) fiir alle A€ €&,
S0 st = v.

Beweis. Nach Lemma 5.12 ist
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ein Dynkin-System. Da & C D per Voraussetzung, gilt 6(£) C D. Da & per Voraussetzung
N-stabil ist, ist 6(&) = o(€). Also D = o(€). O

Obwohl der Eindeutigkeitssatz zunéchst nur fiir endliche Mafle formuliert ist, kann man
daraus auch Aussagen iiber nicht notwendig endliche Mafle folgern:

Folgerung 5.18 (Eindeutigkeitssatz fiir o-endliche Mafle). Es seien p, v Mafle auf
einem Messraum (X, S) derart, dass S = o(&) fiir ein N-stabiles Erzeugendensystem € mit
den folgenden Eigenschaften:

(a) w(A) =v(A) fir ale A€&;

(b) Es existiert eine Folge Ay, As, ... von Mengen A, € € mit u(A,) = v(4,) < oo fir
allen € N und X = |, ey An-

Dann st p = v.

Beweis. Wir halten zunéchst n € N fest. Der in Beispiel 1.35 diskutierte Spezialfall von
Lemma 1.34 (b) zeigt, dass S|a, durch &, := {AN A, : A € £} erzeugt wird; hierbei ist
&, C € und &, N-stabil wegen der N-Stabilitdt von £. In Anbetracht der Voraussetzungen
zeigt also der Eindeutigkeitssatz 5.17, dass pla, = v|a, -

Ist nun A € S beliebig, so gilt A = J, .y B mit geeigneten paarweise disjunkten Mengen
B, € S|a,, definiert via By := AN Ay; By = (ANA,) N\ (UZ:1 Bk). Somit

() = S u(B,) = S u(B,) = v(A). 0

Bemerkung 5.19 Die in der Folgerung diskutierten Mafle p und v sind (nach (b))
o-endlich, d.h. es ist X =, oy An fiir eine Folge messbarer Mengen A, mit u(A,) < oo.
Nicht o-endliche Mafle sind durch ihre Werte auf einem N-stabilen Erzeugendensystem im
allgemeinen nicht eindeutig festgelegt (selbst wenn Sie dort endliche Werte annehmen).

Folgerung 5.20 Es sei U C R" offen und p,v Mafe auf (U, B(U)) derart, dass
(a) w(K) < oo und v(K) < oo, fiir jede kompakte Menge K C U;

(b) wu([a,b]) = v([a,b]) fir jeden halboffenen Quader [a,b] C U.

Dann gilt p = v. Insbesondere ist also das Lebesque-Borel-Mafi N\, durch die Bedingung
M(I Tz law, bel) = TTh—, (bx — ax) eindeutig festgelegt.

Beweis. Es sei £ die Menge aller halboffenen Quader [a,b[ in R™ mit [a,b] C U. Wie im
Beweis von Lemma 1.15 (siche Musterlosung zur Aufgabe H8) sieht man, dass B(U) = o(&).
Weiter zeigt der zitierte Beweis, dass U = |,y Ax als abzéhlbare Vereinigung halboffener
Quader A; geschrieben werden kann, deren kompakter Abschluss A; (der entsprechende
kompakte Quader) in U enthalten ist.?® Die Behauptungen sind daher ein Spezialfall von
Folgerung 5.18. O

26Im Beweis von Teil (a) ist ndmlich z € [a,b] C [a,b] C |z —ee,x +ee[ C U.
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5.4 Eine weitere Erginzung: LP-Riume

Fiir die Allgemeinbildung erwéhnen wir noch (ohne Beweis), wie man aus Funktionen auf
Mafraumen Banach-Rdume gewinnen kann.

Gegeben einen Mafiraum (X, S, u) und eine reelle Zahl p > 1 betrachte man die Menge
LP(X, ) aller messbaren Funktionen f: X — R derart, dass

/X @ du(z) < oo

Man kann zeigen, dass dann £P(X, i) ein Vektorraum ist und dass die Abbildung

LY(X,p) = (0,00, f = Ifllp = (/X P d@l/p

alle Eigenschaften einer Norm hat mit Ausnahme von || f||, = 0 = f = 0, was im allge-
meinen nicht der Fall ist. Um diese Eigenschaft zu erzwingen, setzt man

N = A{fel’(X,u):|fl,=0}
und faktorisiert diesen Untervektorraum N weg, indem man zum Quotientenvektorraum
LA(X ) = LX) /N

tibergeht; dessen Elemente sind nun also Nebenklassen [f] := f+N. Man zeigt, dass durch
I /11, == || fll, eine Funktion auf LP(X, 1) wohldefiniert ist; diese ist wirklich eine Norm
und man stellt fest, dass LP(X, u) bzgl. dieser Norm vollsténdig ist:

Satz 5.21 Die Raume (LP(X, ), || - ||p) sind vollstindig, also Banach-Rdume.

Beweis. Den Fall p = 1 diskutieren wir in der Ubung. Fiir allgemeines p sei auf die
Literatur verwiesen. O

LP-Réume werden in der Analysis haufig benutzt. Mehr dariiber lernen kénnen Sie u.a. in
der “Funktionalanalysis.”
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Teil I11: Hilfsmittel zur Integralberechnung

Nachdem wir uns in den ersten beiden Teilen des Skripts mit recht abstrakten Konstruk-
tionen beschéftigt haben, wenden wir uns nun der Berechnung konkreter Integrale zu. In
Kapitel 6 lernen wir den Satz von Fubini kennen, der es erlaubt, Integrale {iber R™ auf Inte-
grale iiber R zuriickzufiithren. Ein weiteres Hilfsmittel bei der Berechnung von Integralen ist
die Transformationsformel (das mehrdimensionale Gegenstiick der Substitutionsregel), mit
der wir uns anschlieffend beschéftigen. In der Praxis ist die Transformationsformel héufig
nicht direkt benutzbar, da die Transformationen Singularitéten aufweisen konnen (z.B. bei
Polarkoordinaten). Jedoch liegen diese Singularitdten oft in Nullmengen und beeinflussen
daher das Ergebnis einer Integration nicht. Wir diskutieren deswegen in Kapitel 8 einige
Methoden zum Nachweis, dass eine Menge eine Nullmenge ist. Anschliefend gehen wir auf
einige wichtige konkrete Beispiele ein.

6 Das Prinzip von Cavalieri und der Satz von Fubini

Der Satz von Fubini ist eine Folgerung des Prinzips von Cavalieri. Dieses besagt, dass man
das Volumen einer messbaren Teilmenge M des R™ berechnen kann, indem man (anschau-
lich gesprochen) M in unendlich diinne Schichten niedrigerer Dimension zerschneidet und
die Volumina der Schichten aufintegriert (“Salami-Taktik”).

Satz 6.1 (Prinzip von Cavalieri). Fir jede Borelmenge M C R™ x R™ = R"*™ gijlt:

(a) Fir jedes y € R™ ist
M, = {z eR": (z,y) € M} (40)

eine Borelmenge von R™.
(b) Die Funktion hy: R™ — [0, 00], has(y) = A (M,) ist messbar.

(¢) Das Lebesgue-Borel-Maj$ von M kann mit folgender Formel berechnet werden:
M) = [ A (0) (). (41)

Beweis. (a) Da die Inklusionsabbildung j,: R” — R™ x R™, j,(z) := (z,y) stetig ist und
somit messbar, ist M, = (j,)~*(M) messbar als Urbild einer messbaren Menge.

(b): Aus M = ey My mit My, := M N0 [=k, k[ C R™™™ folgt hy(y) = A(M,) =
limy oo An(My) = limg— oo by, (y). Konnen wir zeigen, dass jede der Funktionen hj;, messbar

ist, so ist auch hj; messbar, nach Satz 1.48. Wir diirfen daher 0.B.d.A. annehmen, dass
M C [—k,k[™™ =: @ fiir ein k € N. Setze

D = {N € B(Q) = B(R""™)|g : hy ist messbar } .
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Wenn wir zeigen konnen, dass D = B(Q), so ist M € D und somit gilt die Behauptung.
Da B(R™™) nach Lemma 1.15 von der Menge & aller halboffenen Intervalle in R™™™
erzeugt wird, wird B(Q) = B(R™ x R™)|o nach Lemma 1.34 (b) und Beispiel 1.35 von
F:={QNA: A€ &} erzeugt, was die Menge aller in () enthaltenen halboffenen Intervalle
ist. Um D = B(Q) nachzuweisen, ist also nur zu zeigen: D ist eine o-Algebra auf Q mit
F C D. Da F offensichtlich N-stabil ist, brauchen wir wegen des “Prinzips der lieben
Mengen” (Satz 5.16) nur zu zeigen, dass F C D gilt und D ein Dynkin-System ist.

F C D: Jedes halboffene Intervall I C @ ist von der Gestalt I = A x B fiir gewisse
halboffene Intervalle A C R*, B C R™. Dann ist [, = A falls y € B, I, = 0 falls
y € R™\ B und somit

hi(y) = Ma(A)- 15" (y) fiicy € R™ (42)
Folglich ist A;: R™ — R messbar und somit [ € D.
D ist ein Dynkin-System:
D1: Es ist hy = 0 messbar, somit () € D.

D2: Ist A € D, so ist hy : R™ — R messbar. Fiir y € R™ gilt (Q \ 4), = Q, \ 4y,
wobei Qy = [k, k[* falls y € [—k, k[™, sonst @, = 0. Folglich ist ho\a(y) = A\ (Qy \ 4y) =
A(Qy) = An(Ay) = (2K)" L _p s (y) —ha(y). Alsoist hg\a = (2k)" L[ kp» — ha(y) messbar,
somit @) \ A € D.

D3: Ist (A;),en eine Folge paarweise disjunkter Mengen A; € D und A := UjeN A;, so sind

fiir jedes y € R™ die Mengen (4;), paarweise disjunkt und A, = J;cy(4;)y- Also

haly) = M(Ay) = S M((A))) = D ha,(w). (13)

Nach Folgerung 3.25 ist hs messbar und somit A € D.
(c) Als Konsequenz von (b) definiert die rechte Seite von (41) eine Funktion

i BR™™)  [0,00],  p(M) = / oy = / (M) ()

p ist ein MaB: Wegen hy = 0 ist p(0) = 0. Ist (A;)jen eine Folge paarweise disjunkter
Mengen A; € B(R""™) und A := (J ey Aj, so erhilt man wie in (43) ha = > ha, und
somit j1(A) = [on D021 hay Ay = 372 g hay dh = 3777, (A;j), wie bendtigt.

Fiir jedes halboffene Intervall I = A x B mit A = [a,b] C R", B = [a, [ € R™ erhalten
wir mit (42):

i=1 j=1
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Die Eindeutigkeitsaussage in Satz 2.5 (a) liefert nun g = A, 4. O

Mit dem Cavalierischen Prinzip kénnen wir iiberpriifen, ob unsere naive Vorstellung aus
der Analysis I gerechtfertigt ist, dass das Integral einer nichtnegativen Funktion die Fliche
unter dem Funktionsgraphen beschreibt.

Folgerung 6.2 Fiir jede messbare Funktion f:R"™ — [0, 00| ist die Menge
M = {(z,t) eR" x R=R"":0 <t < f(z)}

messbar, vom Mafe

A1 (MT) = / fdX,.

n

Beweis. Die Projektionen m: R" xR — R", my(2,1) := z und mp: R" xR — R, my(, 1) 1=t
sind stetig und somit messbar. Folglich ist g := fom : R" xR — R, g(z,t) = f(x) messbar.
Nach Folgerung 3.8 ist H := g — m: R" x R —= R, H(z,t) = f(x) — t messbar, somit

MY = {(z,t) eR"xR: ¢t >0und f(z) —t > 0}
= 75 '([0,00) N H7'(]0, )
eine messbare Menge. Fiir z € R" ist
JMT) = {teR: (z,t)e M} = [0, f(z)]

und daher A\ (,(M7)) = f(z). Mit Satz 6.1 (wobei nun die Rollen von x und y vertauscht
sind) folgt A1 (My) = [on M ((M7)) dNn(2) = [on [(2) dA(2). O
Beispiel: Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel

Als eine Anwendung wollen wir das Volumen ¢, := \,(B,,) der n-dimensionalen Einheits-
kugel B, := {x € R" : ||z||2 < 1} berechnen. Offenbar ist ¢; = A;([—1,1]) = 2, und vom
Schulwissen ausgehend erwarten wir, dass co = m. Wir gehen nach dem Cavalierischen
Prinzip vor und zerschneiden fiir n > 2 die Kugel B,, in die Scheiben

Bh, = {2 eR"!': (2 s) € B"}
= {ZeR"7": 2 <V1I-8} = V1-52B,

fir s € [-1,1] und B, s = 0 sonst. Mit Folgerung 2.9 und Satz 6.1 erhalten wir

1
6 = / Mot (Bus) dMi(s) = / (1= 53" cp 1 dMy(s) = cn_l/ (1— 52" ds.
[_171] _

[_1v1] 1
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fiir n € Ny, so gilt also
Cn = Cn_1-1, fiir n > 2. (44)

Kennen wir also die Riemann-Integrale [,,, so konnen wir die Volumina c¢,, rekursiv berech-
nen. Beachten Sie, dass insbesondere

1
Ilz/dSZQ.
-1

Mit der Substitution s(t) = sint, t € [-7 7], folgt fiir n € Ny

(VB
(VB

I, = / (1—sin2t)nT_lcostdt = / (cost)"™ dt. (45)

3
I():/th:ﬂ'.

2

s
2

Insbesondere ist also

Ausgehend von (45) berechnen wir die Integrale [, fir n > 2 rekursiv mittels partieller
Integration:

w/2
I, = / (cost)™ ! - cost dt

—7/2

—n/2

w/2
= (sint)(cos t)"’1|7r/2 /_ /Q(Sin t)(n — 1)(cost)" *(—sint) dt

/2
= (n— 1)/ (1 —cos?t)(cost)" 2 dt = (n—1)I,_o— (n—1)I,.

—7/2

Damit erhalten wir fiir n > 1 die Rekursionsformel I,, = "T’l I,_o, und mit den bereits
ermittelten Werten Iy = 7 und I; = 2 finden wir
2n—1)2n—-3)-...-3-1

Ly =
2 on(2n—2)-...-4-2

und
I . 2n(2n—2)-...-4-2 5
Hieraus ergibt sich
2m T
I n 1 n — d I n[ n—1 — —,
2n+142 1 un ondon—1 -
woraus wir (mit (44))
I ] I m 7.(_n—l
cn = ncn— - n TL—CW,— == —cn_ — .. = c
2 2nCon—1 ondon—1Con—2 — Can—2 SR —50



und analog

2m
2n+1
(27m)" B PARRY I
2n+1)-2n—1)-...-3 2n+1)-...-3

Copn+1 = ]2n+112n02n—1 = Con—1

c1T =

erhalten. Insbesondere ist also tatsdchlich ¢o = 7 und ¢3 = §7r.

Mit Hilfe der Gammafunktion
I':]0,00[— R, =z »—>/ t" et dt
0

kann man die Formel fiir die Volumina c¢,, einheitlich als

n/2

Y

S 46
B Y (46)

schreiben. Dazu benutzt man die Rekursionsformel I'(z 4+ 1) = 2I'(z) fiir x > 0 (siehe
Forster 1, §20, Satz 2) und die Identitdt I'(1/2) = /7 (die wir bald beweisen werden).
Mithilfe dieser Formeln sollten Sie (46) leicht bestdtigen konnen.

Bevor wir den Satz von Fubini formulieren und beweisen, kldren wir noch, wann ein
“Késtchen” in R™ x R™ messbar ist.

Lemma 6.3 Fliir nicht-leere Teilmengen X C R™ und Y C R™ sind die folgenden Bedin-
gungen dquivalent:

(a) X € B(R") und Y € B(R™);
(b) X xY € B(R" x R™).

Beweis. (a)=(b) Sei X € B(R"), Y € B(R™). Da die Projektion 7 : R" x R™ — R"
m1(z,y) := x stetig ist und somit messbar, folgt

X xR™ = a74(X) € B(R" x R™).

Analog ist R x Y € B(R" x R™). Also X XY = (X x R™)N (R x Y) € B(R" x R™).

(b)=-(a) Sei nun X x Y Borelsch. Wihle x € X. Da die Inklusion i,: R™ — R" x R™,
i:(y) := (x,y) stetig und somit messbar ist, folgt

Y =i (X xY) € B(R™).

Analog sehen wir, dass X € B(R"). O
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Satz 6.4 (Satz von Fubini fiir nicht-negative Funktionen). Es sei f: X XY — [0, o0
messbar, wobei n,m € N und X C R" sowie Y C R™ Borelmengen sind. Dann gilt:

(a) Fir jedes y € Y ist die Funktion

fy = f(,y)XH[O,OO]7 [E'—>f<1],y)
messbar und fir jedes x € X ist ,f := f(z,): Y — [0, 00] messbar.

(b) Die Funktionen

F:Y —[0,00], F(y) ::/Xfyd)\n und

G: X —[0,00], G(z) := /wad)\m

sind messbar, und es gilt

Jo f e = [ ([ 00 @) iy

= [ ([t drw) dnito).

Beweis. Nach Lemma 6.3 ist X X Y eine Borelmenge. Wenn wir f auflerhalb von X x Y
durch 0 fortsetzen, erhalten wir nach Satz 1.36 eine messbare Funktion; da deren Integrale
und die von f sich nach Lemma 3.14 (b) nicht unterscheiden, diirfen wir 0.B.d.A. X = R"
und Y = R™ annehmen. Dem Beweisprinzip der Integrationstheorie folgend beweisen wir
die Behauptungen nun fiir Funktionen zunehmender Allgemeinheit.

(47)

Ist f = 1y die charakteristische Funktion einer Borelmenge M C X x Y, so gilt f, =
(Lar)y(x) = 1y, (x) mit M, wie in (40). Nach Satz 6.1 (a) ist also f, messbar. Wegen
fRn fydX, = fRn 1as, dN, = Ay (M) folgt mit Satz 6.1 nun

/]Wf nem = Aym(M) = / (M) dA(y) = / Ly () ().

Ist f = Z?Zl a;l,; eine nicht-negative Stufenfunktion, so ist f, = 2521 @;(14,),. Somit
ist F:Y —[0,00], y = [on fydr, = Z?Zl @ [gn 14, dX\, messbar und

k k
/ . f d>\n+m = Z@j/ . ]-Aj d)\ner = Z Oéj/ / 1Aj (fﬂ, y) d)‘n(a:) d)‘m(y)
Rn+m Rn-+m ey m JRn

J=1

- /m /nz%lf*(‘"’”’” (@) dAnly) = /m Rnf(a?,y) AN () dAn(y) -
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Ist f beliebig, so finden wir mit Satz 3.4 eine monoton wachsende Folge (s)ren nicht-
negativer Stufenfunktionen si : R™™™ — [0, 00[ mit s, — f punktweise. Nach dem Satz
iiber monotone Konvergenz ist dann

/ A = Jim S A - (48)
R”l m

k—o0 Rn+m

Fiir jedes y € Y ist andererseits ((sy),)ken eine monoton wachsende Funktionenfolge mit
punktweisem Grenzwert f, = limy_o(sk),. Also ist f, messbar und nach dem Satz iiber
monotone Konvergenz ist

fydh, = lim | (sp)y dA,.
RTL

k—oo Rn

Da jede der Funktionen Fj : Y — [0,00], ¥ — [5.(sk)y dX, messbar ist, ist auch der
punktweise Grenzwert F': Y — [0,00], y — [o. fy d\, messbar. Da die Funktionenfolge Fy,
hierbei monoton wachsend in k ist, liefert der Satz iiber monotone Konvergenz:

k—o00

/ o fo o P dAnly) = Jim / ) / (s)y A A (y). (49)

Wegen [ooim Sk AAigm = Jom Jan (Sk)y dAndAi(y) folgt die erste Hélfte von (50) durch
Vergleich der rechten Seiten von (48) und (49). Die zweite Hélfte zeigt man analog. O

Satz 6.5 (Satz von Fubini fiir integrierbare Funktionen). Es sei f: X x Y — R
eine bzgl. Ay tiber X XY integrierbare Funktion, wober n,m € N und X C R"™ sowie
Y C R™ Borelmengen sind. Dann gilt:

(a) Die Mengen

Xo = {x € X:.f ist bzgl. N, iber Y integrierbar} und
Yo = {yeY:f, ist bzgl. \, dber X integrierbar}

sind Borelsche Mengen mit \,(X \ Xo) = A\n(Y \ Yo) = 0; es ist also . f fir fast alle
x € X bzgl. Ny, tGber'Y und f, fir fast alley € Y bzgl. A, idber X integrierbar.

(b) Die Funktionen

F:Yy—R, F(y) ::/fyd)\n und
b

G:Xo—R, G) = /xfd)\m
Y

sind integrierbar, und es gilt

/ fdhmim = / Fd)\, = / G dX,. (50)
XxY Yo Xo
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Beweis. Mit dem bereits bewiesenen Satz von Fubini fiir nicht-negative Funktionen erhal-
ten wir nach Aufspaltung in Positiv- und Negativteil:

/Xxyfd)\wrm B XxY Jo Do = /X><Y J- Bt
_ /Y ( /X (fo), d)\n>l Donly) — /Y ( /X (f-)y dkn)/ o (y)
::gr(y) =:V(y)

= /Ygd/\m - /Yhd/\m. (51)

Beachten Sie, dass wir die beiden Integrale in (51) nicht ohne weiteres zu einem Integral
zusammenfassen konnen, denn es konnte ja g(y) = h(y) = oo sein, so dass undefinierte
Ausdriicke der Form “co — 00” auftreten wiirden. Da [, gd),, < oo und [, hd\,, < oo,
miissen die Funktionen g und h jedoch fast iiberall endlich sein (siche Lemma 3.12(f)).
Also ist

Y\Yy = g7 ' ({oo}) U b7 ({oo})

eine messbare Menge mit A, (Y \ Yp) = 0. Da man messbare Mengen vom MaB 0 beim
Integrieren weglassen darf, konnen wir (51) wie folgt umformen:

fdh\pim = /gd)\m —/hd>\m = /(g—h)d/\m
XXY Yo Yo Yo

_ /Y (/Xfyd)\n) dDn(y) = /YOFd)\m.

Die iibrigen Aussagen erhéilt man durch Vertauschen der Rollen von x und y. a

Bemerkung 6.6 Setzt man die Funktion F' durch F(y) := 0 fir y € Y \ Yy zu einer
Funktion F: Y — R fort,?” so ist F' messbar und wir erhalten einfach

F dym = /FdAm.
Y

Es kann tatsdchlich vorkommen, dass Yj eine echte Teilmenge von Y ist.
Beispiel 6.7 Wir betrachten die Funktion

XxY

1 falls y =0 und x > 0;
R =R, flo,y) = —1 falls y =0 und x < 0;
0 sonst.

Da fy = 1jg.00f — Lj—ooo flir y = 0 mit [ (fo)+ dAy = 00, ist [, fo dAy nicht definiert. Es ist

Yo =R\ {0} und
R2fd)\2 = /;/0 /Rfyd)\ld)\l(y) =0

(da f, =0 fiir y # 0).

27Statt durch 0 darf man F hier sogar ganz beliebig fortsetzen, solange die Fortsetzung nur messbar ist.
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7 Die Transformationsformel

In diesem Abschnitt lernen wir das Analogon der eindimensionalen Substitutionsregel ken-
nen, die wir zunéichst noch einmal anschauen. Ist ¢: [a,b] — R eine stetig differenzierbare
und monoton wachsende Funktion und ist f: ¢([a,b]) — R stetig, so ist

/ab(focé) / fa

bzw., als Lebesgue-Integral geschrieben,

/ (fo b)) §(1) dt = / Fo) dr.
[a,0] ¢([a,b])

Ist dagegen ¢ monoton fallend, d.h. orientierungsumkehrend, so ist

b #(b) #(a)
[eawsnya = [ @ =~ [ paas =~ [ faya
a #(a) #(b) #([a,b])

Da hier stets ¢'(t) > 0 (bzw. ¢'(t) < 0) wegen der Monotonie, lassen sich die beiden
Identitaten zusammenfassen zu

/ (f o)) |6/ (1)) dt = / f(z) da (52)
[a,b] ¢([a,b])

das ist die Transformationsformel, die wir auf héherdimensionale Situationen verallge-
meinern wollen. Wir werden (wie bereits in den vorigen Formeln) auch die Schreibweise
[ [(x) dx statt [, fdX\ verwenden.

Wir erinnern an die Definition eines Diffeomorphismus:

Definition 7.1 Eine bijektive Abbildung ¢: U — V zwischen offenen Mengen U,V C R”
heilt Diffeomorphismus, wenn ¢ und ¢! stetig differenzierbar sind.

Satz 7.2 (Transformationsformel). FEs seien U,V C R" offen und ¢ : U — V ein
Diffeomorphismus. Eine Funktion f:V — R ist genau dann bzgl. des Lebesque-Borel-
Mapfes N\, iber V integrierbar, wenn die Funktion U — R, x +— f(¢(x)) |det ¢'(x)| dber U
integrierbar ist. In diesem Fall (und auch in dem Fall, wenn f nicht-negativ und messbar
ist) gilt

/V 1) dy / F(6(2)) et ¢/ (x)] d (53)

Insbesondere ist

A (0(A)) = /A|det ¢'(x)| dx  fiir jede Borelmenge A € B(U). (54)
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Man beachte, dass (54) tatséchlich aus (53) folgt, wenn wir f = 1y4y: V' — [0, oo[ wihlen,
da Lya)(o(7)) = La(z).

Hier steht ¢/ (x) € L(R™, R") fiir die Ableitung von ¢ : U — V in x € U. Vor dem Beweis von
Satz 7.2 machen wir uns klar, was die Transformationsformel bedeutet. Der wesentliche Teil
ist Formel (54), die angibt, wie sich das Volumen des Bildes einer messbaren Menge A unter
¢ berechnet. Ist insbesondere |det ¢/(x)| eine von = unabhingige Konstante ¢, so reduziert
sich (54) auf A\,(¢(A)) = cA\(A). Die Konstante ¢ ist also ein Verzerrungsfaktor, der
angibt, wie sich das Volumen einer Menge bei Anwendung von ¢ dndert. Ist beispielsweise
o= T‘U mit einer linearen Abbildung 7': R™ — R", so ist ¢/(x) = T und somit \,(7'(A4)) =
|det T'| - A\ (A). Fir U = R" und A = [0, 1] (Einheitswiirfel im R™) ergibt sich mit

A (T([O, 1]n)) — |detT|

eine anschauliche Bedeutung (des Betrags) der Determinante als Volumen des Bildes des
Einheitswiirfels. Eine Menge der Gestalt T'([0, 1]™) heifit auch Spat oder Parallelotop . Man
kann sie schreiben als {7, zja; : x; € [0,1] fiir alle j}, wobei die a; die Bilder der
kanonischen Basisvektoren unter 7' sind.

Beweis der Transformationsformel. 1. Schritt: Es geniigt, (54) zu beweisen. Die lin-
ke Seite von (53) konnen wir ndmlich mithilfe der Allgemeinen Transformationsformel
(Satz 5.6) umschreiben als ein Integral bzgl. des BildmaBes (¢~!).(A\|v):

d\, v = opodtdh\,ly = o dlo™V)Mnlv), 55
/Vf v /meb v /Uf¢<¢><|v) (55)

wobei jeder der jeweiligen Integranden genau dann integrierbar ist, wenn die anderen es
auch sind. Andererseits ist aufgrund des Satzes iiber Integration bzgl. Maflen mit Dichten
(Satz 5.1) der Integrand auf der rechten Seite von (53) genau dann integrierbar, wenn fo ¢
bzgl. des MaBes |det ¢'(z)| d\,|y(x) mit Dichte |det ¢'(z)| bzgl. A\,|v integrierbar ist, und
in diesem Falle gilt

[ 1(o@) et d@landu@) = [ 1(o@) (@etd@lanlu@) . (66

Gleichung (54) bedeutet, dass das BildmaB (¢™1).(\,|v) mit dem MafB | det ¢/ ()| d\, |y (z)
tibereinstimmt. Ist dies der Fall, so wird in den Integralen auf der rechten Seite von (55)
bzw. (56) die gleiche Funktion bzgl. des gleichen Mafles integriert: Die Integrale sind daher
gleich, wann immer sie existieren.

2. Schritt: Es geniigt zu zeigen, dass jeder Punkt p € U eine offene Umgebung W, C U
hat, so dass (54) fir W, anstelle von U und fir ¢|W anstelle von ¢ gilt.

Fiir jeden Punkt p € U gibt es einen Punkt ¢ € Q™ und eine offene Kugel B,.(¢) mit
rationalem Radius derart, dass p € B,(¢) € W,. Die Behauptung (54) gilt fiir jede der
abzahlbar vielen Mengen B,.(¢), und diese Mengen iiberdecken U. Wir haben also abz&hlbar
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viele Mengen (Mjy)ren gefunden, fiir die (54) gilt und die U iiberdecken. Ist nun A C U
messbar, so schreiben wir A als disjunkte Vereinigung der Mengen

Al = AﬂMl und Ak = (AﬂMk)\(MlLJ"'UMk_l) furkZQ

Aufgrund der o-Additivitédt von A, und Satz 3.15 folgt nun

M (6(4)) = fjm(wk)) - fj [ Wetd@lar = [ e (@] o,

3. Schritt: (54) gilt, wenn U =V = R™ und ¢: R" — R™ eine Permutation der Koordina-
ten ist, wenn also ¢(x) = (To(1), - - - Tom)) mit einer Bijektion o: {1,...,n} — {1,...,n}.

In diesem Fall ist |det ¢'(x)| = 1, und (54) gilt offenbar fiir alle Quader in R™. Aufgrund
der Eindeutigkeit des Lebesgue-Borel-MaBes (Satz 2.5 (a) oder Folg. 5.20) gilt also (54).

4. Schritt: (54) gilt, falls n =1 ist, wenn also U und V' offene Teilmengen von R sind.

Ist A C U ein kompaktes Intervall, so ist auch ¢(A) C V ein kompaktes Intervall (da ¢
stetig ist). Anwendung der Substitutionsregel (52) auf die Funktion f =1 (fiir das letzte
Gleichheitszeichen) liefert nun

(6D (l)(A) = M((A)) = /(ﬁ(A)ldm _ /A|q§’(1:)|d:c.

Also stimmen die MaBe (¢7!).(A\1]y) und |¢/(x)| d\i |y (z) auf dem Messraum (U, B(U)) auf
allen kompakten Intervallen A C U iiberein (und sind dort endlich!). Wie im Beweis von
Folgerung 5.20 sieht man nun, dass die Mafie iibereinstimmen, d.h. es gilt (54).28

5. Schritt: Gilt (54) fir die Diffeomorphismen ¢: U — V und ¢: V. — W, so gilt (54)
auch fiir den Diffeomorphismus o ¢: U — W.

Aus Schritt 1 wissen wir, dass (54) die Formel (53) nach sich zieht. Nach der Kettenregel
ist nun

det (0 0)(2)) = det (¥/(9(x)) 0 ¢'(2)) = det (¥/(6(2))) - detd/(z).  (57)
Wenden wir (54) auf ¢ und (53) auf ¢ an, erhalten wir
w(woor) = [ jaerwi)ay (nach (54)
- /A ’detw’(qﬁ(x))‘-‘det(ﬁ’(x)‘da: (nach (53))
= [ et (v ooy (o) do (nach (57)).

28Hitten wir hier halboffene Intervalle genommen, hiitten wir uns auch auf Satz 2.5 (b) berufen kénnen.
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6. Schritt. Wir zeigen die lokale Aussage aus Schritt 2 durch Induktion nach n.

Der Induktionsanfang n = 1 ist in Schritt 4 abgehandelt. Sei also n > 2 und p € U. Ziel
des Induktionsschritts ist es, zu zeigen, dass (54) giiltig ist, wenn wir dort U durch eine
(eventuell kleinere) offene Umgebung von p ersetzen. Wegen det ¢/(p) # 0 gibt es ein j

mit % (p) # 0, wobei ¢ = (¢1,...,¢,). Indem wir ¢ mit einer Koordinatenpermutation
verkniipfen, diirfen wir nach Schritt 3 und 5 0.B.d.A. annehmen, dass j = n ist, also
On
0.
oz, (p) #

Wir betrachten die Abbildung

v: U — R", P(z) = <x1,x2, o ,xn,l,qbn(x)) .

Die Jacobi-Matrix von ¢ in x (d.h. die Matrix von ¢'(x) bzgl. der natiirlichen Basis des
R™) hat die Blockstruktur

1,1 0
Odn
. )

ist also insbesondere fiir x = p invertierbar. Nach dem Satz {iber die Umkehrfunktion (For-
ster, Analysis II, §8, Satz 3) diirfen wir nach einer gegebenenfalls erforderlichen Verklei-
nerung von U annehmen, dass ¢(U) offen in R" und ¢: U — ¢(U) ein Diffeomorphismus
ist. Wir haben damit eine Zerlegung

¢ = poyp :U—V mit p = goyp ' :9p(U)—V.
Die nte Komponente von p ist dann gegeben durch

Pn(ﬁU) = <¢no1/)_1)<y) = (¢n0¢_1>(y) = Yn-

Nach Schritt 5 geniigt es, die Behauptung fiir die Abbildungen % und p zu zeigen. Wir
diirfen jetzt also annehmen, dass ¢ eine der Abbildungen i oder p ist. Somit gibt es ein
Jj € {1,...,n} derart, dass ¢;(z) = x; fiir alle z € U (denn ¢ und p besitzen diese
Eigenschaft). Indem wir wieder geeignet permutieren, diirfen wir nach Schritt 3 sogar

n(x) = x,  firalle z €U (58)

annehmen. Dann ist also
¢(zx) = (0(x),zn)
mit 0 := (¢1,...,¢0n_1): U — R" 1. Nach Verkleinern von U kénnen wir weiter erreichen,

dass U = W x [ fiir ein offenes Intervall I C R und eine offene Teilmenge W C R*~!. Mit
den Notationen

V, = {yeR”’lz (y,t) €V} und 6, W =V, 0,(y) :=0(y,t)
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fiir t € I (wie im vorigen Kapitel) kénnen wir ¢ nun wie folgt schreiben:
d(w, ) = <9t(w),t> mit (w,t) € W x I. (59)

Wegen (59) hat die Jacobi-Matrix J,(¢) von ¢ in z = (w,t) die Struktur

Ju(0;)  *
Jx(¢)=< (()) 1);

det ¢'(z) = det (6;)'(w). (60)

Insbesondere ist also det (6;) (w) # 0 fiur alle w € W und t € I; da 6, : W — V; per
Konstruktion eine Bijektion ist, folgt daher mit dem Satz iiber die Umkehrfunktion, dass
0, fiir jedes t € I ein Diffeomorphismus ist.

somit gilt

Fiir eine messbare Teilmenge A von U = W x [ erhalten wir nun schrittweise

/\n<gb(A)> - /R )\n_1<¢(A)t> dt = /1 )\n_l(gb(A)t) dt (Cavalieri)

= /)\n_l (Ht(At)) dt (Definition von 6;)
I

= / |det (6;)(w)| dw dt (Induktionsannahme)
1Ja,

= // 1 (w) |det ¢/ (w, t)| dw dt (wegen (60))
IJW S~~~

15 (w,)

= / 1%(z) |det ¢/ ()| dz (Fubini)

WxI

_ / det ¢/ ()] da
A

Dies beendet den Beweis. O

Bemerkung 7.3 Wie im ersten Schritt des Beweises der Transformationsformel festge-
stellt wurde, bedeutet Formel (54), dass das Bildmaf}

(6 H)e(Auly)  mit dem MaBl  |det ¢'(x)| d\, |y ()

(mit Dichte bzgl. des Lebesgue-Borel-Mafies) iibereinstimmt. Aus beweistechnischer Sicht
ist diese Aussage der eigentliche Kern der Transformationsformel, und sie zu beweisen
die eigentliche Schwierigkeit. Wie in Schritt 1 erklart, folgt der Rest dann sofort aus der
“Allgemeinen Transformationsformel” (die zwar tatséchlich in “allgemeineren” Situationen
anwendbar ist, aber weniger konkret ist und daher gar nicht schwer zu beweisen war!).
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Wir halten noch eine wichtige Folgerung fest. Ist 7" € L(R™) eine Isometrie (d.h. wird T’
durch eine orthogonale Matrix dargestellt), so nennt man 7" eine Drehung des R™.

Folgerung 7.4 (Rotationsinvarianz des Lebesgue-Borel-Mafles). Fiir jede Drehung
T des R"™ und jede Borelmenge A C R"™ gilt A\, (T(A)) = A\.(A).

Beweis. Fiir die T entsprechende Matrix M und ihre transponierte Matrix gilt MM = I.
Also ist (det M)? = det M det M* = det MM" = 1 und daher auch (det T)* = 1. Also ist
|det T'| = 1, und die Behauptung folgt aus (54). O

Bemerkung 7.5 Die in Folgerung 7.4 festgestellte Rotationsinvarianz des Lebesgue-Borel-
Mafles ist nicht von vornherein klar, da wir ja das Lebesgue-Borel-Mafl basisabhéngig
definiert haben (ndmlich anhand seiner Werte auf Quadern, die parallel zu den Koordi-
natenachsen liegen). Da das Lebesgue-Borel-Mafl nach Folgerung 2.8 auch invariant unter
Translationen ist, kénnen wir zusammenfassend feststellen, dass das Lebesgue-Borel-Maf}
unter allen Abbildungen der Gestalt ¢(z) = Tz +v mit einer linearen Isometrie 7" € L(R")
und einem Vektor v € R" invariant ist.
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8 Beispiele von Koordinatentransformationen

Wir diskutieren nun diejenigen Koordinatentransformationen, die in der Praxis wirklich
gebraucht werden (ebene und réaumliche Polarkoordinaten sowie Zylinderkoordinaten).

Ist der Integrand eines Mehrfachintegrals eine rotationssymmetrische Funktion (bzw. inva-
riant unter Rotationen um die z-Achse), so lassen sich Integralberechnungen durch Uber-
gang zu Polar- bzw. Zylinderkoordinaten haufig stark vereinfachen.

Um die Transformationsformel in den genannten Spezialfillen (und allgemeineren Situatio-
nen) anwenden zu konnen, muss man meist aus dem Integrationsgebiet zunéchst gewisse
Nullmengen herausschneiden, um die Koordinaten-Transformation zu einem Diffeomor-
phismus zu machen. Wir beschéftigen uns daher in diesem Kapitel zunédchst mit einigen
Kriterien, die es uns in den fiir die Praxis relevanten Situationen erlauben, gewisse Mengen
als Nullmengen zu erkennen.

8.1 Erkennen von Nullmengen

Man kann héufig eine Nullmenge mithilfe des folgenden Satzes als solche erkennen.

Satz 8.1 Ist A C R" eine \,-Nullmenge und f: A — R™ Lipschitzstetig, so ist auch f(A)
eine \,-Nullmenge.

Beweis. Gegeben ¢ > 0 existiert eine Folge (Wy)ken von halboffenen Wiirfeln mit A C
Ugen Wi und 3777 A (Wy) < e, da A eine A,-Nullmenge ist. Wir diirfen annehmen, dass
jeder Wiirfel W) einen Punkt a, € A enthélt. Ist s, die Kantenlinge von Wj, so ist
A(Wy) = s und ||x — ai|| < spy/n (=Lénge der Diagonalen), fiir alle x € Wy. Da f
Lipschitzstetig ist, gibt es ein L > 0 derart, dass

[f(x) = fWI < Lllz—vyl|  firalle 2,y € A.
Insbesondere ist fiir alle z € AN W,

1f(x) = flar)| < Lz —ax| < Lspv/n.

Also liegt f(A N W) in einer Kugel vom Radius Ls+/n und damit auch in einem Wiirfel
W; mit der Kantenlinge 2Ls+/n. Es ist also

= |J ranmy) ¢ UWIC

keN keN
mit
> An(W, = > @Lskv/n)" = 2LVR)" Y A(Wi) < (2LVn)"-¢
k=1 k=1 k=1
Da e > 0 beliebig war, ist f(A) eine Nullmenge. O
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Folgerung 8.2 Ist A C R" eine \,-Nullmenge, U C R" offen, A C U und f: U — R"”
stetig differenzierbar, so ist auch f(A) eine \,-Nullmenge in R™.

Beweis. Da U offen ist, ist U eine abzédhlbare Vereinigung von kompakten Quadern der
Gestalt Qr = |ak, bg] mit ax, by € Q™ (vgl. Musterlosung zur Aufgabe HS8). Als stetige
Funktion ist f': U — L(R") auf jedem der kompakten Quader @y beschrinkt, d.h. es gibt
ein Ly > 0 mit || f'(x)] < Ly fiir alle x € Q. Mit dem Mittelwertsatz (Forster, Analysis 2,
§52, Satz 5) erhalten wir %

1= = || [ et n0-2) i

1
< / 1f'(z+ty —2) - ly = 2l dt < Lilly — =]
0

fiir alle y,z € Q. Also ist lek Lipschitzstetig, und nach Satz 8.1 ist f(A N Q) eine

Nullmenge. Somit ist auch f(A) = U,y f(ANQ%) eine Nullmenge (siche Aufgabe G23 (b)).
O

Satz 8.1 und Folgerung 8.2 lassen sich nicht auf beliebige stetige Funktionen f verallge-
meinern. Beispielweise gibt es Kurven, die ein ganzes Quadrat im R? ausfiillen (sogenannte
Peano-Kurven).

Lemma 8.3 Jeder echte affine Unterraum A C R™ ist eine \,-Nullmenge.

Beweis. Da Verschieben einer Borelmenge deren Lebesgue-Borel-Ma$ nicht dndert (Folge-
rung 2.8), diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass 0 € A gilt. Nach Ausfiihren einer geeigneten
Drehung (die nach Folgerung 7.4 ebenfalls das Mafl unverdndert lisst) diirfen wir anneh-
men, dass A C R"!x{0}. Es geniigt daher, zu zeigen, dass B := R" ' x {0} eine Nullmenge
ist. Nach dem Prinzip von Cavalieri ist jedoch

M(B) = /{0} Aot (R dA = A (R™H -0 ({0}) = 00-0 = 0. .

Eine niitzliche Konsequenz ist der folgende Satz, der es haufig ermoglicht, Teilmengen
“kleinerer Dimension” als Nullmengen zu erkennen.

Satz 8.4 (Erkennen von Nullmengen). Sind k,n € N mit k < n und f: U — R”
eine stetig differenzierbare Funktion auf einer offenen Teilmenge U C R¥, so ist f(U) eine
Borelmenge in R™ vom Maf \,,(f(U)) = 0.

Beweis. Die offene Menge U lisst sich durch eine Folge (K;)jen kompakter Mengen K
tiberdecken, U = | J ien IS (man nehme z.B. geeignete kompakte Quader mit Eckpunkten in

29Der folgende Sachverhalt ist auch als “Satz vom endlichen Zuwachs” bekannt.
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QF). Als stetiges Bild einer kompakten Menge ist dann f(K;) kompakt, somit abgeschlossen
und somit eines Borelmenge. Folglich ist auch

roy = 1(UkK) = UK eBRY.
jEN jEN
Wir benutzen nun, dass

h:U xR - R, h(z,y) == f(z)

stetig differenzierbar ist und U x {0} C R*x{0} (nach Lemma 8.3) eine \,-Nullmenge. Nach
Folgerung 8.2 ist somit f(U) = h(U x {0}) eine A\,-Nullmenge und somit A, (f(U)) = 0,
weil ja f(U) zudem eine messbare Menge ist. O

Satz 8.5 Ist A C R" eine Borelmenge und f: A — R messbar, so ist der Graph
D(f) = {(az,f(x)): v € A} C R"xR (61)
eine Borelmenge vom Maf§ A1 (T'(f)) = 0.

Beweis. Wir setzen f durch 0 zu einer Funktion g: R® — R fort. Als stiickweise messbare
Funktion ist g messbar (Satz 1.36). Da T'(f) = T'(g) N (AXR) C I'(g), wobei A xR C R™*!
nach Lemma 6.3 eine Borelmenge ist, brauchen wir nur zu zeigen, dass I'(¢g) eine Borelmenge
vom Maf} 0 ist. Die Formel

I'(g) = {(v,y) eR"xR:y—g(x) =0}

zeigt, dass I'(g) die Nullstellenmenge einer messbaren Funktion und somit eine Borelmenge
ist. Mit dem Cavalierischen Prinzip erhalten wir nun

hoii (Do) = / M(lo@)) dn@) = [ 0an = o. ]

8.2 Polarkoordinaten, Zylinderkoordinaten

Oft lassen sich vorhandene Symmetrien dadurch ausnutzen, dass man Integrationsbereiche
durch Koordinatentransformationen (d.h. durch eine geeignete Parametrisierung) in Qua-
der iiberfiihrt, auf denen Integrale iterativ berechnet werden kénnen. Im folgenden schauen
wir uns die fiir die Praxis wichtigsten Koordinatentransformationen an: Ebene und raum-
liche Polarkoordinaten (auch bekannt als “Kugelkoordinaten”) sowie Zylinderkoordinaten.
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Polarkoordinaten in der Ebene. Die Punkte der Ebene lassen sich anhand ihres Ab-
stands r zum Ursprung und des (im Gegenuhrzeigersinn gemessenen) Winkels ¢ zur z-
Achse (den sog. “Polarkoordinaten”) beschreiben:°

P:[0,00[ x [0,27] — R?, P(r,¢) := (rcos¢,rsing). (62)
Die Jacobi-Matrix von P in (r, ¢) ist gegeben durch

cos ¢ —rsin ¢ )

sin ¢ 7 COS ¢

Jro)(P) = (

und ihre Determinante ist gleich 7; fiir r > 0 ist die Matrix Ji;,4)(P) also invertierbar.
Man beachte, dass P nicht injektiv ist; z.B. ist P(r,0) = P(r,27). Jedoch erhilt man
einen Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen von R?, wenn man den Definitions-
bereich zu ]0, 0o x |0, 27| verkleinert und im Bild die nicht-negative z-Achse weglésst: Die
Einschrankung von P zu einer Abbildung

10, 00[ x |0, 27[ — R%\ ([0, 00[ x {0})

ist ein Diffeomorphismus. Nach der Transformationsformel (Satz 7.2) ist eine Funktion
f:R?\ ([0, 00 x{0}) — R somit genau dann integrierbar, wenn die Funktion

(r,¢) — f(P(r, gb)) - |det P'(r,¢)| = f(rcos¢,rsing)-r

auf ]0, 00| x ]0, 27| integrierbar ist. Da Nullmengen beim Integrieren weggelassen werden
diirfen, erhalten wir somit fiir jede messbare Funktion f: R? — R

fdry = / fdly = / f(rcoso,rsing)rdis(r, ¢)
R2\([0,00[ x{0}) 10,00[ % 10,27

RQ

— / f(rcosé,rsing)rdiy(r, o)
[0,00[ % [0,27]

= / f(rcos¢,rsing)rdodr, (63)
[0,00[ /[0,27]

wann immer einer (und somit jeder) der Integranden integrierbar ist. Hierbei haben wir
zunéchst die Nullmenge [0, co[ x{0} beim Integrieren weggelassen, dann die Transforma-
tionsformel benutzt, dann die Nullmengen {0} x [0, 27] und [0, co[ x{m, —7} hinzugenom-
men und schlieflich den Satz von Fubini benutzt.

Wichtig ist, vor Anwendung der Transformationsformel zu priifen, ob die “Ausnahme-
mengen” auf beiden Seiten Nullmengen sind.

30Skizzen zur Erlduterung der Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten werden in der Vorlesung an der
Tafel angefertigt. Falls notig, finden Sie solche Skizzen auch in Prof. Farwigs Vorlesungsskript “Integration
im R™” auf den Seiten 29, 32 und 33; das Skript ist unter der URL

http: //www.mathematik.tu-darmstadt.de/Math-Net/Lehrveranstaltungen /Lehrmaterial /SS2004 / Anall
als ps.gz-File und als pdf-File frei zugénglich (Vorsicht: Farwigs Kugelkoordinaten sind anders).
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Beispiel 8.6 Als Anwendung von (63) berechnen wir das Integral [, e~ dx. Dazu be-
trachten wir die Funktion

fiRT =R, f(r,y) = e Y

Diese ist rotationssymmetrisch; mit Polarkoordinaten, (63) und der Substitution s = r?
erhalten wir

0 27 00 [e’s)
flz,y) dha(z,y) = / / e’TQrdgbdr = 27r/ e rdr = 7T/ e *ds
o Jo 0 0

= 7 lim [—678}3 = 7 lim (1—e*t) = 7.

t—o00 t—o00

R2

Insbesondere ist also f integrierbar. Andererseits erhalten wir mit dem Satz von Fubini:

/ 63&2—i-y2 d)\g(x,y) _ //e—qﬂe—y? dZL'dy — /(/6_362 dl‘) e—y2 dy
R2 R JR R \JR
= /612 d:ls‘/ey2 dy = </ex2 d:z:)Q,
R R R

/R e dr = /7 (64)

folgt. Dieses Integral spielt in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine zentrale Rolle. Es er-
moglicht uns auch die Berechnung des Werts I'(1/2) der I'-Funktion, der im Anschluss an
Formel (46) benutzt wurde. Mit der Substitution ¢ = /s erhalten wir ndmlich

so dass schliefilich

o0

[(1/2) = /0 V2t dt = 2/0 e ds = / e ds = /7.

o0

Zylinderkoordinaten. Die Punkte des Raums lassen sich mittels ihrer z-Koordinate, ih-
res Abstands r von der z-Achse und des (im Gegenuhrzeigersinn gemessenen) Winkels ¢
ihrer Projektion auf die z-y-Ebene zur z-Achse beschreiben (also mittels der sog. “Zylin-
derkoordinaten” (r, ¢, z)) :

Z:0,00[x[0,27] x R = R®,  Z(r,¢,2) = (rcos¢,rsin¢, z)

Hier ist
cos¢p —rsing 0
Joro)(Z) = | sing rcosg 0
0 0 1
und somit

det Jpon)(Z) = 1 # 0

fiir » > 0. Die Einschréinkung von Z auf

10, 00[ X |0, 27 xR
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ist ein Diffeomorphismus auf die offene Menge 3!
R* \ ([0, 00[x{0} xR).

Hierbei wurden im Definitionsbereich und im Bild wieder lediglich Nullmengen weggelassen.

Raumliche Polarkoordinaten (Kugelkoordinaten). Die Punkte des Raums lassen
sich mittels ihres Abstands r zum Ursprung, des Winkels 6 zur z-Achse (Breitengrad) und
des im Gegenuhrzeigersinn gemessenen Winkels ¢ ihrer Projektion auf die z-y-Ebene zur
x-Achse (Langengrad) beschreiben (also durch die sog. “Kugelkoordinaten” (r,6, ¢)):

K:[0,00[x[0,7] x [0,27] — R*, K(r,0,¢) := (rsin&cosgb,rsin@sinqﬁ,rcos@).

Man erhalt
sinfcos¢ rcosfcosp —rsinfsing

Jiro.6)(K) = sinfsin¢ rcosfsing rsinfcos¢
cos —rsind 0

mit Determinante
det Ji 0.4 (K) = r*sinf > 0

fir 7 > 0 und 6 € )0, w[. Die Einschréinkung von K auf
10, 00[ x 10, 7[ x 10, 2]

ist ein Diffeomorphismus auf die offene Menge R?\ ([0, 00 x{0} x R), wobei in Defini-
tionsbereich und Bild nur Nullmengen weggelassen wurden. 3

Polarkoordinaten im R™. Der Vollstiandigkeit halber sei erwidhnt, dass man jenseits
der Polarkoordinaten in Ebene und Raum auch Polarkoordinaten im R™ einfithren kann.
Details hierzu finden Sie z.B. in Prof. Rochs Skript zur Analysis III oder auch in Prof.
Farwigs Skript zur Analysis II. Man kénnte die mehrdimensionalen Polarkoordinaten zum
Beweis des folgenden Satzes benutzen. Da die Berechnung der Jacobi-Determinanten der
Transformation und die Bestimmung der Ausnahmemengen recht mithsam wire, geben wir
jedoch lieber einen direkten Beweis mit der Allgemeinen Transformationsformel.

Satz 8.7 (Integration rotationssymmetrischer Funktionen). Gegeben eine messbare
Funktion f:[0,00] = R und n € N ist auch

F:R"—=R, F(z):= f(|]2)

messbar. Die Funktion F' ist genau dann bzgl. A\, tiber R™ integrierbar, wenn die Funktion
0,00 = R, 7 — "L f(r) bzgl. Ay diber [0, 00| integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/ Fd\, = nc, (r)yr"~t dr,
" 0,00

wobei ¢, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel ist.

31Diese Abbildung ist nimlich eine Bijektion, und da ihr Differential an jeder Stelle nach dem Vorigen
invertierbar ist, ist die Abbildung nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion ein Diffeomorphismus.
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Beweis. Wir definieren ¢ : R" — [0,00[, ¢(x) := ||z|2. Da F' = f o ¢, ist F' nach der
Allgemeinen Transformationsformel (Satz 5.6) genau dann bzgl. A, iiber R™ integrierbar,
wenn [ bzgl. des BildmaBes ¢.(A,) auf ([0, 0o, B([0, o)) iiber [0, oo integrierbar ist, und
in diesem Falle gilt

/ Fav, = [ foodn = [ Fdsu(n).
n R’ﬂ

[0,00]
Zum Beweis des Satzes brauchen wir also nur zu zeigen, dass ¢.(\,,) mit dem Maf
1 Co 7 dA 0,001 (1)

mit Dichte n ¢, 7! bzgl. Ai|,eo[ libereinstimmt. Als Konsequenz von Folgerung 5.18 ist
letzteres der Fall, wenn wir zeigen kénnen, dass die zwei Mafe fiir alle 0 < a < b der Menge
la, b] den gleichen Wert zuordnen und dieser endlich ist. Bezeichnet B,, die abgeschlossene
Einheitskugel in R", so ist ¢~'(]a, b]) die Kugelschale bB,, \ aB, und somit

¢:(A)(Ja,b]) = Aa(¢7(Ja,0])) = Aa(bBn\aBy) = Ma(bBa) — Au(aB,) = (" —a") .

Diese Zahl ist endlich und stimmt wie gewiinscht mit
/ ne, "t dM(r) = e ] = (0" —ad") ey
Ja.b]

iiberein. O
Bem. Ist F': R® — R eine messbare und rotationssymmetrische Funktion, so ist auch

f:]0,00[— R, f(r) := F(re;) messbar (wobei e; = (1,0,...,0) € R") und es gilt F(z) =
f(|zl|2), d.h. F" geht aus f wie oben beschrieben hervor.
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Teil IV : Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

In der Analysis II haben wir bereits Kurven in R™ eine Lénge zugeordnet (also ein “ein-
dimensionales Volumen”) und Funktionen {iber Kurven integriert. In dhnlichem Sinne
wiirden wir gern auch Flichen in R? (z.B. der Oberfliche der Einheitskugel) einen Flichen-
inhalt zuordnen kénnen und Funktionen iiber solche Fléchen integrieren.

Im vorigen Kapitel haben wir zur Berechnung von Integralen iiber Teilmengen von R" stets
das Lebesgue-Borel-Maf§ \,, benutzt. Fiir die jetzigen Zwecke taugt das Lebesgue-Borel-
Maf allerdings nicht, denn Flichenstiicke in R3 sind A3-Nullmengen, so dass alle Integrale
bzgl. A3 iiber solche Mengen verschwinden. Man muss also anders vorgehen: Wir werden
jeder Fldche M ein Mafl Sy, zuordnen, welches ihren Flacheninhalt (und den Fldcheninhalt
ihrer Teilmengen) misst.

Zunéchst prazisieren wir in Kapitel 9, was genau wir unter Flachen in R™ (bzw. ihren
hoher-dimensionalen Verallgemeinerungen, den sog. “Untermannigfaltigkeiten” von R™)
verstehen wollen. Anschlielend ordnen wir jeder k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit
M C R™ ein Maf Sy, auf (M, B(M)) zu, das sogenannte “Oberflichenmafl” (Kapitel 10).
Man interpretiert dann Sy/(A) als das “k-dimensionale Volumen” der Borelmenge A C M.
Insbesondere ist Sy (M) das k-dimensionale Volumen von M.

9 Untermannigfaltigkeiten von R"

Grob gesagt sind Untermannigfaltigkeiten von R™ “schone” und “glatte” Teilmengen kleine-
rer Dimension wie z.B. der Kreis S; := {(z,y) € R*: 2 +y? = 1} in R?, die Einheitssphére
Sy :={(z,y,2): 2* + y* + 22 = 1} in R? oder der Zylinder

{(z,y,2) e R*: 2 +9* = 1}
in R3. Der Einheitskreis S; lisst sich einerseits als Nullstellenmenge
S; = {(z,y) eR*: 2* +¢y* — 1 =0}

beschreiben, andererseits jedoch auch durch einen reellen Parameter parametrisieren, z.B.
via t +— (cost,sint). Analoges wird uns bei allgemeinen Untermannigfaltigkeiten wieder
begegnen: Zunicht definieren wir Untermannigfaltigkeiten (lokal) als Nullstellenmengen
geeigneter Funktionen. Anschlieflend zeigen wir, dass solche Untermannigfaltigkeiten sich
immer lokal durch Parameter beschreiben lassen und hierdurch auch charakterisiert sind.

Bemerkung 9.1 Beide Sichtweisen kennen wir aus der Linearen Algebra, wo man Unter-
vektorrdume einerseits als Losungsmengen homogener linearer Gleichungssysteme erhélt,
andererseits nach Wahl einer Basis durch eine Parameterdarstellung beschreiben kann.

Genauer: Gegeben £ < n und eine Teilmenge E' C R" sind dquivalent:
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(a) E ist ein k-dimensionaler Untervektorraum von R™;

(b) E = ker « fiir eine geeignete surjektive lineare Abbildung a: R® — R (« hat also
den Rang n — k);

(c) E = ima fiir eine geeignete injektive lineare Abbildung a: R¥ — R” (« hat also den
Rang k);

(d) a(E) =RF x {0} C R" fiir eine geeignete bijektive lineare Abbildung a': R™ — R".

Es ist niitzlich, diese Charakterisierungen k-dimensionaler Untervektorraume im Hinterkopf
zu behalten; im Folgenden begegnen wir nicht-linearen Varianten dieser Bedingungen.

In diesem Kapitel seien stets k,n € N mit k£ < n.

Definition 9.2 Eine Teilmenge M C R" heifit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit,
wenn es zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung U C R™ von a und eine stetig
differenzierbare Funktion f: U — R"7* gibt derart, dass®?

(a) MNU ={x€U: f(x) =0} und

(b) Die Ableitung f'(a): R®™ — R"* von f an der Stelle a ist eine surjektive lineare
Abbildung, hat also den Rang n — k.

2-dimensionale Untermannigfaltigkeiten nennt man auch Fldchen.

Beispiel 9.3 Jede offene Teilmenge U C R” ist trivialerweise eine n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R, denn es ist U = f~!({0}) mit der Nullfunktion f: U — R° = {0}.

Interessant und spannend ist der Fall £ < n.

Bemerkung 9.4 Schreiben wir die Funktion f aus Definition 9.2 als f = (f1,..., fa_x)
mit stetig differenzierbaren Funktionen f;: U — R, so lassen sich die dort beschriebenen
Bedingungen wie folgt umformulieren:

(a) MOU = {z €U: fix) = folw) = -+ = fus(z) = 0};

(b) Die Gradienten
grad fl(a) PCICIE grad fn—k(a)

der Funktionen f1,..., f,_x an der Stelle a sind linear unabhéngig.

32Verlangt man, dass f eine C"-Funktion ist (also sogar r mal stetig differenzierbar), so nennt man M
eine C"-Untermannigfaltigkeit von R™. Wir betrachten im Folgenden nur C'-Untermannigfaltigkeiten.
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Beispiel 9.5 Der Einheitskreis S; ist eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R?,
denn f: R? — R, f(x,y) := 2? + y* — 1 ist eine stetig differenzierbare Funktion derart,
dass

St = {(z,y) e R*: f(z,y) =0}
und
grad f(z,y) = (2z,2y) # 0
fir alle a = (z,y) € S; (in diesem Falle kénnen wir also sogar fiir alle a € S; die gleiche
Funktion f nehmen).

Beispiel 9.6 Die Einheitssphiire S, ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R3,
denn f: R3 — R, f(z,y,2) := 2% + y> + 2% — 1 ist eine stetig differenzierbare Funktion
derart, dass
Sy, = {I S Rg: f([L',y7Z> :0}
und
grad f(z,y,2) = (2z,2y,22) # 0
fir alle (z,y, 2) € S,.

Analog sieht man, dass die (n — 1)-dimensionale Einheitssphére
Su-1 = {(z1,...,2n) ER™: 2]+ + 22 =1}
eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R” ist (Ubung).

Beispiel 9.7 Der Zylinder Z := {(z,y,2z) € R®: 2* + y* = 1} ist eine 2-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R?, denn f: R® — R, f(z,y,2) := 2® + y? — 1 ist eine stetig
differenzierbare Funktion derart, dass

und
grad f(z,y,2) = (2z,2y,0) # 0 fiir alle (z,y,2) € Z.

Beispiel 9.8 Der Einheitskreis S; x {0} C R? in der zy-Ebene ist eine 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R3, denn es ist

Sl X {0} = {(l’,y, Z) € Rg: fl(xayv Z) = fQ(fE,y, Z) = 0}7

wobei fi: R® — R, fi(z,y,2) = 2>+ 9> —1und fo: R® — R, fo(z,y,2) = 2z stetig
differenzierbare Funktionen sind, deren Gradienten

gradfl(x,y,z) = (2%, 2y7 O)

und
grade(xaya Z) = (07 0, 1)
linear unabhéngig sind fiir alle (x,y, z) € S; x {0}.
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Bei der Definition von Untermannigfaltigkeiten haben wir uns von Bemerkung 9.1 (b) lei-
ten lassen. Wir haben die lokale Beschreibung von Untermannigfaltigkeiten als Nullstel-
lenmengen zu ihrer Definition gewéhlt, da diese Bedingung fiir konkrete Beispiele leicht
nachzupriifen ist. Dass Untermannigfaltigkeiten tatséchlich “schéne” und “glatte” Mengen
sind, sieht man dieser Definition leider nicht direkt an, sondern muss es beweisen. Man
konnte mit dem Satz iiber implizite Funktionen zeigen, dass eine k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit M C R" lokal immer aussieht wir der Graph einer stetig differenzierbaren
Funktion f: R* O U — R"* (dies machen wir uns in der Ubung in Spezialfillen klar). Fiir
unsere Zwecke ist die folgende (Bemerkung 9.1 (d) entsprechende) Beschreibung niitzlicher:
Eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ sieht lokal aus wie R* x {0} in R".

Lemma 9.9 FEine Teilmenge M C R"™ ist genau dann eine k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von R™, wenn es zu jedem a € M eine offene Umgebung U C R™ von a und einen
Diffeomorphismus 1: U — V' auf eine offene Teilmenge V- C R™ gibt derart, dass

Y(UNM) = VN (RFx{0}). (65)

Beweis. Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"™, so finden wir zu jedem
Punkt a € M eine offene Umgebung U C R"™ von a und eine stetig differenzierbare Funktion
f=f1, s faox): U— R derart, dass UNM = {z € U: f(x) = 0} und

grad fi(a), ..., grad fu_x(a)

linear unabhéngig sind. Nach dem Basisergdnzungssatz aus der Linearen Algebra finden
wir i; < -+ <1 in {1,2,...,n} derart, dass

€iys Ciyy -ovy €y grad fi(a), ..., grad f,—x(a)

eine Basis von R"” ist, wobei ey, ..., e, die Standard-Basisvektoren von R” sind. Dann ist

77[): U—>Rn, T = (I'l;'--;xn) — (xim Ligy - ooy Lig,s f(l'))

eine stetig differenzierbare Funktion, deren Ableitung v¢/(a) an der Stelle a eine inver-
tierbare lineare Abbildung ist, denn die Jacobi-Matrix J,(¢)) hat die linear unabhéngigen
Zeilen

€iry- -0y, grad fi(a), ..., grad f,—x(a).

Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion kénnen wir nach Verkleinern von U also anneh-
men, dass V := ¢(U) eine offene Teilmenge von R™ ist und ¢: U — V ein Diffeomorphis-
mus. Fiir z € U sind nun dquivalent:

reMNU & fla)=0 < () eVn(Rx{0}).
Folglich gilt (65).

Gibt es umgekehrt fiir jeden Punkt a € M einen Diffeomorphismus ¢ = (¢1,...,¢,) :
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U — V von einer offenen Umgebung U C R"™ von a auf eine offene Teilmenge V' C R"
derart, dass (65) gilt, so ist f = (fi,..., fa) = (Vrs1,...,Un): U — R"F cine stetig
differenzierbare Funktion derart, dass M NU = {x € U: f(z) = 0} gilt und die Vektoren

grad fi(a) = grad¢rs1(a), grad fo(a) = grad Ypya(a), ..., grad frx(a) = grad¢,(a)
linear unabhéngig sind, da sie genau die (k + 1)-te bis n-te Zeile der invertierbaren Matrix
Ja () sind. O

Immersionen; Einbettungen; Parametrisieren von Untermannigfaltigkeiten

Wir wollen nun k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten M von R” lokal durch Parameter
in R¥ beschreiben, also fiir jeden Punkt a € M die Punkte von M nahe a in der Form
é(xq, ..., x1) schreiben mit einer Abbildung ¢: R* O U — M. Dabei wollen wie natiirlich
nicht vollig beliebige Abbildungen ¢ als Parametrisierungen zulassen. Die Abbildungen ¢,
welche fiir uns von Interesse sind, werden insbesondere sogenannte “Immersionen” sein,
die wir nun definieren und ein wenig néher anschauen. Wie zuvor sind k,n € N mit k < n.

Definition 9.10 Es sei U C R* offen. Eine stetig differenzierbare Abbildung ¢: U — R"
heiit Immersion, wenn die lineare Abbildung ¢'(z) € L(R* R") fiir jedes x € U injektiv
ist, also rang ¢'(x) = k fiir alle x € U.

Im Fall £ =1 ist ¢ eine Kurve, und ¢ ist genau dann eine Immersion, wenn ¢'(x) # 0 fiir
alle z.

Beispiel 9.11 Die “Neilsche Parabel” ¢: R — R? x — (22, 2%) ist wegen ¢/(0) = (0,0)
keine Immersion.

Beispiel 9.12 (Parametrisierung eines Graphen). Ist U C R* offen und f: U — R
stetig differenzierbar, so ist

6: U — R (z) = (x f(x))

eine Immersion. Die der Ableitung ¢'(x) € L(R* R¥*1) entsprechende Jacobimatrix J,(¢)
ist ndmlich von der Form

| 0 0
0 1 0
1k N N N
J(6) = — : : :
@ ( 50 ) oo
of of of

(mit der (k x k)-Einheitsmatrix 1;) und hat daher offenbar fiir jedes x € U den Rang k.
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Beispiel 9.13 (Rotationsflichen). Es sei I C R ein offenes Intervall und

v I —R*, At) = (T(t)>

eine stetig differenzierbare Abbildung. Wir nehmen an, dass r(t) > 0 fiir alle ¢ € I, so dass
das Bild T := im y von 7 in der rechten Halbebene liegt. Somit liegt {0} x ' in der rechten
Halbebene der yz-Ebene in R3. Wir interessieren uns fiir die Menge, die durch Rotation von
{0} xT" um die z-Achse entsteht. Dazu betrachten wir die stetig differenzierbare Abbildung

(t) cos ¢
(t)sin ¢
¢(t)

,
P:IxR—-R> &t o) = | r

mit dem Bild
M = ®(IxR) = {(m,y,z) € R? : es existiert t € I mit 22 +y? = r(t)? und 2 = ((t)} :

Das Bild von ¢ entsteht also durch Rotation von {0} xI' um die z-Achse. Die Jacobi-Matrix
von ® in (¢, @) ist
r'(t)cos¢p —r(t)sing

i) (P) = r'(t)sing r(t)coso . (66)
¢'(t) 0
Da wir r(t) > 0 fiir alle t € I angenommen haben, hat diese Matrix genau dann den

Rang 2, wenn r/(t) # 0 oder ('(t) # 0 ist, d.h. wenn ~/(¢) # 0. Ist also v eine Immersion,
so ist auch ® eine Immersion.

Wann ist die durch Rotation entstandene Menge M eine Fliche (die wir dann mit Fug und
Recht eine “Rotationsfliche” nennen diirfen) ?

Satz 9.14 Ist in der Situation von Beispiel 9.13 das Bild I' := im~ eine 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R?, so ist die “Rotationsfliche” M :=im ® eine 2-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R3.

Beweis. Ist a = (a1,a2,a3) € M, so ldsst sich a durch eine Drehung um die z-Achse
in den Punkt (0,7,a3) mit r := y/a?+ a2 > 0 iiberfithren. Da T eine 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R? ist, existiert eine offene Umgebung V' C ]0, o[ X R von (7, a3)
und eine stetig differenzierbare Funktion f: V — Rmit 'NV ={(y,2) € V: f(y,2) =0}
und grad f(r,a3) # 0. Da

h:R*\ ({(0,0)} x R) — R?, hz,y,z) = (Va2 +y? 2)
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stetig differenzierbar (und somit stetig) ist, ist die durch Rotation von {0} x V um die
z-Achse entstehende Menge U := h™' (V) offen in R3 und

g = fohly:U—=R, g(zy2) = f(Va®+y% 2)

stetig differenzierbar. Die Kettenregel liefert

gradg(a) - (%le(’/’, CL3), %leoﬂ? a3)7 D2f<r7 a3)) 7é 0

und man macht sich klar, dass M NU = {x € U: g(x) = 0}. Somit ist wie gewiinscht M
eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R3. O

Beispiel 9.15 Schliellich sehen wir uns noch eine Parametrisierung der zweidimensionalen
Sphére (durch Polarkoordinaten) an. Wir betrachten die Abbildung

sin 6 cos ¢
P:R* =R P¢) := | sinfsing
cos
mit der Jacobi-Matrix

cosfcos¢p —sinfsing
Jo.g)(P) = cosfsing  sinf cos ¢
—sinf 0

Diese Matrix hat genau dann den Rang 2, wenn sinf # 0. Die Einschrinkung von P auf
die offene Menge |0, 7[ xR ist also eine Immersion, und

PGO,?T[ X ]R) = {(x,y,z) ER 2+’ +2°=1, 2| # 1}
ist die Einheitssphére ohne Nord- und Siidpol.

Wie das vorige Beispiel zeigt, braucht eine Immersion nicht injektiv zu sein. Die Abbil-
dungen, die wir schliefllich zum Parametrisieren benutzen wollen, sollen hingegen injektiv
sein. Wir werden sogar verlangen, dass sie sogenannte “Einbettungen” sind.

Definition 9.16 Eine Abbildung ¢: X — Y zwischen metrischen Rdumen heif3t Einbet-
tung,®® wenn sie stetig ist, injektiv und die Umkehrabbildung ¢~ : ¢(X) — X (bzgl. der
von Y auf ¢(X) induzierten Metrik) stetig ist.

33Man sagt auch, ¢ sei eine “topologische Einbettung” oder ein “Homéomorphismus aufs Bild.”
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Beispiel 9.17 Die Abbildung v: [0, 27 — R? ~(t) := (cost,sint) ist eine injektive Im-
mersion, deren Bild die Einheitskreislinie S; ist. Die Umkehrabbildung n: S; — [0, 27|,
(t) = t ist jedoch nicht stetig, denn es gilt (27 — 1) — 7(0), aber 2 — 2 = p(y (27 — 1))
konvergiert nicht gegen 0 = n(y(0)). Die Abbildung = ist also keine Einbettung.

Beispiel 9.18 Ist K ein kompakter metrischer Raum und ¢: K — Y eine injektive stetige
Abbildung in einen metrischen Raum Y, so ist ¢ automatisch eine Einbettung. 34

[Beweis: Wir miissen zeigen, dass f := ¢~ ': ¢(K) — K stetig ist. Dies gilt genau dann,
wenn das Urbild f~1(A) jeder abgeschlossenen Teilmenge A C K abgeschlossen im metri-
schen Raum ¢(K) ist. Als abgeschlossene Teilmenge von K ist A kompakt. Also ist auch
das stetige Bild f~1(A) = ¢(A) kompakt und somit wie gewiinscht abgeschlossen in ¢(K). |

Bemerkung 9.19 Sind X, Y metrische Rdume, f: X — Y eine Einbettung und U C X
eine Teilmenge, so ist iibrigens auch die Einschrankung f|y: U — Y eine Einbettung,
wenn wir U C X mit der induzierten Metrik versehen. Dies folgt daraus, dass mit f~!
auch (f|y)~* = f~!¢w) (als Einschriankung einer stetigen Funktion) stetig ist.

Kombinieren wir Beispiel 9.18 und Bemerkung 9.19, so erhalten wir das folgende Kriterium,
das es in vielen Situationen sehr einfach macht, eine Abbildung (ganz ohne Rechnung!) als
Einbettung zu erkennen:

Lemma 9.20 (Erkennen von Einbettungen). Es sei ¢: K — R™ eine injektive stetige
Abbildung auf einer kompakten Teilmenge K C R™ und U C K eine Teilmenge. Dann ist
¢|u eine Einbettung. O

Satz 9.21 (Parametrisierungssatz). Eine Teilmenge M C R™ ist genau dann eine k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es fir jeden Punkt a € M eine offene Umgebung
V C R" von a, eine offene Menge U C R* und eine Immersion ¢: U — R™ mit ¢(U) =
VN M gibt, die eine Einbettung ist.

Beweis. Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und a € M, so gibt es nach
Lemma 9.9 offene Mengen V, W C R™ mit a € V und einen Diffeomorphismus ¢: V. — W
derart, dass

(VM) = Wn (R x {0}). (67)

Da die lineare Abbildung j : R¥ — R j(z) := (z,0) stetig ist, ist dann die Menge
U:={reR: (2,0) € W} =j1(W) offen in R* und ¢: U — R", ¢(z) := " (j(z)) =
1z, 0) stetig differenzierbar. Wegen (67) gilt ¢(U) =V N M. Aus

U(e(x)) = YW (2,0)) = (2,0)

34Gie diirfen gerne annehmen, dass K eine kompakte Teilmenge von R™ ist und Y = R™: nur dieser
Spezialfall wird in der Vorlesung bendotigt.
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schlieBen wir, dass ¢ injektiv ist und die Umkehrfunktion ¢=': ¢(U) = VNM — U gegeben
ist durch ¢~!(x) = pr;((z)) und somit stetig (wobei pr;: R¥ x R"~* — RF die Projektion
auf R¥ ist). Also ist ¢ eine Einbettung. Wegen ¢ = 1~! o j liefert die Kettenregel

¢(x) = () (j(x)) oy fir alle z € U.

Fiir jedes x € U ist also ¢/(z) eine Komposition injektiver Abbildungen und somit injektiv,
d.h. ¢ ist eine Immersion.

Um die umgekehrte Richtung zu zeigen, priifen wir die in Lemma 9.9 beschriebene Be-
dingung (“M sieht lokal aus wie R* x {0} in R"”). Hierzu sei a € M. Dann gibt es
eine offene Umgebung V' C R” von a, eine offene Menge U C R* und eine Immersion
¢: U — R" mit ¢(U) = VN M, die eine Einbettung ist. Sei b := ¢~!(a). Da ¢'(b) den
Rang k besitzt, sind die partiellen Ableitungen g—i(b% e a%(b) linear unabhéngig. Mit
dem Basiserginzungssatz finden wir iy < iy < +-+ < i, in {1,2,...,n} derart, dass

86 86

—b —b i1y Ciay -y €k
) e G ) e e e, (65)

eine Basis von R" ist (wobei ey, ..., e, die Standard-Basisvektoren von R" sind). Dann ist
n—k
C:R'OUXR™ = R", Bz, by, tag) = $a)+ Y tie;,
j=1

eine stetig differenzierbare Abbildung, deren Jacobi-Matrix in b die n x n-Matrix mit den
linear unabhéngigen Spalten (68) ist und somit eine invertierbare Matrix. Nach dem Satz
iiber die Umkehrfunktion finden wir nun eine offene Umgebung P C U x R"* von (b, 0)
derart, dass ®(P) offen in R™ und ®|p : P — ®(P) ein Diffeomorphismus ist.3> Nach
Verkleinern von P diirfen wir annehmen, dass P = P; X P, mit einer offenen Umgebung
P, von b in R* und einer offenen 0-Umgebung P, C R"*. Da ¢ eine Einbettung ist, ist
¢(Py) offen in M NV. Es gibt also eine offene Teilmenge A C R™ so, dass

(P) = MNA. (69)

Es existiert eine offene Umgebung )1 C P; von b und eine offene 0-Umgebung Q)5 C P,
derart, dass W := ®(Q1 x Q3) C A. Dann ist

P:W = Q1 xQy CR", ¢(z) = (D|p) ' (x)
ein Diffeomorphismus derart, dass

YW NM) = Q1 x {0} (70)

35Wir haben gerade gezeigt, dass sich ¢ (eine “Karte” in spiterer Sprechweise) stets lokal zu einem
Diffeomorphismus ®|p: P — ®(P) zwischen offenen Teilmengen von R™ “fortsetzen” lésst in dem Sinne,
dass ®(x,0) = ¢(x). Dies ist ein niitzliches Hilfsresultat, das man im Hinterkopf behalten sollte.
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(= (Q1 x Q2) N (R* x {0}), womit die Bedingung aus Lemma 9.9 erfiillt ist). In der Tat:
Die Inklusion “2” in (70) gilt wegen ¢~ '(z,0) = ®(x,0) = ¢(z) € M fir x € Q. Ist
umgekehrt y € WNM, so ist (1(y)) =y aber wegeny € WNM C ANM = ¢(P;) (siehe
(69)) auch y = ¢(p) = ®(p,0) fiir ein p € P;. Da ® auf P injektiv ist, folgt ¥ (y) = (p,0).
Also (W N M) C @y x {0}. O

Die im vorigen Satz betrachteten Abbildungen ¢ spielen eine wichtige Rolle und verdienen
einen eigenen Namen:

Definition 9.22 Eine Karte einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M von R™ ist
eine auf einer offenen Teilmenge U C R¥ definierte Immersion ¢: U — M, die zudem eine
Einbettung ist und deren Bild ¢(U) in M (versehen mit der von R" induzierten Metrik)
offen ist, also ¢(U) = M NV fiir eine offene Teilmenge V' C R™.

Mithilfe einer Karte ¢p: U — M parametrisieren wir nun also die Teilmenge ¢(U) C M.

Beispiel 9.23 Ist U C RF offen und ¢: U — R" eine Immersion und eine Einbettung,
so ist M := ¢(U) eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R" und ¢: U — M eine
Karte fiir M (da ¢(U) =V N M mit V := R" offen in R, ist ndmlich auch die dritte in
Satz 9.21 formulierte Bedingung erfiillt).

Beispiel 9.24 Ist U C R offen und f: U — R stetig differenzierbar, so ist der Graph

I = {(z,f(x)):z €U}

von f eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R**!. Um dies einzusehen, erinnern
wir daran, dass

¢: U — R o(z) = (x, f(ac))

nach Beispiel 9.12 eine Immersion ist. Bezeichnet pr; : R¥ x R — R* die Projektion auf
den ersten Faktor, so ist pry(¢(z)) = = und somit ¢ injektiv, mit stetiger Umkehrfunktion
¢t = pry|p. Also ist ¢ eine Einbettung. Nach Beispiel 9.23 ist somit I' = ¢(U) eine
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R*™! mit einer (globalen) Karte ¢: U — T.

Bemerkung 9.25 In der Situation von Definition 9.22 nennt man ¢~'(p)i,..., ¢ ' (p)i
fir p € ¢(U) die Koordinaten des Punkts p bzgl. der Karte ¢ und bezeichnet daher die
Funktionen

(@07 :oU) =R, j=1,....k

auch als lokale Koordinaten.®® Fiir p = ¢(z1,...,x;) sind also 21, ...,z die Koordinaten
von p beziiglich der Karte ¢.

Offenbar kann ein Punkt fiir verschiedene Karten verschiedene Koordinaten besitzen. Man
hat sich daher zu iiberlegen, was beim Wechsel von Koordinatensystemen passiert.

36Unsere Karten werden in der Literatur hiufig “lokale Koordinaten” genannt, unsere lokalen Koordi-
naten “Karten.” Man muss sich immer erst Klarheit iiber die Konventionen verschaffen.
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Satz 9.26 (Kartenwechsel / Parameter-Transformation). Es sei M C R™ eine k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und ¢1: Uy — M und ¢y : Uy — M seien
Karten von M. Dann ist V := ¢1(Uy) N2(Us) offen in M, fir j € {1,2} ist W; := ¢; (V)
eine offene Teilmenge von U;, und

U= (Polws) o rlw, - Wi — Wy
st ein Diffeomorphismus.

Beweis. Per Definition einer Karte sind ¢ (U;) und ¢o(Us) offen in M (versehen mit der
von R" induzierten Metrik) und somit ist auch V' = ¢1(U;) N ¢o(Us) offen in M. Als Urbild
einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung ist somit W; = gbj_l(V) offen in Uj.
Per Konstruktion ist ¢ bijektiv. Da wir die Rollen von ¢; und ¢y vertauschen konnen, ist
¥ ein Diffeomorphismus, wenn wir zeigen konnen, dass v stetig differenzierbar ist. Hierzu
brauchen wir nur zu zeigen, dass jeder Punkt z; € Wj eine offene Umgebung A C W,
besitzt derart, 1|4 : A — W, stetig differenzierbar ist. Wie im Beweis von Satz 9.21
gezeigt (siehe dir dortige Fufinote!) konnen wir ¢; und ¢y auf einer Umgebung von
bzw. x5 := 1(x1) zu einem lokalen Diffeomorphismus von R" fortsetzen: Fiir j € {1,2}
existieren eine offene Umgebung P; C W, von z;, eine offene Nullumgebung N; C R"*

und ein Diffeomorphismus
@ji .P] X Nj — Qj

auf eine offene Teilmenge €2; von R™ derart, dass ®;(z,0) = ¢;(z) fiir alle x € P;. Da
die lineare Abbildung \: R* — R" = RF x R"* \(z) := (z,0) stetig ist, ist die Menge
A:={z € P: (x,0) € Ny} = PLNA(Qy) offen in P, somit offen in ;. Fiir x € A folgt

(¥(2), 0) = (63" (¢1(2)), 0) = @37 (¢1(2)) = &3 (P1(,0)).
Somit gilt (unter Weglassen von Klammern)
Y(z) = pry @, & \() fir alle x € A, (71)

wobei pr; : RF x R"* — R* die (stetige, lineare) Projektion auf den ersten Faktor ist.
Nach (71) ist 9|4 eine Komposition stetig differenzierbarer Abbildungen und somit stetig
differenzierbar. O

Das gleiche Argument zeigt:

Lemma 9.27 FEs sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit f: W — M eine
stetig differenzierbare Abbildung auf einer offenen Teilmenge W C RY (d.h. f: W — R»
ist stetig differenzierbar und f(W) C M). Dann ist fir jede Karte ¢: R* D U — M die
Komposition

heRE2fHOU)) — RY, h(z) = ¢ (f(2))

stetig differenzierbar. Ist f eine Immersion, so auch h.
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Beweis. Fiir jeden Punkt zo € f~!(¢(U)) kénnen wir ¢ lokal um den Punkt h(zg) =
¢ (f(z0)) zu einem Diffeomorphismus ® zwischen offenen Teilmengen von R™ fortsetzen
(d.h. ¢(z) = ®(x,0)), siche FuBinote 35 im Beweis von Satz 9.21. Dann ist

¢l (f(z)) = (¢7'(f(2)),0) fir @ nahe xg (72)

und somit h(x) = ¢~ 1(f(x)) = pry(®7!(f(x)) nach der Kettenregel eine stetig differen-
zierbare Funktion von z, wobei pr; : R*¥ x R"* — R* die Projektion auf den ersten
Faktor ist. Ist f eine Immersion, so ist (®~1 o f)(z) = (&) (f(x)) o f'(x) eine injekti-
ve lineare Abbildung, deren Bild wegen (72) in R¥ x {0} enthalten ist. Folglich ist auch
h'(z) = pr; o (@71 (f(x)) o f/(x) injektiv und somit h eine Immersion. O

Wenn man bereits weif$, dass M eine Untermannigfaltigkeit von R™ ist, braucht man iibri-
gens nicht alle drei Bedingungen in der Definition einer Karte von Hand nachzupriifen:

Lemma 9.28 Ist M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, U C R* offen und
¢: U — M eine injektive Immersion, so ist ¢ eine Karte fiir M.

Beweis. Fiir den Beweis (den wir in der Vorlesung iiberspringen) braucht man nur zu
zeigen, dass ¢ eine “offene” Abbildung ist, also ¢(W) offen in M (mit der von R™ induzierten
Metrik) ist fiir jede offene Teilmenge W C U. Dann ist ndmlich (da man W := U wéhlen
kann) ¢(U) offen in M (somit die dritte Bedingung in der Definition einer Karte erfiillt);
zudem ist f := ¢~ 1: ¢(U) — U stetig, da f~1(W) = ¢(W) offen in M ist fiir jede offene
Teilmenge W C U (und somit ist auch die zweite Bedingung erfiillt, ¢ ist eine Einbettung).

Konnen wir zeigen, dass jeder Punkt a € U eine offene Umgebung U, C U besitzt derart,
dass ¢|y, eine offene Abbildung ist, so ist auch ¢ eine offene Abbildung, denn fiir jede
offene Teilmenge @ C U ist wegen Q = QNU = QN U,y Ua = U, (Q NU,) dann

6(Q) = ¢o(J@nt) = |Jo@nU.) = | ¢lu.(QNTa)

acU acU acU

offen in M als Vereinigung offener Mengen.

Seia € U und ¢: R* O V — M eine Karte von M mit ¢(a) € ¥(V). Nach Lemma 9.27 ist
dann

hi o7 (@W(V)) = VR, h(z) = v (é(x))
stetig differenzierbar und eine Immersion zwischen offenen Teilmengen von R¥. Also injekti-
ve lineare Selbstabbildung von R* ist //(a) invertierbar. Der Satz iiber die Umkehrfunktion
liefert daher eine offene Umgebung W C ¢~ (4(V)) von a derart, dass h(W) C V offen ist
und hlw : W — h(W) ein Diffeomorphismus. Folglich ist h|y eine offene Abbildung und

somit ist auch ¢y = 1 o hly : W — M eine offene Abbildung als Komposition offener
Abbildungen. Nun setze U, := W. O

Bemerkung 9.29 Ubrigens kann man jenseits der Untermannigfaltigkeiten von R Man-
nigfaltigkeiten auch “intrinsisch” definieren (ohne einen umgebenden Vektorraum). Mehr
dariiber lernen kénnen Sie in Vorlesungen iiber “Differentialgeometrie” oder “Lie-Gruppen.”
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10 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

10.1 Das Oberflichenmafl auf einer Untermannigfaltigkeit mit
einer globalen Karte

Wir wollen nun das Integral von Funktionen iiber k-dimensionale Untermannigfaltigkei-
ten M von R" definieren. Dabei nehmen wir zunéchst an, dass M durch eine einzige Karte
beschrieben werden kann. Sobald wir diesen Spezialfall griindlich verstanden haben, wen-
den wir uns dem (deutlich aufwendigeren) allgemeinen Fall zu.

10.1 Motivation, Teil I. Zur Motivation betrachten wir zunéchst wieder eine lineare
Version. Es sei k < n, A € M(n,k,R) eine n x k-Matrix vom Rang k und W := [0, 1]* der
k-dimensionale Einheitswiirfel. Dann ist das n-dimensionale Volumen von AW C R™ gleich
Null nach Satz 8.4 (und wenig interessant). Wir wollen ein “k-dimensionales Volumen” von
AW definieren. Dieses soll sich nicht dndern, wenn eine orthogonale Matrix (Drehmatrix)
T € O,(R) auf AW angewandt wird. Wie aus der linearen Algebra bekannt ist, kann 7" so
gewithlt werden, dass3” TAR® = R* x {0} C R™. Die Projektion

pri: R"=RF xR*™™ = RF | (2,9) — 2

(die wir im folgenden durch die k x m-Matrix P beschreiben) bildet R* x {0} bijektiv
(und isometrisch) auf R¥ ab. Es ist plausibel, dass TAW und PT AW daher das gleiche
k-dimensionale Volumen besitzen sollen. Nun beschreibt aber PT A eine bijektive lineare
Abbildung von R* nach R* und somit ist

M(PTAW) = |det(PTA)| M(W) = |det(PTA)|

(siehe die Ausfithrungen im Anschluss an Satz 7.2, vor dessen Beweis). Diese Formel ist noch
nicht sehr hilfreich, da sie die Drehmatrix 7" enthélt (die wir irgendwie wihlen mussten).
Nun ist aber *®

|det(PTA)|*> = det(A'T"P")det(PTA) = det(A'T"'P'PTA)
— det(A'T'TA) = det(A'A). (73)

Damit haben wir eine brauchbare Formel fiir das k-dimensionale Volumen von AW
Vol (AW) = +/det(A*A) .

Beachten Sie, dass det(A’A) > 0 nach (73).3°

37Dies geht wie folgt: Wir withlen eine Orthonormalbasis vy, ..., v von AR*  erginzen diese zu einer
Orthonormalbasis vy, ...,v, von R® und definieren dann 7" als die durch Tw; := e; festgelegte Matrix,
wobei e1, ..., e, die Standard-Basisvektoren von R” sind, d.h. T := (vy,...,v,) " .

38Man beachte: P! P beschreibt die Orthogonalprojektion R® — R™ mit Bild R¥ x {0} C R¥xR"~* = R";
wegen TARF = RF x {0} ist somit P*PTA = TA.
39 Alternativ: Die Matrix A*A ist positiv semidefinit und hat daher eine nichtnegative Determinante.
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Motivation, Teil II. Nun sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
einer globalen Karte ¢: R¥ O U — M. Wir betrachten einen Punkt xy € U und einen
kleinen Wiirfel W := z + [0,€]* C U. Da ¢ stetig differenzierbar ist, kénnen wir ¢ um
linearisieren: Es ist

o) = ¢(w0) + Jup(0)(x — m0) + o(||x — w0]|2)  filr 2 € U.

Das Fldchenstiick ¢(WV) sieht also etwa aus wie ¢(xg) + Ju,(6)([0,€]™), wobei letztere
Menge aufgrund unserer Voriiberlegungen zum linearen Fall das k-dimensionale Volumen
Vdet( T () ey (0))] ([0, €]%) haben sollte.

Es ist plausibel, dass man (wie beim 1-dimensionalen Riemann-Integral) eine Approxima-
tion fiir das k-dimensionale Volumen von M erhélt, indem man U in kleine Wiirfel aufteilt
und die eben berechneten Volumina der linearisierten Flachenstiicke aufaddiert. Da fiir fei-
nere und feinere Unterteilungen die Approximation durch die Linearisierung immer besser
wird, erwartet man, das korrekte Volumen zu erhalten, wenn man die Summation durch
ein Integral ersetzt:

Vol (M) = / VI T @ TN diw(x).

Nach diesen Voriiberlegungen ist der Weg zur Definition des k-dimensionalen Volumens
von Untermannigfaltigkeiten mit globaler Karte vorgezeichnet.

Definition 10.2 Es sei U C R* offen, ¢: U — R" eine Immersion und J,(¢) ihre Jacobi-
Matrix im Punkt z € U. Fiir jedes z € U ist

Go(r) = Jo(9)' Ju(9)

eine k x k-Matrix; die so erhaltene Matrix-wertige Funktion Gy : U — Mj(R) heifit der
Mafstensor von ¢. Die Funktion

gs: U =R, ge(x) := det Gy(x)
wird die Gramsche Determinante von ¢ genannt.

Bemerkung 10.3 Da die Eintrége der Matrix J,(¢) stetig von = abhéngen, sind G, und
gy stetige Funktionen.

Bemerkung 10.4 Offensichtlich ist G,(z) eine symmetrische Matrix. Wir zeigen nun,
dass G4(x) sogar positiv definit ist und somit g(z) > 0 fir alle x € U.

Beweis: Gegeben 0 # v € R* ist

VGy(x)v = ' T(0) Jo(0)v = (Jo(d)v)' Lu(d)v = (¢'(2).0)'¢(2)w = [|¢/(2).0]3 > 0,

denn ¢'(z) ist injektiv (da ¢ eine Immersion ist) und somit ¢'(z).v # 0.
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Bemerkung 10.5 Fiir Rechnungen ist oft zeitsparend, den Mafitensor nicht als Matrix-
produkt zu berechnen, sondern mithilfe von Skalarprodukten: Es ist

3l0) ¢ k
Colw) = 1(0)1(0) = ({5 @) 5 @) . (74)
% 7 1,J]=
wobei g—i(a:) = (%(z), ce %%(x)) Da die Matrix symmetrisch ist, braucht man iibrigens

nicht alle Eintrdage einzeln auszurechnen, was zusétzlich Arbeit spart !

Definition 10.6 Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit einer
globalen Karte, d.h. es existiere eine offene Teilmenge U C R* und eine Karte ¢: U — M
mit Bild ¢(U) = M. Wir definieren das Oberflichenmafl Syr: B(M) — [0, 00[ auf M als

das Bildmaf
Sy = ¢*(,/g¢(:¢) dAk]U(x)>

des MaBes /gy(7) d\|y(x) auf (U,B(U)) mit Dichte ,/gs bzgl. A|y unter der (stetigen
und daher) messbaren Abbildung ¢: (U, B(U)) — (M,B(M)).

Bemerkung 10.7 Das Oberflichenmaf S}, ist also ein Mafl auf dem Messraum (M, B(M)),
wobei B(M) die Borelsche o-Algebra von M ist (hierbei ist M mit der von R™ induzierten
Metrik versehen). Die in der Definition gegebene Beschreibung von Sj; macht klar, dass
dies wirklich ein Maf ist. In einer expliziten Formel bedeutet die Definition, dass

Su(E) = / Jou(@) d(x)  fiir alle B € B(M), (75)
o~ (E)
Insbesondere ist also Sp/(M) durch die im zweiten Teil der Motivation 10.1 plausibel

gemachten Formel (fiir Vol (M)) gegeben.

In der vorigen Situation nennt man Sy/(E) das k-dimensionale Volumen der Borelmenge
E C M. Ubrigens steht das “S” in Sy, fiir das englische Wort “surface.”

Hinweis: Das suggestive Symbol “Vol,”, das uns fiir die Zwecke der Motivation gute Dienste
leistete, wird im Folgenden nicht mehr benutzt.

Beispiel 10.8 (Oberflichenmaf} auf einem Funktionsgraphen). Es sei U C R” offen
und h: U — R stetig differenzierbar. Aus Beispiel 9.24 wissen wir, dass dann der Graph

M := {(z,h(z)): 2 €U}

eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R*™! ist und ¢: U — M, ¢(z) := (z, h(z))
eine globale Karte. Wir zeigen nun:

Die Gramsche Determinante von ¢ ist
gs(x) = 1+ [lgrad h(z)]. (76)
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Somit ist das Oberflichenmaf$ auf dem Graphen M gegeben durch die Formel

Su@) = [ 1+ lemdh@l av@)  fir B e B,

wobei ¢~1(E) = pry(E) mit pry: R¥ x R — R*, (z,y) — z. Insbesondere ergibt sich fiir
das k-dimensionale Volumen des Graphen M

Su(M) = /U 1+ lgrad h@)[B dne(a) (77)

10 = (i )

1,

Beweis: Wir haben

und

wobel 1, die k£ x k-Einheitsmatrix ist.

1. Fall: Ist A/(z) = 0, so ist Gy(z) = 1) und somit g,(z) = det Gy(z) = detl, =1 =
1+ ||grad h(x)]|3; also gilt (76).

2. Fall: Sei nun h'(z) # 0. Wir bestimmen zunéchst die Eigenwerte der symmetrischen
Matrix Gy(z). Ist v € ker h'(x), so ist Jy(h)v = 0 und somit G4(x)v = v. Alle Vektoren
# 0 aus dem (k — 1)-dimensionalen Kern von h/(x): R¥ — R sind also Eigenvektoren von
Gy(x) zum Eigenwert 1. AuBerdem ist fiir den Vektor grad h(z) € R¥ den wir uns als
Zeilenvektor denken,

Gy(z)(grad h(x))t = (grad h(x))t — (grad h(x))tgrad h(z)(grad h(m))t
= <1 + ||grad h(x)||§> (grad h(x))t )
so dass grad h(z) Eigenvektor von G () zum Eigenwert 14||grad h(z)||3 ist. Da (grad h(a:))t
senkrecht auf ker //(z) steht,® haben wir damit k paarweise orthogonale Eigenvektoren

gefunden. Weil die Determinante von G (z) das Produkt der Eigenwerte der Matrix G4(x)
ist, erhalten wir (76).

Beispiel 10.9 Mit den vorigen Formeln kann man ganz konkret Fldcheninhalte ausrech-
nen. Betrachten wir z.B. die Funktion

h ]_171[2_> R: h(l’,y) = \,1—1‘2,

so ist der Graph M := {(z,y, h(x,y)): (z,y) € ]—1,1[*} ein halber Zylinder(mantel), der
sich {iber dem Quadrat |—1,1[*> wolbt. Was ist der Flicheninhalt von M ? Da

grad h(z,y) = (—\/%, O)

40Fs ist ja h/(z).y = (grad h(x)t, y) fiir y € RF.
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mit 1+ ||grad h(x,y)||3 = =, erhalten wir mit Formel (77) den Flécheninhalt

Su(M) = / VI lmd eyl ey

1
:/ d/\gxy //
11[2 1_.,,[/'2 71
= // ldudy = 27,
—7/2

wobel der Satz von Fubini benutzt wurde und anschlieSend die Substitution x = sin u zur
Berechnung des inneren Integrals.

dx dy

Bisher haben wir die Frage ignoriert, ob das Oberflichenmafl S, wohldefiniert ist, un-
abhéngig von der Wahl der globalen Karte ¢. Gliicklicherweise gibt es keine Probleme:

Lemma 10.10 Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, U,V C RF
offene Mengen und ¢: U — M, ¢:V — M globale Karten. Dann gilt

0. (1/96@) Delo(@)) = . (\/gu(@) dhely (@)

d.h. Sy ist unabhdingig von der Wahl der globalen Karte.

Beweis. Nach Satz 9.26 ist 7 := ¢t o1): V — U ein Diffeomorphismus. Da ¢ = ¢ o7, gilt
nach der Kettenregel J, (1)) = Jr(2)(¢) o J,(7) fiir alle x € V. Daraus folgt

Gy(r) = (W) Jo(¥) = Jo(7) Jr(w)(0) Tr(a)(9) Ju(T)
und somit gy(z) = det Gy(z) = (det J.(7))*gs(7(z)) = (det7'(2))? go(7(x)). Mit der

Transformationsformel erhalten wir fiir alle £ € B(M) nun wie gewiinscht

/ ou(@) dr(z) = / 1 2y () \J06(r(2)) | det 7' (2)] dAg(z)
»~1(E) v

U
=11 () (r(x))

— /Ulgl(E)(x) \/ 96(x) dAi(2)

Integrale bzgl. des Oberflichenmafles kann man explizit wie folgt ausrechnen:

Lemma 10.11 Es ses M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit einer glo-
balen Karte ¢: R* O U — M. Eine messbare Funktion f: (M,B(M)) — (R,B(R)) ist
genau dann bzgl. Sy tiiber M integrierbar, wenn die Funktion

U—R, o [(6)y/g5()
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bzgl. des Lebesgue-Borel-Mafes N\ tiber U integrierbar ist. In diesem Fall gilt

[ rasu = [ 1) Jaule) ante). (79)

Die vorige Formel gilt auch fiir beliebige messbare Funktionen f: M — [0, c0].

Beweis. Aufgrund der Allgemeinen Transformationsformel (Satz 5.6) und dem Satz iiber
Integration bzgl. Malen mit Dichten (Satz 5.1) ist jedes der folgenden Integrale genau dann
definiert, wenn die anderen es sind, und die Integrale stimmen in diesem Falle iiberein:

[ rasu [ pdo.(yfao) dndo@) = [ 10() (yorla) ania)
= [ 1) Jasla) dnia). .

Beispiel 10.12 Wir betrachten den Fall k¥ = 1. Sei U = Ja,b] C R ein offenes Intervall
und ¢: U — R" eine Immersion, die eine Einbettung ist. Nach Beispiel 9.23 ist das Bild
M := ¢(U) eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ mit globaler Karte ¢. Aus

Gy(r) = Jo(0)'1a(9) = (¢(2),¢/(2)) = [[¢'(2)II3

erhalten wir g4(z) = ||¢'(2)]|3 und damit

b
Su(M) = / 16/ (@)ll2 dA(z) = / 16/ (@)]l2 da

Das ist die Formel, die in der Analysis II fiir die Lange der stetig differenzierbaren Kurve ¢
gefunden wurde (vgl. Forster 2, §4, Satz 1). Das Integral einer integrierbaren (oder nicht-
negativen messbaren) Funktion f: M — R ist gegeben durch

/M fdSu = / F(6()) 16/(@) 12 dda ()

fiir stetiges f erhalten wir also f; f(o(2)) ||¢'(x)|| dx, das iibliche Wegintegral aus der
Analysis 2.

Beispiel 10.13 (Integrale iiber Funktionsgraphen). Wie in Beispiel 10.8 betrachten
wir den Graphen M C RFF! ciner stetig differenzierbaren Funktion h: R¥ O U — R.
In diesem Falle kénnen wir das Integral einer messbaren Funktion f: M — R bzgl. Sy,
iiber M mit der folgenden Formel explizit ausrechnen:

[ gasu = [ f(eb@) 1+ lad @)l diuga) (79)

wann immer eines (und somit beide) der Integrale definiert sind (siehe (78) und (76)).
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Beispiel 10.14 (Integrale iiber die obere Halbsphiire). Ein interessanter Spezialfall
eines Funktionsgraphen ist die k-dimensionale obere Halbsphére vom Radius r > 0,

M = {z e R"" |zl =r, 241 > 0};

diese ist der Graph der Funktion h: U := {x € R*: ||z|s <7} — R,

= =l = \fr2—at -

Wegen a‘%hj (x) = —% folgt fiir ¢(x) := (z, h(x)) mit (76)

2 h(z)? + ||z r?
., AhE — 1 lells 2 _
96(@) = 1+ lgrad h@)l} = 1+ 775 h(x)? r? — |z[3
und damit
fdSy = / [z, /r2 =73 ) ——== d\(7)
I it ) T

k
= 1= yl2) ———— dX <0
/”y2<1f<”y7“ HyH2> e 5(y) (80)

fiir jede integrierbare oder nicht-negative messbare Funktion f: M — R, wobei wir z = ry
substituiert haben.

10.2 Das Oberflichenmafl im allgemeinen Fall

Wir schauen uns nun ganz beliebige Untermannigfaltigkeiten M an, die im allgemeinen
nicht mehr durch eine einzige Karte beschrieben werden kénnen. 4! Zuerst iiberlegen wir
uns, dass man immerhin nur abzdhlbar viele Karten zur Beschreibung von M braucht.

Lemma 10.15 Fiir jede k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R™ existiert eine Fol-
ge (¢;)jen von Karten ¢;: R¥ D U; — M derart, dass M = Ujen ¢5(U)).

Beweis. Nach dem Parametrisierungssatz (Satz 9.21) gibt es zu jedem a € M eine offene
Umgebung V, C R"™ derart, dass V, N M = ¢,(W,) fir eine Karte ¢,: W, — M von M.
Nach Verkleinern von V, kénnen wir annehmen, dass

Vo = {x e R": ||z — qall2 < 74}

mit einem geeigenten Punkt ¢, € Q" und 0 < r, € Q. Da es nur abzéhlbar viele solcher
Mengen gibt und da jeder Punkt a € M in einer solchen Menge liegt, ist {V,: a € M}
eine abzdhlbare Uberdeckung von M. Wir kénnen daher aus den Karten 1, eine geeignete
Folge von Karten ¢; auswahlen. O

In praktischen Anwendungen geniigen meist endlich viele Karten, um M zu iiberdecken.

4“1Hierbei werden wir uns in der Vorlesung auf die wesentlichen neuen Ideen konzentrieren und einige
technische Details auslassen, die im Skript jedoch vollsténdig ausgearbeitet sind.
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Definition 10.16 Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R", so definiert
man das Oberflichenmaf$ Syr: B(M) — [0, 00] auf M wie folgt:

Man wiihlt eine Folge (¢;);en von Karten ¢;: R¥ D U; — M mit M = UjeN ¢;(U;) und
eine Folge (A;);en paarweise disjunkter Borelmengen A; € B(M) mit *2

M =[JA4 wd A; C ¢(U) (81)

JEN

und definiert .
Su(E) = Y Sy w)(ENA)) fir E€BM) (82)

j=1

unter Benutzung der Oberflichenmafie Sy, (v,) auf den Untermannigfaltigkeiten ¢;(U;) C
R™ mit globaler Karte ¢; (wie in Definition 10.6 beschrieben).

Bemerkung 10.17 Zur Berechnung von Sy (F) zerhacken wir die Menge E also einfach
in die paarweise disjunkten Stiicke £NA;, welche jeweils in einer Untermannigfaltigkeit mit
globaler Karte liegen, und summieren dann die k-dimensionalen Volumina der Stiicke auf.

Bemerkung 10.18 Um uns klarzumachen, dass Sy, ein Maf ist, schreiben wir

Su o= D H (83)
j=1

mit p1;: B(M) — [0, 00], pt;(E) := Sy, w, (£ NA;). Da Sy ;) ein Mafl auf ¢;(U;) (versehen
mit der Borelschen o-Algebra) ist, folgt sofort, dass p; ein Mafl auf (M, B(M)) ist. Als
Reihe von Maflen ist nach Satz 5.9 dann auch S;; ein Maf.

Machen wir uns an einer ganz vertrauten Situation klar, was vorige Definition bedeutet:

Beispiel 10.19 Nach Beispiel 9.5 ist die Kreislinie S; eine 1-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von R?. Da S; kompakt ist, kann S; nicht durch eine einzige Karte ¢: R D U — S;
beschrieben werden.4® Jedoch kénnen wir S; durch zwei Karten beschreiben, z.B. durch

o1 |—m, [ — Sy, o1(x) = (cos:x, sinx)

mit Bild M; :=im ¢, = S;\{(—1,0)} und die durch die gleiche Formel gegebene Abbildung
¢2 : ]O, 27'([ — Sl mit Bild M2 = 1m¢2 = Sl \ {(1,0)} Dann sind Al = Ml = 1m¢1

42Man kann beispielsweise A; := ¢1(U1), 4; := ¢;(U;) \ Uf;ll ¢;(U;) fiir 7 > 2 nehmen.
43 Andernfalls wiire die offene Menge U C R als stetiges Bild ¢~1(S1) der kompakten Menge S; kompakt,
was unmoglich ist.
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und A, := {(=1,0)} C im ¢ paarweise disjunkte Borelmengen, die S; iiberdecken.** Da
9o, (x) = [|¢}(x)||]3 = 1 (vgl. Beispiel 10.12), erhalten wir fiir jede Borelmenge £ C S;

¢1 ' (B) ¢3 ' (ENAz)

= (6T (E) + M6 (ENA) = Moy (B)):

hierbei haben wir im letzten Schritt benutzt, dass ¢, '(E N A,) eine hochstens einpunktige
Menge ist und daher das Mafl 0 hat. Insbesondere erhalten wir fiir das eindimensionale
Volumen des Kreises S, (S1) = A1 (]—,7[) = 27 (den iiblichen Kreisumfang).

Natiirlich miissen wir wieder nachpriifen, dass Sy, stets wohldefiniert ist.

Lemma 10.20 Das Oberflichenmafl Sy auf einer k-dimensionalen Untermannigfaltig-
keit M von R™ ist wohldefiniert, unabhingig von der gewdhlten Folge von Karten (0)jen
und der Uberdeckung (A;);en durch paarweise disjunkte Borelmengen.

Beweis. Seien (¢;)jen und (¢;),en Folgen von Karten ¢,: U; — M und v;: V; — M mit
M = Uy 9i(U;) = Ujen ¥(V;) und (A4;)jen sowie (B;)jen Folgen paarweise disjunkter
Borelmengen A;, B; € B(M) derart, dass A; C ¢,;(U;) =1 M;, B; C 9¢;(V;) = N; und
M = Ujen A5 = Ujen Bj- Es s~ei Sy das mithilfe von (¢;)jen und (A;)jeny gemés (82)
definierte Obeflichenma$, und Sy, das analog unter Benutzung von (¢;);jen und (Bj) en
definierte Masf.

Sind 7,7 € N, so ist P := M; N N; als offene Teilmenge von M; eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R™ mit ¢;| s-1(p) als globaler Karte, woraus sofort Sp = Sas,|p

folgt. Nach dem gleichen Argument ist aber auch Sp = Sy,|p und somit

Swm N, = Sn;

Fiir jede Borelmenge £F € B(M) erhalten wir wegen ENA; = ENA N Uy B =
UjEN(E N Az N BJ> somit

M;NN; fir alle 1,] € N. (84)

Su(E) = Z S(bi(Ui)(EﬂAi) = Z S¢i(Ui) (U(EQAZ mBj))

=1 jeN
- ZZS@(Ui)(EmAiﬂBj> = ZZS%(V].)(EﬂAiﬂBj)
=1 j=1 i=1 j=1
- ZZS%(VJ')(EHAZ‘HBJ) = = §M(E)
j=1 i=1

Hierbei beruht das vierte Gleichheitszeichen auf (84), das fiinfte auf dem Doppelreihensatz
(Folgerung 3.27); anschlieBend (bei “...”) wiederholt man die ersten drei Rechenschritte
riickwérts, mit vertauschten Rollen. O

Ubrigens kann man das Oberflichenmaf wie folgt charakterisieren:

44Um Def. 10.16 wortwortlich anzuwenden, sollten wir z.B. noch ¢; := ¢ und A; := () fiir j > 3 setzen.
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Bemerkung 10.21 Das Oberflichenmafl Sy, das einzige Mafl auf M derart, dass fiir jede
Karte o: U — M
Sulew) = Se) (85)

gilt, mit Sy wie in Definition 10.6.

[Die Eindeutigkeit ist klar. Da wir in Definition 10.16 stets ¢; := ¢ und A; := ¢(U) wihlen
konnen (siche die dortige Fuinote), erhalten wir wie gewiinscht (85)].

Bemerkung 10.22 Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R” und W C M
eine offene Teilmenge, so ist Sy/|w = Sw. Jede Karte ¢: U — W von W ist namlich auch
eine Karte von M und somit Sw|sw) = Ssw) = Sumlew) = (SM|W)|¢(U). Die Eindeutig-
keitsaussage in der vorigen Bemerkung liefert nun Sy = Sys|w.

Oft kommt man nach Weglassen von Nullmengen mit sehr wenigen (héufig sogar einer
einzigen!) Karte aus, obwohl M selbst nicht durch eine globale Karte beschrieben werden
kann (wie z.B. beim Kreis S; in Beispiel 10.19); dies kann den Rechenaufwand enorm
verringern. Es ist somit sehr wichtig, Sj,-Nullmengen als solche erkennen zu konnen.

Satz 10.23 (Erkennen von Nullmengen). Es sei M C R™ eine k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit und f: U — R™ eine stetig differenzierbare Funktion auf einer offenen
Teilmenge U C R® mit Bild f(U) C M, wobei { < k. Dann ist f(U) € B(M) eine
Borelmenge und Sy (f(U)) = 0.

Beweis. Nach Satz 8.4 ist f(U) € B(R") und somit auch f(U) € B(M), da f(U) € M.
Nach Lemma 10.15 gibt es eine Folge (¢;);en von Karten ¢;: U; — M von M mit M =

Ujen ¢5(Uj). Da
f(U ﬂ%

brauchen wir nur noch zu zeigen, dass Sy(IN;) = 0 fiir alle j € N. Es ist

- /aﬁ.—l(N-) \/m )

dieses Integral verschwindet wie gewi’mscht wenn der Integrationsbereich qb_l( Nj) eine
Me-Nullmenge ist. Nun ist aber W := f~1(¢;(U;)) eine offene Teilmenge von U und

heW =R, h(z) = ¢;'(f(z))

nach Lemma 9.27 eine stetig differenzierbare Funktion, mit Bild h(W) = gb;l(Nj). Da
{ < k, ist nach Satz 8.4 wie gewiinscht ¢;'(N;) = h(W) eine A,-Nullmenge. O

Mithilfe des Oberflachenmafles S); kénnen wir Funktionen iiber M integrieren. Der folgende
Satz beschreibt explizit, wie die so erhaltenen Integrale ausschauen:
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Satz 10.24 Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, (¢;);jen eine Folge
von Karten ¢;: U; — M mit Bild M; = ¢;(U;) und (Aj);en eine Folge von Borelmen-
gen A; € B(M), wie in Definition 10.16. Ist f: (M,B(M)) — (R,B(R)) eine messbare
Funktion, so gilt:

(a) Ist f >0, so ist
] d M = ] d M. 86
[M ° jz—l /luj > a ( )

wobei die Integrale auf der rechten Seite explizit mit der Formel (78) aus Lemma 10.11
berechnet werden konnen, da M; eine Untermannigfaltigkeit mit globaler Karte ¢; ist.

(b) f ist genau dann bzgl. Sy diber M integrierbar, wenn 372, fMj | fldSh, < o0; in
diesem Fall gilt (86).

Beweis. Mit Bezeichnungen wie in Bemerkung 10.18 haben wir Sy, = Z;’il {453 nach

Satz 5.9 ist also -
fasy =Y [ rdu

falls f > 0 oder f bzgl. Sy, integrierbar ist, wobei letzteres genau dann der Fall ist, wenn
Jar 1F1dSar = 3722, [o1f1dp; < oo, Wir brauchen also nur noch zu zeigen, dass

| pins = /Mjfdij. (87)

Bezeichnet \;: M; — M, \;(z) := x die Inklusion, so ist

1 (E) = Sa,(ENA;) = Sa, (A (ENA))) = (X))« (Sar, ) (ENA;) = / 1 d(2).(S,)

E

fir alle £ € B(M) und somit ist p; das Mafl auf (M, B(M)) mit Dichte 1%_ bzgl. des
Bildmafles ();).(Sas;). Aus dem Satz iiber Integration bzgl. Maflen mit Dichten (Satz 5.1)
und der Allgemeinen Transformationsformel (Satz 5.6) folgt nun, dass das Integral auf der
linken Seite von (87) genau dann definiert ist, wenn das Integral auf der rechten Seite es
ist, und die Integrale in diesem Fall iibereinstimmen. Die Behauptung folgt. O

Hier sind einige Beispiele.
Beispiel 10.25 (Integrale iiber die Einheitssphire). Die Abbildung

sin @ cos ¢
P 0,7 x]-ma[ =Sy C R® P(4,¢) = sin 6 sin ¢

cos 0
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ist nach Beispiel 9.15 eine Immersion und man sieht leicht, dass sie auch injektiv ist. Da S
nach Beispiel 9.6 eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? ist, ist P nach Lem-
ma 9.28 automatisch eine Karte von S, (man koénnte natiirlich auch mithsam die weiteren
Eigenschaften einer Karte von Hand nachpriifen). Wir behaupten:

Fiir jede integrierbare (oder nicht-negative messbare) Funktion f: Sy — R gilt

dSs, = P(0 in@ d\(¢)dA(0).
[ pass = [ [ 5(P0.0) smo an(@an) (53)

Insbesondere ergibt sich fir das 2-dimensionale Volumen (Flicheninhalt) der FEinheits-

sphdre
SSQ (Sg) = / 1 ng2 = / / sin d¢ df = 4.
So 0 -7

Beweis: Die gewihlte Karte P ist besonders schon, denn ihr Bild ist “fast alles”: Das
Komplement des Bildes ist

SQ\imPZ{(x,y,Z):y:O,xSOundxz—i—zQ:l},

ein Halbkreis. Dieser ist im Bild der stetig differenzierbaren Abbildung R — S, C R3,
x + (cos(x),0,sin(x)) enthalten und somit nach Satz 10.23 eine Ss,-Nullmenge und somit
eine Borelmenge vom Mafl 0 (da er kompakt ist). Da man messbare Mengen vom Maf} 0
beim Integrieren weglassen darf, erhalten wir fiir jede integrierbare Funktion f: S, — R:

fass, = [ fdse, = [ fdSwmp = / F(P(0,8)) V/ar(0,9) dra(0,6)
Sa m P m P 10,7 X |—m,7[
_ /]0 L J(P6.0) su0) 40,0
_ / / F(P(0,8)) sin dhi(6) dni(6).
10,7 J]—7,7[

wobei wir den Satz von Fubini benutzt und eine explizite Formel fiir die Gramsche Deter-
minante gp (6, ¢) eingesetzt haben: Da

cosfcos¢p —sinfsin ¢
Jwo,g)(P) = cosfsing  sinf cos ¢
—sind 0

nach Beispiel 9.15, ist der Mafitensor gegeben durch

_ <_193(‘97¢>7 %_];(67¢)> <8_193(97¢>7 g_P(ea¢)> . 1 0
Grlb:9) = <<8—{;<0,¢>, L0,0)) (20, 9) %w,qﬁ») - (o sm2e)

(siehe (74) in Bemerkung 10.5) und somit gp(0, ¢) = det Gp (0, ¢) = sin? 0.
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Beispiel 10.26 (Integrale iiber Rotationsflichen). Wir nehmen nun Beispiel 9.13
und die dortige Notation wieder auf, wobei wir nun annehmen, dass v (und somit ®) eine
Immersion ist und M := im ® eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R? (was sich
mit Satz 9.14 hiufig leicht nachpriifen ldsst). Nach Lemma 9.28 ist dann ®|; eine Karte
fiir M, fiir jede offene Teilmenge U C I x R derart, dass ®|y injektiv ist. Wir erinnern an
Formel (66):

r'(t)cos¢p —r(t)sing

Ji)(®) = r'(t)sing r(t)cos¢
¢'(t) 0
Fiir den Mafitensor und die Gramsche Determinante erhalten wir daher
() +(t)? 0

Cli.g) = ( 0 r2(t)

) wnd gt 8) = r(t? V(D)2

mit y(t) = (r(t),((t)). In typischen Beispielen* kann man ein offenes Intervall J C [
finden derart, dass ®|;x 0.2+ injektiv ist und M \ ®(Jx ]0,27() eine Sy,-Nullmenge (um
dies nachzupriifen, kann Satz 10.23 von Nutzen sein). Fiir jede integrierbare (oder nicht-
negative messbare) Funktion f: M — R ist somit

/M JdSu = / /] L @O IOl A @an ().

Fiir f = 1 ergibt sich insbesondere fiir das 2-dimensionale Volumen (Fldcheninhalt) von M

Su(M) = / [ OOl @) () = 20 / OV ()]l dA (D).

Lemma 10.27 (Verhalten unter Homothetien). Ist M C R" eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit und r > 0, so ist auch rM := {rx: x € M} eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R™. Eine Funktion f:rM — R ist genau dann bzgl. S,y tiber
rM integrierbar, wenn die Funktion M — R, x +— f(rx) bzgl. Sy iiber M integrierbar ist.
In diesem Fall gilt

/ f(z) dSim = rk/ f(rz) dSy .
rM M
Insbesondere gilt Sypr(rM) = r*Sy(M).

Beweis. Ist ¢ : U — M eine Karte von M, so ist r¢: U — rM eine Karte von rM.
Hieraus folgt, dass M ebenfalls eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ ist.
Weiter folgt aus (r¢) (x) = r¢/(x) fiir die Gramschen Determinanten von ¢ bzw. r¢, dass

Gro(x) = r?*g4(x), d.h. \/gr6(z) = 17¥\/gs(z). Folglich gilt
STM(’/’E) = TkSM(E>

457 B. im Falle des 2-dimensionalen Torus, den wir uns in der Ubung niher anschauen.
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fiir jede Borelmenge £ C M. Mithilfe des Homdomorphismus 6: rM — M, 0(x) := r~'z
konnen wir vorige Formel ausdriicken als

0.(Srar) = S

Die Behauptungen folgen nun mit der Allgemeinen Transformationsformel (Satz 5.6). O

Satz 10.28 Es sein > 2 und f: R" — [0,00] eine messbare Funktion. Fir r > 0 sei
Sy :={x € R": ||z||s = r} die Sphire vom Radius r. Dann gilt

fdi, /000 sTf x) dSs, (z) d( /OOO/S1 " f(ry) dSs, (y) dAi(r) . (89)

R”

Beweis. Sei H, := {x € R" : £z, > 0}. Dann ist f = f1y, + f1y_ fast iiberall, denn
{z € R": x,, = 0} ist eine Nullmenge. Da S, N{z € R™: x,, = 0} eine (n — 1)-dimensionale
Nullmenge ist (vgl. Satz 10.23), geniigt es, die Behauptung fiir jede der Funktionen f1p,
zu zeigen. Wir fiihren dies fiir f1y, durch und nehmen gleich an, dass f aulerhalb H
verschwindet.

Sei U := {z € R" " : ||lz[]z < 1}. Die Abbildung
®:Ux]0,00[ = H, CR" ' xR, (z,7) (7"93,7’ 1- HxH%)

ist bijektiv und hat die stetig differenzierbare Umkehrabbildung

— W Yn—1
o) = (Do Lyl
wllz """ Tl

(Nachrechnen!). Also ist ® ein Diffeomorphismus.

Wir betrachten nun F : U — R, F(z) := /1 —||z|3. Dann ist (grad F)(z) =
(als Zeilenvektor) sowie ®(z,r) = (m‘, rF( )) = r(x, F(x)). Folglich ist

r 0 .0 T
0 r .0 T2
00 ... r Tyl

r(grad F)(z)  F(x)

Wir klammern r aus der ersten bis (n — 1)-ten Zeile aus, subtrahieren dann das x;-fache
der j-ten Spalte von der letzten Spalte fiir j = 1,...,n — 1 und entwickeln schliellich die
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Determinante nach der letzten Zeile:

10 ...0 g

01 ... 0 4
det Jiz (@) = r"'det : :

00 1 Ln—1

(grad F)(z)  Fl(z)

1 0 .0 0
0 1 .0 0
= r"det S : :
0 0 1 0

(grad F)(z)  F(x) — ((grad F)(x), z)

- r”‘1<F(:v) - <(gradF)(95)#U>> = 7“"_1<F($) + F(x))

T.nfl Tnfl

- 5 (F(a:)2 + H:c\|§> VSR

Mit der Transformationsformel und dem Satz von Fubini ergibt sich nun

n—1

T
fdx, = / flra,r —z||} ) ——= d\.(z,7)
Hy Ux 10,00] < >\/1_ [E4lE:
1 _
/ f rr,r qu ) nfl d)\nfl(iﬂ) dT’.
10,00(

VI=lz[3

Nach (80) ist das innere Integral gleich [y f dSs,. Hieraus folgt die erste Gleichheit in (89),
und die zweite bekommt man mit Lemma 10.27. O

Bemerkung 10.29 Wie beim Satz von Fubini erhalten wir durch die Aufspaltung f =
f+ — f- eine Variante von Satz 10.28 fiir integrierbare Funktionen f: R® — R, wobei das
innere Integral iiber S, dann im allgemeinen nur fiir » auflerhalb einer Borelmenge von
Maf3 0 definiert ist.

Beispiel 10.30 Es sei B, := {z € R": [|z|s < 1} und S,_; = 9B,,. Wir wollen das
(n — 1)-dimensionale Volumen w,, := Ss, ,(S,-1) der (n — 1)-dimensionalen Einheitsphére
S,—1 berechnen. Wir erinnern daran, dass das (“gewohnliche”) n-dimensionale Volumen
von B, durch ¢, = \,(B,,) = W”/Q/F( + 1) gegeben ist (siche Formel (46) in Kapitel 6).
Wir wenden nun Satz 10.28 auf die Charakterlstlsche Funktion von B,, an und finden

1
C, = / d\,(x) = / / pnt dSs, ,(y)d i (r) = wn/ rmtdr = %.
By, 101] JSp_1 0 n
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Somit ist

Insbesondere erhalten wir
e wy =271 (Lénge des Einheitskreisbogens)
e w3 =4r  (Oberfliche der zweidimensionalen Einheitssphére)

o wy = 272 (dreidimensionales Volumen von Sz C R4).

Bemerkung 10.31 Wihrend wir das Oberflachenmafl durch “Zerhacken in Stiicke” defi-
niert haben, werden in der Literatur (z.B. in Forsters “Analysis 3”) Integrale iber Unter-
mannigfaltigkeiten (und Oberflichenmafle) hiufig anders konstruiert, mithilfe sogenannter
“Zerlegungen der Eins” (vgl. auch Kapitel 12). Fiir praktische Rechnungen ist dieser andere
Zugang vollig unbrauchbar.
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Teil V: Integralsitze

Ein zentrales Resultat der Differential- und Integralrechnung fiir Funktionen einer Veréander-
lichen ist der Hauptsatz, der besagt, dass

F(b) — Fla) = / " F ) di

fiir jede stetig differenzierbare Funktion F': [a,b] — R. Wir kénnen diesen Satz betrachten
als eine Beziehung zwischen den Werten von F' auf dem Rand 0[a, b] = {a, b} von [a, b] und
den Werten von F” im Inneren von [a,b]. Das Ziel dieses letzten Teils der Vorlesung sind
Verallgemeinerungen der vorigen Beziehung. Der allgemeine Stokessche Integralsatz

/aMw = /de (90)

fiir Differentialformen, den wir hier nicht behandeln koénnen, liefert eine weitreichende
und elegante Verallgemeinerung des Hauptsatzes.*0 Wir betrachten lediglich Spezialfille
von (90): den GauBischen Integralsatz, den klassischen Stokesschen Integralsatz im Raum
und den Greenschen Integralsatz in der Ebene.

11 Kompakta mit glattem Rand

Der GauB3sche Integralsatz ist eines der wichtigsten Resultate der Integralrechnung im R™.
Er beschreibt den Zusammenhang zwischen dem Integral der Divergenz eines Vektorfeldes
iiber einen Bereich im R™ und einem Oberflachenintegral iiber dem Rand des Bereiches.
Wir beweisen ihn nur fiir spezielle Bereiche: Kompakta mit glattem Rand.

Definition 11.1 Es sei K C R" eine kompakte Teilmenge (ein Kompaktum). Das Kom-
paktum K hat einen glatten Rand, wenn es zu jedem Randpunkt p € 0K eine offene
Umgebung U C R"™ von p und eine stetig differenzierbare Funktion ¢: U — R gibt derart,
dass

(a) KNU ={z € U:¢(z) <0} und
(b) ¥'(x) # 0 fur alle x € U.

Beispiel 11.2 Sei r > 0. Die Kugel K := {x € R": ||z||s < r} ist ein Kompaktum mit
glattem Rand, denn ¢: R™\ {0} — R, ¢(x) := ||z]|3 — r* leistet das Gewiinschte.

Lemma 11.3 In der Situation von Definition 11.1 gilt OK NU = {x € U: ¢(x) =0}.

46Mehr dariiber finden Sie z.B. in Forsters Analysis 3 (bzw. spiter einmal noch allgemeiner in “Funda-
mentals of Differential Geometry” von Serge Lang, Kapitel XVII, erschienen im Springer-Verlag).

109



Beweis. Sei zunidchst © € 0K NU. Da K kompakt ist, ist K abgeschlossen. Damit ist
x € K und ¢(z) < 0. Ware ¢(x) < 0, so wire {y € U: ¥(y) < 0} eine offene Teilmenge
von R" die in K liegt und x enthélt. Dies widerspricht x € K. Also ist ¥ (x) = 0.

Sei nun z € U und ¢(x) = 0. Dann ist z € K, und wir zeigen, dass x Randpunkt von K
ist. Wegen ¢'(z) # 0 ist ¢'(z): R" — R surjektiv. Es gibt also ein v € R™ mit ¢'(x)v > 0.

Nun ist . .
0 < (e = tim LETZV@ oy, wlet i),
t—0 t t—0
Es gibt also ein € > 0 so, dass )(x+tv) > 0 fiir alle t € |0, €[ . Folglich liegen fiir hinreichend
grofies n die Punkte x + %v nicht in K. Wegen z + %v — 1z folgt nun z € 0K. O

Beispiel 11.4 Die Sphire S, ist zwar auch kompakt und sieht glatt aus (sie ist ja eine
Untermannigfaltigkeit von R?), aber sie ist kein Kompaktum mit glattem Rand in R? im
Sinne von Definition 11.1. Jedes (nicht-leere) Kompaktum mit glattem Rand hat nédmlich
ein nicht-leeres Inneres (vgl. Beweis von Lemma 11.3), was bei Sy nicht der Fall ist.

Folgerung 11.5 Der Rand eines Kompaktums K C R™ mit glattem Rand ist eine (n—1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™.

Beweis. Nach Definition 11.1 und Lemma 11.3 finden wir zu jedem p € 0K eine stetig
differenzierbare Funktion ¢: U — R auf einer offenen Umgebung U von p derart, dass

OKNU = {zeU:¢(x)=0}
und grad ¢(p) # 0. Also ist OK eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit. O

Fiir den GauBschen Integralsatz benotigen wir das (duflere) Normalenfeld von 0K . Dazu
definieren wir zunéchst allgemein Tangential- und Normalenvektoren.

Definition 11.6 Es sei M C R” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M.

(a) Ein Vektor v € R™ heifit ein Tangentialvektor an M in p, wenn ein € > 0 und ein
stetig differenzierbarer Weg ~v: |—¢,e[ — M mit v(0) = p und 7/(0) = v existieren.
Die Menge aller Tangentialvektoren an M in p bezeichnen wir mit 7,,(M).

(b) Ein Vektor v € R™ heiit ein Normalenvektor an M in p, wenn er auf T,,(M ) senkrecht
steht (d.h. wenn (v, w) = 0 fiir alle w € T,,(M)). Die Menge aller Normalenvektoren
an M in p bezeichnen wir mit N,(M).

Den Tangentialraum 7},(M) kann man wie folgt beschreiben:

Lemma 11.7 Es sei U C R* offen und ¢: U — M eine Karte von M. Dann ist

Tyy(M) = im¢'(z)  fir alle z € U.
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Beweis. Sei # € U und v € R*. Dann gibt es ein € > 0 derart, dass « + tv € U fiir alle ¢
aus |—¢,e[. Wir betrachten den Weg

vil—e el — M, ~(t) = oz +tv).

Fiir diesen ist v(0) = ¢(x) und 7/(0) = ¢'(x)v. Also ist im¢'(x) C Ty (M). Fiir die
umgekehrte Inklusion sei v: |—¢,e[ — M stetig differenzierbar mit v(0) = p. Da ¢(U)
offen in M ist und 7 stetig, ist dann y~(4(U)) offen in ]—e, g[. Nach Verkleinern von &
diirfen wir also y(]—e¢,€[) € ¢(U) annehmen. Nach Lemma 9.27 ist dann

¢ toy:]—e e[ —UCRF

stetig differenzierbar. Day = ¢o(¢'ov), liefert die Kettenregel v/(0) = ¢'(x).(¢ o) (0) €
im ¢'(z). O

Insbesondere stellen wir fest, dass 7,(M) ein k-dimensionaler und N,(M) ein (n — k)-
dimensionaler Untervektorraum von R™ ist und dass

T,(M) ® N,(M) = R",

Beispiel 11.8 Ist U C R* offen und h: U — R stetig differenzierbar, so ist der Graph M
von h nach Beispiel 9.24 eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R¥!, mit einer
globalen Karte ¢: U — M, ¢(x) := (x, h(x)). Da T,,(M) die Dimension k hat, ist N,(M)
eindimensional fiir jeden Punkt p € M. Es gibt daher genau zwei Normalenvektoren in
N,(M), deren Lange 1 ist. Wie schen diese explizit aus? Einer davon ist der folgende
Vektor (und der andere dessen Negatives):

1
V(Qb(x)) T \/1 + ngad h(l‘)H%

(—grad h(z), 1). (91)

Per Definition ist ndmlich v(¢(z)) ein Einheitsvektor, und berechnen der Skalarprodukte
zeigt, dass v(¢p(x)) auf %(w) = (ej, a%(m)) senkrecht steht fir j € {1,...,k}, so dass
also v(¢(x)) € Ny (M). Nach (91) ist iibrigens v o ¢ : U — RFF! stetig, somit auch
v: M — RFHL

Ist M = 0K der Rand eines Kompaktums mit glattem Rand, so ist N,(0K) fiir jeden
Punkt p € M ein eindimensionaler Vektorraum. Es gibt also genau zwei Normalenvektoren
der Lange 1. Wir wollen denjenigen auszeichnen, der “nach auflen zeigt.”

Satz 11.9 Es sei K ein Kompaktum mit glattem Rand OK.

(a) Fir jedes p € 0K gibt es genau einen Vektor v(p) € N,(0K) der Linge 1 mit
folgender FEigenschaft: Es gibt ein e > 0 derart, dass p+tv(p) ¢ K fir alle t € ]0,¢].

(b) Die Abbildung v: OK — R™ ist stetig.
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Der Vektor v(p) heifit der dufere Normalenvektor an OK in p, und v heifit das dufere
Normalenfeld von K.

Beweis. Fxistenz eines dufleren Normalenvektors: Sei U C R™ eine offene Umgebung von p
und ¢: U — R eine stetig differenzierbare Funktion mit ¢/(p) #0und UN K = {z € U:
¥(z) < 0}. Wir zeigen, dass

v(p) : grad ¢ (p) (92)

1
" lgradd(p)ll2

ein duflerer Normalenvektor ist. Ist v: |—e,e[— OK ein Weg mit v(0) = p und ist € so
klein, dass (t) € U fiir alle t € |—¢, ¢[, so ist nach Lemma 11.3

¢(7(t)) = 0 firalle t €]—¢,¢].

Differentiation nach t an der Stelle ¢t = 0 liefert ¢'(p)7/(0) = 0. Folglich steht der Vektor
grad ¢(p) und damit auch v(p) senkrecht auf 7,(0K). Klar ist auch ||v(p)|ls = 1. Die
aulerdem geforderte FEigenschaft folgt wegen

(grad ¢ (p), grad 1 (p))
lgrad ¢ (p)||2

wie in der zweiten Hélfte des Beweises von Lemma 11.3.

V' (p)(v(p) =

= |lgrad(p)f2 > 0

Eindeutigkeit des dufleren Normalenvektors: Wir haben bereits bemerkt, dass es genau
zwei Normalenvektoren der Lénge 1 gibt und dass einer davon der Vektor v(p) aus (92) ist.
Wie im Beweis von Lemma 11.3 sieht man nun, dass 1(a —tv(p)) < 0 fiir ¢ > 0 hinreichend
nahe bei Null. Also ist a — tv(p) € K fiir solche ¢, d.h. der Vektor —v(p) erfiillt nicht die
zusitzliche Bedingung aus (a).

Stetigkeit von v: Diese folgt sofort aus Darstellung (92). O

Beispiel 11.10 Es sei K = {z € R": ||z||2 < r} die Kugel um 0 vom Radius r und
: R™\{0} — R, ¢(z) := ||z|3—r? (siche Beispiel 11.2). Fiir p € 9K ist grad ¢(p) = 2p, und
damit ist wegen (92) der Vektor v(p) = ﬁ p = 1 p der zugehorige dufere Normalenvektor.

Beispiel 11.11 Sei U C R? offen und ¢: U — R? eine Immersion, die zudem eine Einbet-
tung ist. Wir interessieren uns fiir die Normalenvektoren an die Flache ¢(U). Fir x € U
haben wir Ty ;) (¢(U)) = im ¢'(x), und da ¢ eine Immersion ist, ist dies ein 2-dimensionaler
Untervektorraum von R?. Es gibt im Punkt p := ¢(z) also genau 2 Normalenvektoren der
Léange 1. Wir legen einen Normalenvektor v(p) dadurch fest, dass wir

det <§_:Z (), g—i (), I/(p)) > 0
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verlangen, d.h. die Vektoren

xi0) = 2L @), X = L@ wd )

ke Ers

sollen ein Rechtssystem bilden. Mit dieser Information kénnen wir v(p) direkt berechnen:

_ Xi(p) x Xa(p)
) = TR ) < %)

wobei v x w das Vektorprodukt der Vektoren v, w € R3 ist, d.h.

€1 U1 W Vowg — V3Ws
vXw = det | ey vy wsy = vswy — wvws
€3 U3 W3 V1w — VWi

(wobei die “Determinante” nur als Gedéachtnisstiitze zu betrachten ist).

Ist speziell ¢(x) = (x, h(x)) fiir eine stetig differenzierbare Funktion h: R? D U — R, so ist

1 0
Xi(p) = (9h0 ) Xa(p) = ahl d
o (z) s (z)
also _g_xhl (z)
Xi(p) x Xa(p) = _g_h(x)
12
und daher (wie in Beispiel 11.8) o
1 _8_951 €9
v(p) = v(ole)) = iy
(6) S @@ Z@r | on®

1
In diesem Fall ist v(¢(x)) der “obere” Normalenvektor an den Graphen von f.

Beispiel 11.12 In diesem Beispiel geht es darum, den Rand eines Kompaktums mit glat-
tem Rand lokal als Graphen einer Funktion A darzustellen und den dufleren Normalenvektor
mit Hilfe von A zu beschreiben.

Es sei K C R" ein Kompaktum mit glattem Rand und p € 0K. Wir wéhlen eine offe-
ne Umgebung U C R™ von p und eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : U — R mit
KNU={xecU:¢(x) <0} und ¢'(z) # 0 fiir alle z € U. Nach Lemma 11.3 ist dann

OKNU = {z € U:(z)=0}.
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Wegen ¢'(p) # 0 diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass % (p) # 0. Sei etwa (%i (p) >0

(den Fall % (p) < 0 diskutiert man analog). Nach Verkleinern von U diirfen wir dann
annehmen, dass
%

ox,,
Mit dem Satz iiber implizite Funktionen finden wir dann eine offene Menge V' C R},
ein Intervall |b,c[ € R mit W := V' x ]b,¢[ C U und eine stetig differenzierbare Funktion
h:V — b, c| derart, dass

OK N (Vxbc]) = {(z,h(z)) eR":z €V},
d.h. 0K N W ist der Graph von h. Wegen (93) ist dann
Kn(Vx]be) = {zeW:z, <h(z)},
wobei wir z = (2/,z,) € R"™! x R geschrieben haben, und es ist weiter
(_gra’d h(p/)a ]-)
I/(p) - A
V1 + [lerad ()3

() >0 fir alle x € U. (93)

(94)

mit p = (p/, pn) (vgl. Beispiel 11.8).
Schliefflich vermerken wir eine weitere Eigenschaft kompakter Mengen. Wir erinnern daran,
dass der Durchmesser einer Teilmenge M eines metrischen Raumes (X, d) durch

diam M := sup{d(z,y): z,y € M} € [0, 0]
definiert ist.
Satz 11.13 (Lebesguesches Lemma)..' Sei K eine kompakte Teilmenge eines metrischen
Raumes (X,d) und (U,);er eine offene Uberdeckung von K. Dann gibt es ein A > 0 (eine

sogenannte Lebesguesche Zahl der Uberdeckung) derart, dass jede Teilmenge M wvon X
mit diam M < X\ und M N K # () in einer der Mengen U; enthalten ist.

Beweis. Gegeben z € X und r > 0 sei B.(z) = {y € X : d(z,y) < r}. Zu jedem
Punkt x € K gibt es ein ¢ € I mit z € U;. Da U; offen ist, findet man ein e(x) > 0
mit By.(zy(x) € U;. Nun bildet die Familie (B.(y)(7))zex eine offene Uberdeckung von K.
Da K kompakt ist, lasst sich daraus eine endliche Teiliiberdeckung auswéhlen, d.h. es gibt
Punkte zq,..., 2, € K mit

K g U Ba(xj)(xj).
j=1

Wir setzen A := min(e(z1),...,&(xm)). Sei nun M C X eine Teilmenge mit M NK # () und
diam M < A. Dann gibt es ein € K mit x € MNK, und es gibt ein j mit d(x, ;) < e(z;).
Fiir jedes y € M ist dann

d(y,x;) < dly,=) +d(z,7;) < A+e(a;) < 2e(z;),

d.h. M C By(s)(7;). Nach Konstruktion ist aber die Kugel Bj(,)(7;) (und damit auch
die Menge M) in einer der Mengen U; enthalten. O
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12 Der Gaufische Integralsatz

Ist U C R" offen und F': U — R" stetig differenzierbar, so heiffit die Funktion
“~ OF]
divF: U —R, xr—>z a—xj(x)

j=1
die Divergenz des Vektorfelds F'.

Satz 12.1 (Gauflscher Integralsatz). Es sei K C R™ ein Kompaktum mit glattem
Rand, v : OK — R" das dufiere Normalenfeld und V- C R™ eine offene Menge, die K
umfasst. Dann qilt fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F:'V — R"

/K div F d\, = /8K(F(a:),1/(x)> dSok(x). (95)

Bemerkung 12.2 Der Gaufische Integralsatz gilt auch noch fiir Kompakta, deren Rénder
niedrigdimensionale Singularitdten wie Ecken und Kanten aufweisen. Auch die Vorausset-
zung, dass F' auf einer ganzen Umgebung von K definiert ist, ldsst sich abschwichen.

Bemerkung 12.3 Andere, insbesondere unter Physikern gebréauchliche Notationen sind

/aKF.dS = /(9Kﬁ'd§ = /M((F(ﬂf)a’/(m)) dSok () .

Bemerkung 12.4 (Physikalische Interpretation). Da v(z) ein Einheitsvektor ist, ha-
ben wir (F(z),v(x)) = ||F(z)] - cosa(z), wobei a(z) € [0, 7] der Winkel zwischen F(x)
und v(z) ist. Es ist also (F(z),v(x)) die Linge der orthogonalen Projektion von F(x)
auf v(z). Ein Physiker stellt sich (F'(z),v(x))dS(x) als den durch das Oberflichenelement
dS(z) austretenden Fluss des Vektorfeldes F' vor. Demzufolge wird das Integral

/a (F(@),v(a) dSox(@)

als Gesamtfluss durch die Oberfliche von K interpretiert. Ist das Vektorfeld F' quellenfres,
d.h. ist div F' = 0, so ergibt sich

/8K<F($),l/($)> dSsk(z) = 0, (96)

d.h. der Gesamtfluss durch den Rand des Kompaktums verschwindet.*” Diese Situation
tritt z.B. auf, wenn wir die Bewegung einer inkompressiblen Fliissigkeit betrachten und
F(z) die Stromdichte an der Stelle z € R?® (= Geschwindigkeit an Stelle x mal Massen-
dichte) ist (zu einem festen Zeitpunkt). Die Inkompressibilitdt entspricht der Bedingung
div F' = 0. Das Verschwinden des Gesamtflusses durch 0 K kann man sich in diesem Fall so
veranschaulichen, dass ja die Fliissigkeitsmenge (Masse), die sich innerhalb von K befindet,
wegen der Inkompressibildt dem Volumen von K entspricht, also konstant ist. Daher ist
die Massenbilanz in K ausgewogen: zu jedem Zeitpunkt flieft gleichviel hinein wie hinaus.

47Gill‘.c umgekehrt (96) fiir jedes Kompaktum K C V mit glattem Rand, so ist F' quellenfrei, wie wir uns
in der Ubung iiberlegen. Quellenfreiheit ist also durch das Verschwinden der Integrale (96) charakterisiert.
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Wir bereiten den Beweis des Gaufischen Integralsatzes vor, indem wir einige Werkzeuge be-
reitstellen und zwei Lemmas beweisen, die Spezialfille behandeln und Teile des eigentlichen
Beweises vorwegnehmen.

Stetige Funktionen mit kompaktem Triger; Zerlegungen der Eins
Zunéchst einige Begriffe.

Definition 12.5 Ist M ein metrischer Raum und f: M — R eine stetige Funktion, so
nennt man den Abschluss

supp [ = {xEMf(m) 7&0}

den Tréiger von f. Wir schreiben C' (M) fiir den Raum der stetigen reellwertigen Funktionen
auf M und C.(M) fiir den Raum der Funktionen aus C (M), deren Tréger kompakt ist. Ist
U C R" offen, so bezeichne C¥(U) den Raum der k-mal stetig diffenzierbaren Funktionen
mit kompaktem Tréger in U.

Bemerkung 12.6 Beachten Sie: f € C(R") liegt genau dann in C.(R"), wenn supp f
beschrénkt ist (da Tréger per Definition abgeschlossen sind), und f € C(]a, b]) liegt genau
dann in C.(]a,b[), wenn es ein € > 0 so gibt, dass supp f C Ja +&,b —¢[.

Ist U C R" offen und f € C*(U), so liegt die durch

B f(z) firzeU
Fle) = {0 fiir @ £ U

definierte Fortsetzung von f durch 0 in C*(R"). Ist nimlich x € U, so stimmen f und F'
in einer Umgebung von z iiberein. Ist dagegen = ¢ U, so ist © & supp f, und da supp f
abgeschlossen ist, ist das Komplement R™\ supp(f) eine offene Umgebung von x, auf der F
verschwindet.

Hat man erst einmal ein Beispiel einer Funktion mit kompaktem Tréger (wie die folgende),
so kann man diese benutzen, um Funktionen mit zusétzlichen erwiinschten Eigenschaften
daraus zu bauen:

Beispiel 12.7 Wir betrachten die Funktion

1 "
exp(—l_t2> fur |t] <1

0 fur |¢t| > 1.

g R—=R, g(t) =

Diese ist beliebig oft differenzierbar (dies beweist man ganz dhnlich wie in Forster 1, § 22,
(22.2)), und ihr Trager ist [—1,1] (so dass g € C2°(R)).
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12.8 (Eine glatte Zerlegung der Eins). Da die Funktion g aus Beispiel 12.7 einen
kompakten Tréger hat, ist die Funktion

G:R—R, G(t) =) gtk

keZ

sinnvoll definiert (denn fiir jedes ¢ € R sind nur endlich viele Summanden der Reihe von 0
verschieden). Genauere Betrachtung zeigt, dass fiir jedes t, € R und jede beschrinkte
Umgebung U von tg nur endlich viele Summanden der Reihe fiir ¢ € U nicht identisch
verschwinden; somit ist G|y € C*°(U) und daher G € C*(R) (da ty beliebig war). Of-
fensichtlich ist G zudem positiv und 1-periodisch. Also wird durch h(t) := ¢(t)/G(t) eine
Funktion aus C2°(R) definiert. Fiir diese ist supp h = [—1,1] und es gilt

B glt—Fk) 1 Gt )
> ht—k) = ZG(t_k) = &0 > glt—k) = o - 1 fiir alle t € R.

k€eZ keZ kEZ

Fir p = (p1,...,pn) € Z" und € > 0 definieren wir nun a,. € C*(R"™) durch

ape(r) = h(Z —p1)-...-h(= —py,).

Dann ist suppa,. = {x € R": ||z — epl|s < €}, und man hat

Z ape(r) =1 fir alle z € R™.

pEL™

Die Familie (ay)pezn heiBit eine (glatte) Zerlegung der Eins (auch: “Partition der Eins”).

Bemerkung 12.9 Mit der Zerlegung (a,.)pez» der Eins kénnen wir nun auch beliebige
C*-Funktionen f:R" — R in C*-Funktionen mit kompaktem Triger zerlegen: Es ist

f = j"l = f' jg: Qpe = j{: j,'apﬁ7

pEL™ pEL™
wobei fa,. € C*(R") fiir alle p € Z", mit Triiger supp(fa,.) C supp(a,.).

Bemerkung 12.10 Zerlegungen der Eins werden in Analysis und Differentialgeometrie
viel benutzt; mit ihrer Hilfe gelingt es hiufig (wie weiter unten im Beweis des Gauflschen
Integralsatzes), globale Probleme in lokale Probleme iiberzufiihren. Sie dienen auch dazu,
lokal definierte Objekte zu globalen zusammenzubauen.

Vorbereitende Lemmas
Lemma 12.11 Es sei U C R"™ offen und j € {1,...,n}. Dann gilt

(a) [, §—¢ d\, = 0 fiir alle ¢ € CH(U).
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wd)\ — [, 02 - dA, fiir alle p € CHU) und v € CY(U).
U D U

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. U = R" annehmen, da wir ¥ durch 0 zu einer Funktion in
CH(R") fortsetzen konnen.

Da supp ¢ kompakt ist, gibt es ein R > 0 mit supp ¢ C [—R, R]". Insbesondere verschwin-
det ¢ auf dem Rand des Wiirfels [— R, R|". Sei nun z.B. j = 1 (fir die iibrigen j verlduft
der Beweis analog). Fiir alle (zs,...,z,) € R" ! ist dann

/ a@(b (X1, ..., xp) dxy = Q(R,za,...,xn) — (=R, x9,...,2,) = 0.
I

Mit dem Satz von Fubini erhalten wir daher

% )
@ = [ e i@

R,R]" axl

= ) dxy dNy_q (22, ..., x,) = 0.
/RR]M/ S (&) dry (o)

Das liefert Aussage (a), und fiir (b) wenden wir (a) auf die Funktion ¢¢) € C}(R") an. Da

éw = 1/1 + qﬁ nach der Produktregel, folgt die Behauptung. O

Lemma 12.12 Essei U’ C R ! offen, I = a,b] C R und h: U' — [ stetig differenzierbar.
Wir setzen

E = {(d 2,) €U x1:z, <)} und M = {(2,2,) €U' x I: 3, =h(a')}.

Dann gilt fiir jede Funktion f € CHU' x I) und jedes j € {1,...,n}

/E g_ai(;p) dn(7) = /M f(x)vi(z) dSu(z),

wobei vj(x) die j-te Komponente des Normalenvektors

(—grad h(z'), 1)
V1 + llgrad h(2")]13

viz) = mit v = (2',x,) (97)

ist (vgl. Beispiel 11.8).

Beweis. Wir erinnern zunéchst daran, dass das Oberflichenintegral einer Funktion H
auf M nach Beispiel 10.13 gegeben ist durch

/MHdSM(x’ = | HE )1+ lerad h@)[3 A, (). (98)
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Wir unterscheiden nun zwei Falle.

Fall 1: Sei 1 < 5 < n. Fiir die Funktion
F:UxI—R, sz:/fxxndxn

gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und Satz 4.18

OF 9,

L (o oF v _ [TOf
&(x,z) = f(2',z) und axj(yc,z) —/aaxj(x,xn)dxn.

Hieraus folgt mit der Kettenregel

A f@ z,) de, = (x h(x ))

0
%F
- 5 (@ >ax] )+ gy, (200)

835]- a

— f< h(z') / )8 (', z,) dz,, . (99)

Wir beachten nun, dass die Menge L := pry(suppf) C R" ! kompakt ist als Bild einer
kompakten Menge unter der stetigen Abbildung pr;: R® = R*" ! xR — R""!. Die Funktion

U —-R, 2 +— fah(x/) f(a', z,) dzx,, verschwindet auBerhalb L und hat somit einen kompakten

Tréger. Nach Lemma 12.11 (a) ist also

/ : /hmﬂ' ) dy | dAni ()

— T, T,) dT, n_1(x’) = 0.
U’ @xj a !

Somit ergibt sich

h(z")
gj / / (2, x) day, dN, 1 (2)
E J 4

h(z") / , , , oh , )
- /,axj/a F@an) d@"nd%1(9€>—/U,f($,h(w))a—%(x)dm1(95)
S e L B oy oY TR W)
e VI llgrad (@[ 8 3 dAn-

vy ()

- /M £(2) v;(x) dSn(z)

wobei wir den Satz von Fubini benutzt haben, dann (99) zum Umschreiben des inneren

Integrals, dann (100) und schlieflich (98).
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Fall 2: Sei j = n. Da fiir jedes 2/ € U’ die Funktion z,, — f(2',x,) einen kompakten
Tréger hat, folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

h(z") o
[ ) dn, = 1 b)),

so dass wieder

/Eaai(x) d\,(z) = /,/ (@', x) day, dN, 1 (2') = / F(2' b)) dhn_i(2)

!/

1
= [ f("h(=)) 1+ [lgrad h(z)[[3 dAn-1(2")
/w ¢1+ lgrad h(a)[[3 v
/Vh< B
Damit ist der Beweis vollsténdig. O

Bemerkung 12.13 Sind U’, I, h, E und M wie in Lemma 12.12 und F = (F},..., F,):
U’'xI — R™ ein Vektorfeld mit F; € CHU’'xI) fiir alle j € {1,...,n}, so liefert Anwendung
des Lemmas auf f = F}:

gi( x) dh\,(z) = /MFJ(x) vi(x) dSy(z) fir j e{l,...,n}.

Summation iiber j = 1,...,n fiihrt auf

/EdivF d\, / (F(z),v(x)) dSu(z). (101)

Beweis des Gauflschen Integralsatzes

Es sei V' C R" offen, F': V — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld und K C V ein
Kompaktum in R™ mit glattem Rand. Wir haben in Beispiel 11.12 gesehen, dass jeder
Punkt a € 0K eine Umgebung U C R”™ hat, in der sich 0K als Graph einer Funktion
darstellen ldsst und K N U die Menge derjenigen Punkte ist, die unter diesem Graphen
liegen. Es existiert deshalb eine Familie (Uj);e; offener Teilmengen U; C V mit K C
U ey Uj derart, dass jedes U; eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

(a) U; C K\ 0K —K (Inneres von K); oder:
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(b) Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten hat U; die Form U; = U’x |a, b],
wobei U’ C R™! offen ist und eine stetig differenzierbare Funktion h: U’ — R
existiert derart, dass

UinK = {(z/,2,) € U'x Ja,b[: 7, < h(a')}

und
U;NoK = {(«/,z,) € U'x Ja,b[: z,, = h(2')} .

Es sei A eine Lebesguesche Zahl der Uberdeckung (U;);c; des Kompaktums K (siche

Satz 11.13) und € := ﬁ Zu diesem e betrachten wir die in 12.8 konstruierte glatte

Zerlegung der Eins (a, . )pezn. Der Tréger jeder Funktion a, . ist ein Wiirfel der Seitenlédnge
2¢ und hat somit den Durchmesser 2ey/n = \. Setze
P = {peZ":suppa,. N K #0}.

Nach Definition der Lebesgueschen Zahl (siehe Satz 11.13) ist fiir jedes p € P dann der
Tréger supp a, . in einer der Mengen U; enthalten. Da K beschrankt ist, ist P eine endliche
Menge. Wir benutzen nun die Zerlegung der Fins, um den Gaufischen Integralsatz auf den
Fall zuriickzufiihren, wo sich alles in einer der Mengen U; abspielt. Es ist

/ div F d\, = / div (Z CLMF) dh, = Y / div (ayF) dX,
K K peEP pEP K

und analog

. (F(z),v(z)) dSox(z) = Z /aK {(apF)(z),v(z)) dSox ().

peP

Zum Beweis von (95) miissen wir also nur zeigen, dass

/K div (a, . F) dA, — /8 (@) (a). @) dSox (x) (102)

fiir alle p € P. Gemé&8 unserer Konstruktion ist fiir jedes p € P der Tréger von a, . in einer
der Mengen U; enthalten. Ist U; C K, so ist

/8]{ <(ap75F)(x), V(I)> dSsx(z) = 0,

da a,. auf OK verschwindet. Da auch

/div (apF) dN, = /
K U

J

a F
div (- F) dAy = 3 /U Xel) gy, = 0
i=1 J J

nach Lemma 12.11 (a), gilt (102) in diesem Fall. Gentigt hingegen U; der Bedingung (b),
so gilt (102) nach Bemerkung 12.13. O
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Anwendung : Die Greensche Formel

Sei U C R" offen, K C U ein Kompaktum mit glattem Rand und v das dulere Normalen-
feld von K. Fiir eine stetig differenzierbare Funktion f: U — R definieren wir die Ableitung
in Normalenrichtung im Punkt a € 0K durch

W (0) = (rad fla), via)) = 3 g—é@ vi(a).

Weiter definieren wir fiir f € C*(U)

und nennen A: C*(U) — C(U), f — Af den Laplace-Operator.
Lemma 12.14 Fir f,g € C*(U) und F € C'(U,R") gilt

(a) div(fF) = fdivFE + (grad f, F).

(b) divgrad F = Af.
Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen und ist Hausaufgabe.

Satz 12.15 (Greensche Formel). Fir f,g € C*(U) und K wie oben gilt

Jung-ganan = [ (52 -o50) s,

Beweis. Wir wenden den GauBschen Integralsatz auf das Vektorfeld
F:U—RY,  F(z) := f(z)(grad g)(x) — g(2) (grad f)(z)
an:
/ div F d\, = / (F(z), v(z)) dSox (). (103)
K OK
Nach Lemma 12.14 ist hier

divF = div(fgradg) — div (g grad f)
= fdiv(gradg) + (grad f, grad g) — g div (grad f)

— (grad g, grad f) = fAg—gAf. (104)
Auf 0K ergibt sich
dg of
Fv) = dg, v) — d = Y49 105
(F,v) = faradg, v) —glarad f, 1) = [ 20— g% (105)
Einsetzen von (104) und (105) in (103) liefert die Behauptung. O
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13 Die Integralsitze von Green und Stokes

13.1 Der Greensche Integralsatz in der Ebene

In diesem Abschnitt beweisen wir eine Umformulierung des GauBschen Integralsatzes im
2-dimensionalen Fall, den Greenschen Integralsatz. Bevor wir ihn angeben und beweisen
konnen, sei kurz an die verschiedenen Typen von Wegintegralen erinnert, die wir aus der
Analysis II kennen.

In Beispiel 10.12 sind uns Wegintegrale skalarwertiger Funktionen der Gestalt

/I S/ 17 (0]l dt

begegnet, wobei I C R ein Intervall ist, v: I — R ein stetig differenzierbarer Weg und
f:~v(I) — R eine stetige Funktion. In diesem Kapitel benttigen wir nun eine andere Art
von Wegintegralen (fiir vektor-wertige Funktionen), definiert wie folgt:

Definition 13.1 Es sei I C R ein Intervall, v = (71,...,7,): I — R" ein stetig differen-
zierbarer Weg und F' = (Fy,..., F,): v(I) — R" eine stetige Funktion. Wir definieren

A(F ds) = /Fldq:l + -+ Fudz, = i /1Fj(7<t>>%(t) dt |

v

wann immer die beteiligten eigentlichen oder uneigentlichen Riemann-Integrale existieren
(fiir ein kompaktes Intervall I ist dies automatisch erfiillt).*®

Bemerkung 13.2 (a) Physiker wiirden fiir das Wegintegral fw<F’ ds)  eher
/ F(&)+ds oder J, F(x)*ds schreiben.

(b) Manchen (aber nicht allen) Horern der Vorlesung sind in anderen Vorlesungen bereits
“Pfaffsche Formen” begegnet; das Wegintegral aus Definition 13.1 entspricht dem
Integral einer Pfaffschen Form ldngs des Weges 7. Wir werden den Formalismus
Pfaffscher Formen nicht benutzen.

Unser Ziel ist nun die folgende Variante des Gaufischen Integralsatzes im R? (wobei die
Definition des Integrals auf der rechten Seite sofort nachgetragen wird):

Satz 13.3 (Greenscher Integralsatz). Es sei U C R? offen und K C U ein Kompaktum
mit glattem Rand. Fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F = (Fy, Fy): U — R? gilt
dann

/ div F’ d)\g = / FleL’Q—FQdJ]l. (106)
K 0K

48In diesem Kapitel bezeichnen wir mit 71, ..., ~, einerseits die Komponenten eines Weges 7; an anderer
Stelle jedoch betrachten wir k Wege 71,...,v in R2. Es ist immer aus dem Zusammenhang klar, was

gemeint ist.
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Bemerkung 13.4 Der Rand 0K eines Kompaktums K mit glattem Rand im R? ist eine
kompakte 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R2. Wir werden im folgenden stets
die Annahme machen, dass 0K eine disjunkte Vereinigung

OK = ThUJ---Uly

von endlich vielen geschlossenen C!'-Kurven I'y,..., T, ist. In Wirklichkeit ist diese An-
nahme unnotig, sie ist automatisch erfiillt. Aus Zeitgriinden wollen wir dies jedoch nicht
beweisen. Fiir die wichtigsten Kompakta mit glattem Rand (Kreisscheibe, Kreisring, etc.)
ist die Annahme offensichtlich erfiillt.

Allgemeiner gilt sogar:

Satz 13.5 Jede 1-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit M C R™ ist eine disjunkte
Vereinigung M =T1 U --- U Ty von endlich vielen geschlossenen C'-Kurven I'; CR™. O

In einem (nicht priifungsrelevanten) Anhang zum Skript kénnen Sie bei Interesse den Be-
weis nachlesen. Hierbei sind geschlossene C*-Kurven wie folgt definiert:

Definition 13.6

(a) Ein auf einem offenen Intervall I C R definierter C'-Weg ~v: I — R™ heifit regulir,
wenn er eine Immersion ist, also 7/(¢) # 0 fiir alle t € I.

(b) Eine Teilmenge I' C R™ heiit geschlossene C'-Kurve,* wenn es einen 1-periodischen,
reguléren C'-Weg v: R — R™ mit Bild v(R) = I" gibt derart, y|jo,1[ injektiv ist.

Beispielsweise ist der Kreis S; eine geschlossene C'-Kurve in R?.

Bemerkung 13.7 Geschlossene C''-Kurven in R” sind iibrigens kompakte 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeiten von R".

Beweis: Fiir I' und v wie in Definition 13.6 (b) gilt I' = ~([0, 1]) (denn ~ ist 1-periodisch).
Also ist I' kompakt. Fiir jedes a € Rist 7], , +1 injektiv und somit 7|, , 11 eine Einbettung
(siche Lemma 9.20). Das Bild W := y(Ja, a + 1) ist offen in I, denn es ist

W = (laa+ 1) \2(la+ b a+ 1),

wobei y([a+ 3, a+1]) kompakt und somit abgeschlossen ist. Also ist Vaari: Ja,a+3[—T
eine Immersion mit offenem Bild, die eine Einbettung ist. Nach dem Parametrisierungssatz
ist somit I" eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und vorige Abbildungen sind
Karten. Mit Lemma 9.28 (oder direkt) sehen wir nun, dass sogar 7|jq,q.11] eine Karte fiir I
ist, fiir alle a € R.

49Eigentlich sollte man solche Kurven auch noch “doppelpunktfrei” nennen, aber die Bezeichnung wiirde
dann sehr schwerfallig.
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Um das Integral iiber 0K = I'yU- - -UI'y, auf der rechten Seite von (106) zu definieren, wobei
['; = ~;(R) mit einem 1-periodischen reguliren C*-Weg wie in Definition 13.6 (b), miissen
wir alle Wege 7; so wihlen, dass K “links von v; liegt”. Damit ist folgendes gemeint:

Definition 13.8 Ist K C R? ein Kompaktum mit glattem Rand und ~: I — 0K C R?
ein reguliirer C'-Weg, so sagen wir K liegt links von 7, wenn fiir jedes t € I der duBere
Normalenvektor v(y(t)) an 0K und 7/(t) ein Rechtssystem bilden, also

det (v(3(1). ¥ (1)) > 0 (107)
(wobei die Vektoren als Spaltenvektoren zu verstehen sind).

Bemerkung 13.9 Ist v: I — 9K C R? ein reguldrer C'-Weg, so ist 7/(t) € T (0K)
und somit sind y(¢) und v((t)) zueinander orthogonale Vektoren. Weil beide Vektoren
von Null verschieden sind, gilt also

At) = det (v(3(8), /(1) # 0.

Da h: I — R\ {0} stetig ist, folgt mit dem Zwischenwertsatz, dass entweder h(I) C
10, 00[ oder h(I) C ]—o0,0]. Folglich liegt entweder K links von 7, oder K liegt links vom
umgekehrten Weg t — ~(—t).

Nun koénnen wir endlich Integrale iiber 0K definieren:

Definition 13.10 Ist F': 0K — R? stetig, so definieren wir

/8K<F, d5) = Zﬁ;/ﬁjm d5)

wobei 9K = I'y U -+ U Ty mit paarweise disjunkten geschlossenen C'-Kurven I'; und
n; + I; — T'; auf offenen Intervallen /; C R definierte Karten von I'; sind derart, dass
I';\ n;(Z;) einpunktig (und somit eine Nullmenge) ist und K links von 7); liegt (man nehme
z.B. 1; 1= 7;]j0,1 fiir einen 1-periodischen reguliren C'-Weg v; wie oben).

Wir miissten nun eigentlich zeigen, dass |, o (I, d5') wohldefiniert ist, unabhéngig von der
Wahl der Karten n;. Fiir das uns ausschliefllich interessierende Integral auf der rechten
Seite von (106) ist die Wohldefiniertheit jedoch automatisch, sobald wir den Satz bewiesen
haben (denn wir erhalten stets die linke Seite).””

Eine niitzliche Beobachtung ist:

Lemma 13.11 Ist v = (71,72): I — 0K C R? ein regulirer C*-Weg und liegt K links

von vy, so gilt
! V2(t)
V(”Y(t)) BEZOIE ( () ) : (108)

50Der Vollsténdigkeit halber zeigen wir im Anhang zu diesem Kapitel die Wohldefiniertheit allgemein.
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Beweis. Voriibergehend schreiben wir w(t) fiir den Vektor auf der rechten Seite von (108).
Offensichtlich ist ||w(t)||2 = 1, und Ausrechnen zeigt

(' (), w(t)) =0,

(T (8[()) = Ny (8K) folgt. Da N, (0K) eindimensional ist, folgt
OdefiU() —v(v(#)). D

det (w(t), 7'@5)) -

wie auch in (107), folgt w(t) = v(v(t)). 0

woraus w(t) €
)

w(t) = v(y(t)

~ = IOl > 0

Beweis des Greenschen Integralsatzes. Nach dem GauBschen Integralsatz ist

/K div F d\y = /8 (E(), w(e) dSorc(z).

Wir brauchen also nur zu zeigen, dass

/ Fyduy — Fydz, — / (F(2), () dSox(x) (109)
oK oK

Wir fithren den Beweis fiir den Fall, dass 0K = I eine geschlossene C!'-Kurve ist; der
allgemeine Beweis fiir 0K = I'y U --- U T’y geht ganz analog, man hat nur stets I' (und
seine Karte) durch die Kurven I'; (und ihre Karten) zu ersetzen und iiber j =1,...,k zu
summieren.

Sei nun also 7v: Ja, b — I' = OK eine Karte derart, dass K links von 7 liegt und 0K \y(]a, b[)
einpunktig ist. Wir berechnen die rechte und linke Seite von (109). Zunéchst ist

[ R man = [ (RGORO - RG@HO) @

das Integral auf der linken Seite. Das rechte Integral in (109) berechnen wir zu

/BK<F(I)7,/($)> dSpr(z) = / . (F(x),v(x)) dSox (v)
:Q/<F £))) I (t)ll2 dt
- /‘@Nﬂﬂ%(j%%)>ﬁ

_ l%ﬂ@@hﬁ%dﬂﬂm%@)ﬁ;

hierbei wurde zuerst eine einpunktige Menge (Nullmenge)weggelassen, dann Beispiel 10.12
benutzt und schlielich die Formel (108) fiir das &uflere Normalenfeld eingesetzt. Da beide
Integrale iibereinstimmen, folgt (109) und somit die Behauptung,. O
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13.2 Der Stokessche Integralsatz im Raum

Hélt man eine geschlossene Drahtschlinge I' in eine stromende Fliissigkeit, so hat man den
Eindruck, man kénne sagen, wieviel Fliissigkeit pro Zeit durch die Schlinge hindurchfliefit.
Ist F': R3 — R3 ein Vektorfeld, so wiirde man also gerne dem “Fluss von F' durch die
geschlossene Kurve I'” einen Sinn geben.?! Um dies zu erreichen, verfihrt man, grob gesagt,
wie folgt: Man “spannt eine Flache G in I' ein” (die also von I' berandet wird) und berechnet
den Fluss durch G.

Um diese Idee zu prizisieren, sei U C R? offen und ¢: U — R3 eine Immersion, die eine
Einbettung ist. Dann ist M := ¢(U) eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R3.
Sei nun K C U ein Kompaktum mit glattem Rand. Dann ist G := ¢(K) C M eine
kompakte Menge, die von der Kurve 0G = ¢(0K) berandet wird (denn ¢: U — M ist
ein Homoomorphismus). Wir definieren den Fluss eines stetigen Vektorfeldes F durch die
Kurve 0G als das Integral

(F(z),v(z)) dSu(z), (110)

a

wobei wir die Richtung des Normalenvektors so festlegen, dass

det (52 (1), 52 () v(0(p)) > 0.

Natiirlich ist dieses Vorgehen problematisch, denn der “Fluss von F' durch I'” konnte ja
von der “eingespannten Fldche” G abhidngen. Wir zeigen nun, dass fiir spezielle Felder
(Rotationsfelder) das Integral (110) tatsdchlich nur von der Randkurve 0G abhéngt, und
stellen das Integral (110) als Kurvenintegral iiber den Rand dar.

Zur Erinnerung: Ist V' C R? offen und F': V — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Wir definieren ein neues Vektorfeld rot F': V' — R3, die Rotation von F, durch

LI OF, _ 0P,
! 8961 ! 8$2 8.733

0 0F, 0F;

t o= d t —_— = - - =
ro ¢ 2 8[)32 F2 61’3 8x1
W g OF, _ OF,

3 8373 3 81‘1 8272

(wobei die Determinantenschreibweise nur symbolisch zu verstehen ist).

Satz 13.12 (Stokesscher Integralsatz). Es sei U C R? offen und ¢ : U — R? eine
zweimal stetig differenzierbare Immersion, die eine Finbettung ist. Weiter sei K C U

ein Kompaktum mit glattem Rand und I ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer
offenen Umgebung V- C R3 von G := ¢(K). Es sei M := ¢(U) und v: M — R?® das durch

v(p(u)) = X1 (u) X Xo(u)
(6(u)) X7 (w) X Xo(u)||a

(111)

51 Auch in vielen anderen Anwendungen ist diese Denkweise wichtig, z.B. in der Elektrodynamik.
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mit

2w sl
Xi(u) = S—Z(U) = gii( ) und Xp(u) := 68_52(“) - giz( )

Os 093

aul( ) 8U2( )

definierte Normalenfeld,’? wobei wir Elemente v € U als u = (uy,us) schreiben. Dann gilt

/G (rot F(z), (z)) dSa(x) = / (F, d5). (112)

oG

Hierbei ist das Integral auf der rechten Seite von (112) definiert als

/Fds 2/¢O<Fds

wobei K =T’y U--- UT ist mit paarweise disjunkten geschlossenen C'-Kurven I'; und
v;: I; — T'; Karten sind derart, dass K links von ~; liegt und I'; \ v;({;) einpunktig ist.
Sobald wir (112) gezeigt haben, ist die Wohldefiniertheit des vorigen Integrals automatisch
gewahrleistet.

Beweis. Die Beweisstrategie ist, die Behauptung auf den Greenschen Integralsatz fiir ein
geeignetes Vektorfeld auf U zuriickzufiihren.

Nachdem wir notfalls U durch ¢~'(V) ersetzt haben, diirfen wir annehmen, dass M =
¢(U) C V. Die Oberflache des von den Vektoren X;(u) und Xs(u) aufgespannten Paralle-
logramms ist gleich || X;(u) x Xa(u)|l2 und somit

go(u) = [[Xi(u) x Xs(u)]l2 (113)
(vgl. Motivation 10.1). Fiir das Oberflachenintegral erhalten wir somit
[ (ot P)a), v(o)) dSu(e
G
= / < I"OtF > g¢ d)\g
= 10 u X1 (u) X Xs(u) u u u
= [ {worpyon). g X2<u)||2> 1, () X Xa(u) 2 dAofur)

_ /K (ot F)(é(u)), Xi(u) x Xo(u)) da(u) (114)

52Giehe Beispiel 11.11 und Aufgabe G42.
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wobei die expliziten Formeln (111) und (113) eingesetzt wurden. Bevor wir weiterrechnen,
beachten wir, dass beide Seiten von (112) linear von F' abhéngen. Wir konnen daher die
Félle, wo F' nur eine von Null verschiedene Komponente hat, getrennt betrachten und
nehmen 0.B.d.A. F, = F3 = 0 an. Dann ist

0

und mit den Bezeichnungen 0;¢y, := ai vereinfacht sich der Integrand von (114) zu

<I'OtF X1 X X2> =

0F,

= 5 (01830201 — Dr11025) —
x3

0F,

e (01010202 — 01¢20201)
T

oF oF oF oF
= Gy, 0005+ 5,0 0162) 01 — (5, 0005 + 5 0002 ) 016
Oxs Oz

OF OF
= (Gt St 5 010 ) 0oy

OF 8F OF;
(G B+ Gy Dy 5026 ) D1

_ O(Fio¢) 0¢1  O(Fio9) ¢
B Ou;  Ouy Ous  Oup (115)

Esist 0K = I'1U- - -UT', mit paarweise disjunkten geschlossenen C*-Kurven I';. Wir fiihren
den Beweis nur fiir den Fall, dass 9K = I eine geschlossene C'-Kurve ist; der allgemeine
Fall geht jedoch véllig analog, man hat nur iiberall I' durch I'; zu ersetzen und iiber j
zu summieren. Wir wahlen eine Karte 7 : Ja,b[ — 0K derart, dass K links von v liegt
und 0K \ ¥(]a, b]) einpunktig ist. Fiir das Kurvenintegral auf der rechten Seite von (112)
erhalten wir nun

/d)w Fydxy = /Gb Fy ((QSO'y)(t)) (p107)(t) dt

= [ R(6enn) (221D ) 4 2200 )

= /(Floab)g%i duﬁ(ﬂo@%dm. (116)

Y
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Wir wollen den Greenschen Satz benutzen und betrachten dazu die beiden Integranden
dieses Wegintegrals als Komponenten eines Vektorfeldes H = (Hy, Hy): U — R%:

091 d91
H, = (F —, Hy = —(F .
1 ( lo¢)8u2’ 2 ( 10¢)8u1
Dann ist
. O(F1 o ¢) 0y ¢ A(F1 0 ¢) Opn D¢y
H = ———+ (F — — (F;
div 8u1 8U2 + ( e ¢) 8u18u2 8u2 (9?,61 ( Lo ¢) 3u18u2
_ O(Fi09) 0¢1  O(Fio¢) O
Oou;  Ous Jus  Ouy’
d.h.
((rot F)o ¢, X1 x Xo) = divH. (117)
Der Greensche Integralsatz liefert nun
H1 dU2 — H2 du1 = / div H d>\2 (118)
oK K

Die rechte Seite von (118) stimmt wegen (117), (115) und (114) mit dem Fléchenintegral
in (112) iiberein. In Anbetracht der Definition von H und (116) stimmt die linke Seite
von (118) mit dem Kurvenintegral aus (112) iiberein. Also gilt (112). O
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A Existenz des Lebesgue-Borel-Mafles

In diesem Anhang tragen wir u.a. die Existenz des Lebesgue-Borel-Mafies nach.?

Es empfiehlt sich, diesen Anhang erst nach Kapitel 5 zu lesen (oder noch spéter). Rein
logisch gesehen jedoch kann der Anhang, was die Existenzaussagen angeht, direkt nach
Kapitel 2 gelesen werden.®* Der Beweis der Eindeutigkeitsaussagen benutzt den Eindeu-
tigkeitssatz fiir o-endliche Mafie (Folgerung 5.18).5°

Wie in Kapitel 2 bereits angedeutet, ist fiir die Konstruktion von Maflen ein weiterer Typ
von Mengensystemen niitzlich, die sogenannten “Mengenringe”. Auf solchen Mengenrin-
gen R kann man oft von Hand ein “Pramaf” definieren (eine gewisse Vorstufe eines Mafes).
Anschlieflend setzt man mit dem sogenannten “Hahnschen Fortsetzungssatz” das Pramafl
zu einem Mafl auf der von R erzeugten o-Algebra o(R) fort.

Definition A.1 Es sei X eine Menge. Ein Ring auf X ist eine Menge R C P(X) von
Teilmengen von X mit den folgenden Eigenschaften:

R1 ) eR;
R2 AABeR = A\BE€eR,

R3 ABeR=AUBEcR.

Bemerkung A.2 (a) Jede o-Algebra ist ein Ring, aber nicht umgekehrt.

(b) Ein Ring R enthilt mit je zwei Mengen A, B auch deren Durchschnitt, denn es ist
ANB=A\(A\B).

Fiir uns ist der folgende Ring von Interesse:

Definition A.3 Gegeben eine offene Teilmenge U C R" sei F(U) die Menge aller endli-
chen disjunkten Vereinigungen in U gelegener halboffener Quader. Die Elemente von F(U)
heiflen Figuren in U. Ist U aus dem Zusammenhang klar, so schreibt man auch F := F(U).

Eine Figur in U ist also eine Menge A C U der Form A = Q,UQsU---UQy, wobei k € Ny
und @1, ..., Qr € R™ paarweise disjunkte (rechts) halboffene Quader mit @ C U sind.

Lemma A.4 F(U) ist ein Ring auf U.

53Wir orientieren uns hier eng an den entsprechenden Abschnitten aus Bauers “Ma8- und Integrations-
theorie.” Jedoch wurde der unnotig komplizierte Beweis von Bauers Satz 4.4 durch einen einfacheren ersetzt
und die unnétige Benutzung von Dynkinsystemen im Beweis von Bauers Satz 5.4 eliminiert.

54Wenn man Lemma A.9 hinnimmt, dessen Beweis Kapitel 3 benutzt.

55Zum Beweis des Eindeutigkeitssatzes benétigt man Definition 5.10 bis Folgerung 5.18, die rein logisch
gesehen ebenfalls unmittelbar nach Kapitel 2 gelesen werden kénnen.
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Beweis. R1: Es ist () = U?:1 Qr € R.

R2 und R3: Es seien A, B € F(U), wobei 0.B.d.A. A # () und B # () (sonst sind die Be-
hauptungen trivial). Dann existieren k, ¢ € N, paarweise disjunkte halboffene Quader [a’, b'|
fir i € {1,...,k} und paarweise disjunkte halboffene Quader [¢/, d[ fiir j € {1,...,¢} der-
art, dass

k ¢
A=l v wmd B=]Jd,
i=1 j=1
wobei a’ = (ai,...,a%), bV = (bl,...,b)) € R™. Wir wollen die vorigen Zerlegungen in

Quader durch geeignete “Verfeinerungen” ersetzen, um sie kompatibel zu machen. Fiir
festes m € {1,...,n} definieren wir hierzu H,, C R als die Menge aller Zahlen a! ,bi ¢!

m) - m) Tm
und & mit i € {1,...,k}, j € {1,...,£}. Dann ist etwa H,, = {rm.o, "1y - - > Tm.ay, Wit
am € Nund 7,0 <711 < -0 < Tipg,, - Wir definieren nun @ als die Menge der Quader

n
H [Tmajm_17 Tmajm[

m=1

mit j,, € {1,...,a,} fiir m € {1,...,n} und beobachten, dass diese Quader paarweise
disjunkt sind. Fiir jeden Quader [a’, b'[ gilt nun

[0, b = U Q,
Q€eQ mit QCJlat,b?|

denn wir haben den Quader [a’, b'[ ja lediglich in die kleineren Quader @ zerteilt, indem

wir zu den Koordinatenebenen parallele Hyperebenen eingezogen haben.?® Eine analoge
Formel gilt auch fiir [¢/, d’[. Setzen wir [ :={Q € Q: Q C A} und J :={Q € Q: Q C B},
so folgt

A=Je md B=]Q.

Qel QeJ

Da die Mengen ) € Q paarweise disjunkt sind, erhalten wir jetzt wie gewiinscht

A\B = J Qe FU) md AuB = ] Q € FU).
Qel\J QeluJ

Definition A.5 Es sei R ein Ring auf einer Menge X. Eine Funktion p: R — [0, oo wird
ein Pramaf$ auf R genannt, wenn gilt:

P1 p(0) = 0;

P2 Fiir jede Folge (A;);en paarweise disjunkter Mengen A; € R mit Vereinigung |
R gilt M( UjeN Aj) = Z;L N(Aj>-

56Im 2-Dimensionalen entspricht dies dem Aufteilen eines Schachbretts in seine Felder.

Aj €

jEN
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Eine Funktion p: R — [0, 00| wird Inhalt auf R genannt, wenn gilt:
IT p(0) =0;
I2 A BeRmit ANB=0= u(AUB) = u(A)+ u(B).

Da wir Az := Ay := --- := () wihlen konnen, ist jedes Pramafl insbesondere auch ein
Inhalt.?” Zur spéteren Benutzung halten wir einige elementare Eigenschaften von Inhalten
und Pramafen fest:

Lemma A.6 Fir einen Inhalt 1: R — [0, 00] auf einem Ring R gilt:
(a) pist endlich additiv, d.h. sind Ay, ..., Ay € R paarweise disjunkt, so gilt M(U§:1 Aj) =
S (A).
(b) Fiir alle A,B € R gilt u(AU B) + u(AN B) = u(A) + u(B).
(c) p ist monoton, d.h. sind A, B € R mit A C B, so folgt 1(A) < p(B).
(d) p ist subadditiv, d.h. fir alle Ay, ..., Ay € R gilt M(Ule Aj) < Zle W(A;).
(e) Fir jede Folge (A;)jen paarweise disjunkter Mengen A; € R mit |

>outa) < u(Ua).

jEN

Aj € R gzlt

jeN

Beweis. (a) Folgt aus I2 durch Induktion.

(b)y Da AUB = AU(B\A)und B = (ANB)U(B\ A) Vereinigungen disjunkter Mengen
sind, folgt

WAUB) = u(A)+u(B\A) wnd  u(B) = p(ANB)+u(B\A).  (119)
Addition der zwei Gleichungen liefert
AU B) + (AN B) + u(B\ A) = p(A)+ u(B) + u(B\ A).

Hieraus ergibt sich u(AUB) + u(ANB) = u(A) + u(B), wenn u(B\ A) < oo. Ist hingegen
u(B\ A) = oo, so gilt nach (119) auch pu(AU B) = oo und u(B) = oo, so dass ebenfalls
die gewiinschte Formel gilt.

(c) Falls A C B, liefert (119)

5"Die Umkehrung gilt nicht.
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(d) Setzt man B; := Aj\Ug;ll A;fiir j € {1,...,k}, sosind By, ..., By paarweise disjunkte
Mengen aus R mit B; C A; und U§:1 B; = U?Zl A;. Somit

k k k k
7 (U Aj) = 4 (U Bj) = > ulBy) <D p(A));
J=1 Jj=1 Jj=1 j=1
hierbei wurde zunéchst die endliche Additivitat von p benutzt, anschlieend die Monotonie.
(e) Ist (A;)jen eine Folge paarweise disjunkter Mengen A; € R mit A :=J;cy4; € R, so
gilt U§:1 A; C A fiir jedes k € N und somit wegen endlicher Additivitdt und Monotonie
k
>uia) = u(Ua) < na
j=1

Der Grenziibergang k — oo liefert nun die Behauptung. a

Lemma A.7 FEs sei R ein Ring auf einer Menge X und p: R — [0, 00] ein Pramaf. Fiir
beliebige Mengen Ag, A1, As, ... aus R gilt dann

A0 € J 4 = A <Z“ (120)

jEN
Beweis. Gilt Ay C oy A4, so ist Ag = U;en(AoNA;) mit AgNA; € R und p(AgNA;) <
1(A;), weil p ja insbesondere ein Inhalt und somit nach Lemma A.6 (¢) monoton ist. Wir
diirfen daher 0.B.d.A. Ay = J,;cy 4; annehmen. Dann sind B = A;\ U] A; € R fir
J € N paarweise disjunkte Mengen mit Vereinigung | J =U ien 45 = Ao und B; C A;.

jEN
Somit . .
= Y w(By) < Y 4
j=1 J=1
wegen P2 und der Monotonie von p. O

Das folgende Lemma zeigt, dass es genau ein Pramafl p auf dem Ring F(R™) der Figuren
in R™ gibt, welches jedem halboffenen Quader sein natiirliches Volumen zuordnet (das
Produkt der Seitenldngen). Man nennt p das Lebesquesche Pramaps.

Lemma A.8 (Lebesguesches Pridmafl). Es sei F := F(R") der Ring der Figuren
i R™. Dann gilt:

(a) Sind [a', b ],...,[a" b*] C R™ paarweise disjunkte halboffene Quader sowie auch
[t d', ..., ¢ d'[ und ist A = U5, [a*,b)] = U§:1 [/, d], so gilt
k n l n
=Y T 0.—a) = > T[] @ —d). (121)
i=1 m=1 j=1 m=1
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(b) Die nach Teil (a) wohldefinierte Abbildung
po F o= [0, 00]

ist ein Pramafy auf F derart, dass p([a,b]) = [ _(bm — @) fiir jeden halboffenen

m=1

Quader [a,b] C R™. Es ist u das einzige Pramaf$ mit dieser Eigenschaft.

Beweis. Wir stellen dem Beweis eine Voriiberlegung voran. Es sei [a,b] C R™ ein halb-

offener Quader mit a = (ai,...,a,) und b = (by,...,b,). Weiter seien fiir alle m €
{1,...,n} Zahlen a,, € Nund a, = 7o < Tm1 < -+ < Tma,, = bm gegeben. Dann
gilt
bm -y = Z (rm,j - 7“m,j—l)
j=1

(Teleskopsumme!!) fiir m = 1, ..., n und somit durch Ausmultiplizieren (Distributivgesetz):

a1 Qan

(b1 —a1) ...  (bp—an) = (Z(Tl,m - Tl,j11)> SR (Z(Tn,jn - Tl,jn1)>
Jj1=1 jn=1

ai Qn, n
— Z U Z H (Tmyj'm - Tmajrn_l) °

=l ju=1 m=1

Das natiirliche Volumen (Produkt der Seitenléngen) von [a, b[ ist also gleich der Summe
der Volumina der paarweise disjunkten Quader [ _ [rm. j,.—1, Tm.j. | mit Vereinigung [a, b].

(a) In der beschriebenen Situation definieren wir oy, reelle Zahlen 7, ; und eine Menge
Q von Quadern wir im Beweis von Lemma A.4. Nach der Voriiberlegung lésst sich das
natiirliche Volumen Vol,([a’, b"]) von [a’, [ umschreiben als

Vol,,([a*,b']) = > Vol,,(Q) -

Q€eQ mit QCJat,b?|

Da die Mengen Q € Q paarweise disjunkt sind und A iiberdecken, erhalten wir fiir die
linke Seite von (121):

k n k k
(b —al) = Zvoln([ai,bi[) = > Vol,(Q) = ) Vol (Q).

i=1 QeQ mit QCla?,b¢[ QeQ

i=1 m=1

Analog erhalten wir Z§:1 [Lney (d,—c)) = 3 0o Volu(Q) fiir die rechte Seite von (121),
die beiden sind also gleich.

(b) Da jede Figur eine endliche Vereinigung paarweise disjunkter halboffener Quader ist
und Pramafle endlich additiv sind, kann es héchstens ein Pramafl auf F geben, das jedem
halboffenen Quader sein natiirliches Volumen zuordnet. Die Funktion p aus (a) ordnet
jedem halboffenen Quader das richtige Volumen zu. Wir zeigen nun, dass u ein Pramaf ist.
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P1 ist klar. Als eine Voriiberlegung fiir den Beweis von P2 zeigen wir nun die endliche
Additivitdt von p (wobei man natiirlich nur zwei Sumnmanden zu betrachten braucht).
Seien also A, B € R disjunkt. Dann gilt A = QU ---U @y fiir gewisse paarweise disjunkte
halboffene Quader @); € R™ und B = Qy41 U --- U @, fiir ebensolche @);, per Definition
einer Figur. Da AN B = (), gilt sogar @; N Q; = 0 fiir alle ¢,j € {1,...,¢} mit i # j. Da
AUB = Ule Q;, gilt per Definition von (AU B) wie gewiinscht

L

n(AUB) Zug Q;) = Z @)+ > nlQ;) = u(A)+u(B).

J=1 j=k+1

P2: Sei nun (A;);en eine Folge paarweise disjunkter Mengen A; € F mit Vereinigung
A:=;enA4j € F. Wir haben zu zeigen, dass

= Z N(AJ)

Da A eine Figur ist, gilt A = Q1 U --- U @y fiir gewisse paarweise disjunkte, halboffene
Quader @), € R™. Dann ist Q; = [J;cy @i N 4; € F und

pA) = 3 p(@y) und Zu ) =2

=1 i=

k

pQinAy) = >3 u(QiN Ay)

i=1 j=1

Es geniigt daher, die Behauptung fiir )1, ..., Q statt A zu beweisen, und wir diirfen somit
0.B.d.A. annehmen, dass A = [a, b[ ein halboffener Quader ist, mit a,b € R™.

Nach Lemma A.6 (e) gilt zunéchst

> ZN(AJ)

Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung wéahlen wir » > 0 derart, dass a; < b; — r fiir
alle i € {1,...,n}. Ist ¢ € ]0,7] gegeben, so ist

B := B. := [a,b—ee[ mit e:=(1,1,...,1) e R”

ein halboffener Quader, dessen kompakter Abschluss B = [a,b — €e] ganz in A enthalten
ist. Wir definieren nun eine Figur Q5 € F mit

Q] g (Q;)o (Inneres) und M(Q;) S M(Q]) + 2_j57

wie folgt: Wir schreiben @); = UZ L ¢*, d'[ als disjunkte Vereinigung halboffener Quader

und setzen
k

Q5 = U [c" — de,d" + de],

i=1
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wobei § > 0 so klein gewéhlt ist, dass

k n k n
w@5) = > [, -, +20) < D> [, —ch) + 27 = w@Q)+27.
i=1 m=1 =1 m=1
Dann gilt B C A = Ujen @5 € U,en(@5)°- Da B kompakt ist, existiert ein N € N mit
B C Uj\le(Qi)o Folglich gilt B C Ujvzl Q5 und somit

u(B.) = u(B) < u(UQ§> < 2ou(@)) < Y (n@y) +27)

[e.e]

> (nl@) +27) = Yop(@) . (122)

IA

Da p(B:) = [\ _ (b, — € — @) — [ (b — am) = p(A) fir e — 0, folgt aus (122)

m=1

durch Grenziibergang e — 0 wie gewiinscht p(A) < 272, u(Q;). O

Als technisches Hilfsmittel brauchen wir noch eine kleine Ergénzung zum Doppelreihensatz
(Folgerung 3.27):

Lemma A.9 Ist a;) € [0,00] fiir (j,k) € N* und k: N — N? eine Bijektion, so gilt
> (Z aj"“) = D - (123)
j=1 \k=1 i=1

Beweis. Es sei (: P(N?) — [0, 00| das Zéhlma$ auf N? und a: N? — [0, 00}, (j,k) — ajx.
Wie im Beweis des Doppelreihensatzes sehen wir, dass

fiir alle j € N. Da {1,...,n} x N=Jj_,({j} x N) eine disjunkte Vereinigung ist, folgt

/{1 n}XNadC Z/J}XNadC Zajk

""" J=1 k=1

mit Satz 3.15 (a). Da |J, ({1, ...,n} x N) = N2, wobei die beteiligten Mengen aufsteigen,
erhalten wir weiter mit Satz 3.15 (a) und Lemma 2.4 (c)

[ adc = tm ade = 1m S o = 3N as
N2 n—o0 J11,... ,n}xN n—oo j=1 k=1 =1 k=1
Die Mengen X, := x({1,...,n}) steigen ebenfalls gegen N? auf, und somit gilt auch

ad¢ = lim ad¢ = lim Au() = Qpe(s) - O
[Ladc = tim i > = P

Xn
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Satz A.10 (Hahnscher Fortsetzungssatz). Es sei R ein Ring auf einer Menge X und
p: R — [0,00] ein Pramafl auf R. Dann gilt:

(a) w lasst sich zu einem Maf$ i auf (X,0(R)) fortsetzen, d.h. es gilt fi|lr = p.

(b) Gilt X = UjeNXj fir eine Folge von Mengen X; € R mit u(X;) < oo, so ist die
Fortsetzung i eindeutig festgelegt. Sie ist gegeben durch die Formel

a(A) = inf {i 1(Aj): Ay € R mit A C ey Aj} fir alle A€ o(R). (124)

Beweis. (a) Fiir jede Menge Q C X bezeichne U(Q) die Menge aller Folgen (A;),en von
Mengen A; € R, die ) iiberdecken, also

Q< U4

jeN

Wir definieren nun
p(Q) = inf {Z 1(A;): (Aj)jen € U(Q)} (125)

fiir jede Teilmenge @ C X und erhalten damit eine Funktion p*: P(X) — [0, 00] auf der
Potenzmenge von X . Kénnen wir () nicht durch abzahlbar viele Mengen aus ‘R iiberdecken,
(wenn also U(Q) = 0), so ist iibrigens p*(Q) = co. Dies liegt daran, das wir das Infimum
in der geordneten Menge [0, co] bilden, und

inf ) = oo
dort (fiir alle z € 0 gilt ja co < z, und somit ist co eine untere Schranke fiir () in [0, oo]).

Die Funktion u* besitzt folgende Eigenschaften und wird daher ein sogenanntes “dufleres
MaB” (engl. “outer measure”) genannt: >

OM1 u*(0) = 0;

OM2 u* ist monoton, d.h. fiir alle @1, Q2 C X mit Q1 C Qs gilt p*(Q1) < p*(Q2);

OMS3 Fiir jede Folge (Q;);jen von Teilmengen Q; C X gilt ,u*(UjeN Qj) <D (@)

Hierbei folgt OM1 aus der Bemerkung, dass die konstante Folge 0,0, ... in U(()) liegt. Gilt
@1 C @9, so ist jede Uberdeckung von () auch eine von @)1 und somit U(Q2) C U(Q1),
woraus OM2 folgt. Fiir den Beweis von OM3 darf 0.B.d.A. angenommen werden, dass

p(Q;) < oo fiir alle j € N, (126)

58Warnung: Ein “duBeres” Maf ist im Allgemeinen kein MaB! Die Bezeichnung ist irrefiihrend !
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denn andernfalls ist Z;; p*(Q;) = oo und somit ist die geforderte Ungleichung automa-
tisch erfiillt. Gelte also (126). Zu jedem ¢ > 0 und jedem j € N existiert dann eine Folge
(Ajk)ken € U(Q;) derart, dass

DA < (@) + 270k, (127)
k=1

Um die Doppelfolge (A;1)(ren: als ein Element von U(J;cy Q;) auffassen zu konnen,
withlen wir eine Bijektion x: N — N2 und betrachten stattdessen die Folge (Ax@iy)ien- Da

UjeN Q; < U(j,k)eN2 Ak = Uien Ari), it (Axp))ien € U(UJEN ();) und somit
p(U@) £ D nld) = XD uldi) £ D w(@Q) + e,
jEN i=1 7=1 k=1 j=1

wobei das Gleicheitszeichen auf Lemma A.9 beruht, die letzte Abschétzung auf (127) und
der Summenformel fiir die geometrische Reihe. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt p* ( Uj N Qj> <

2o 1 (@5):
Entscheidend fiir das Weitere ist nun die Bemerkung, dass fiir alle A € R gilt:
p(A) = u(A) (128)

sowie
1(Q) > (QNA) +p QN A firalle Q € P(X), (129)

wobei A° := X \ A. Fiir den Beweis von (129) kann hierbei p*(Q)) < oo angenommen
werden (sonst ist die Aussage trivial), weswegen insbesondere U(Q) # (). Zunéchst gilt

ZM(AJ') = ZM(Aij) + ZM(AJ‘\A)

fir jede Folge (A;)jen € U(Q) wegen der endlichen Additivitat von p. Da (A4; N A)jen €
U(A) und (A; N A°)jen € U(A), folgt

Zu ) > p(QNA) + pf(Q\A)

fiir jede Folge (A;);en € U(Q). Ubergang zum Infimum liefert nun (129).

Zum Beweis von (128) beachten wir zunéchst, dass u*(A) < u(A), da die Folge A, 0,0, .
in U(A) liegt. Ist (Aj)jen € U(A), soist A C ey Aj und somit p(A) < 57 u(4;) nach
Lemma A.7, woraus pu(A) < p*(A) folgt. Also besteht Gleichheit.

A.11 Eine Teilmenge A C X wird p*-messbar genannt, wenn (129) gilt. Wir schreiben
¥~ fiir die Menge aller p*-messbaren Teilmengen von X.
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Nach dem Vorigen gilt also R C X,-. Der folgenden Satz zeigt, dass auch

gilt und
foi= /"L*‘O'(R) (130)
ein MaBl auf o(R) definiert, welches nach (128) wie gewiinscht das Pramaf} y fortsetzt.

(b) Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir o-endliche Mafle (Folgerung 5.18) gibt es in der Si-
tuation von (b) hochstens eine Fortsetzung von p zu einem Mafi auf o(R). Also ist das
durch (130) definierte Mafl i die einzige Fortsetzung von p. Wegen (125) und (130) gilt
(124). 0

Satz A.12 Ist u*: P(X) — [0,00] ein duferes Mafs auf einer Menge X, so ist die Men-
ge X+ aller im Sinne von A.11 p*-messbaren Mengen eine o-Algebra auf X. Die Ein-
schrdnkung

I, t S — [0,00]

s«

©

st ein Mafs.

Beweis. Zundchst bemerken wir, dass (129) und damit die Bedingung A € ¥+ fiir jede
Teilmenge A C X &quivalent ist zu

p(Q) = p(@NA) + p(@\A)  firalle @ € P(X). (131)

Aus OM3, angewandt auf die Folge QN A, Q\ A, 0,0, ... folgt namlich die Giiltigkeit der
zu (129) umgekehrten Ungleichung fiir alle @ € P(X).

Wir priifen nun die Axiome einer o-Algebra fiir >,- nach.
S1: Aus (129) oder (131) folgt sofort, dass 0 € X,,+.
S2: Da (131) in A und A° symmetrisch ist, enthélt ¥,- mit A auch das Komplement A°.

S3: Wir zeigen zunéchst, dass X,- unter endlichen Vereinigungen abgeschlossen ist, also
AUB e X, furalle A, B € ¥,~. Da B € ¥+, gilt nach (131)

W(QNA) = w(QNANB) + p(QNA)\ B) und
WQNAY = w(QNA°NB)+u((QN A9\ B).
Setzt man diese Formeln in (131) ein, so ergibt sich
pr(Q) = p(Q@NA)+u(Q\ A)
= (QNANB)+p (QNANBY)+p (QNANB)+p"(QNA“N B°). (132)

=(AUB)®
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Ersetzt man hier () durch @ N (AU B), so gewinnt man
p(QN(AUB)) = p"(QNANB)+ " (QNANBY) 4+ (QNA°NB). (133)

Die Summe der ersten drei Summanden in (132) ist also p*(Q N (AU B)), und somit ldsst
sich (132) umschreiben zu

w(Q) = w(@N(AUB)) + 4 (QN (AUB))
= W(QN(AUB)) + 1 (Q\ (AUB)).

Da () € P(X) beliebig war, ist also AU B € X,+.

Nun sei (A;);jen eine Folge von Mengen A; € 3,«. Wegen S2 und der Abgeschlossenheit
von X~ unter endlichen Vereinigungen ist dann

j—1 j—1 . j—1 .
B = a4\ Ja = 40 (Ja) = (aulJa) e s
=1 =1 =1

fiir alle j € N, wobei A := {J;cyAj = Ujey By und B; N By = 0 fiir i # j. Um A € ¥,
einzusehen, darf man also 0.B.d.A. annehmen, dass die Mengen A; paarweise disjunkt sind.

Nach (133), angewandt mit A; und A, anstelle von A und B, gilt

(RN (A1UA)) = p(QN A1)+ p"(QNA).
Hieraus folgt durch vollsténdige Induktion
p(@nlUJa) = Y mw@nay)
j=1 j=1

fiir alle @ € P(X) und n € N. Da G, := Jj_, A; € ¥, nach dem Vorigen und Q \ C,, 2
Q\ A, also p*(Q\ By) > p*(Q\ A) gilt, erhilt man

p(Q) = w(@NCy) +p (Q\Cr) = D p(QNA;) + p(Q\A)
j=1
fiir alle n € N. Hieraus folgt mit OM3

(@ 2 YH(@QNA) + w(Q\A) 2 w(@nA)+ (@) A)

J=1

und damit nach der einleitenden Bemerkung zu Beweisbeginn sogar

o0

w(Q) = 2w @QNA) + QA = p@NA) +ir@Q\A)  (134)
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fir alle Q € P(X). Also gilt A € ¥+, und somit ist ¥« eine o-Algebra.

Wéhlt man in (134) @ := A, so erhalten wir p*(U;cn 4j) = 2272, p(4y), dhe p'[s,. ist
o-additiv und somit ein Ma$. O

Die Beweisidee, einem Pramafi durch (125) zunéchst ein dufieres Mafl zuzuordnen und
daraus ein Maf} auf den p*-messbaren Mengen zu gewinnen, geht auf C. Carathéodory
(1873-1950) zuriick.

Beweis von Satz 2.5: (a) Es sei u: F — [0,00] das Lebesguesche Pramafi auf dem
Ring F der Figuren in R", wie in Lemma A.8. Nach dem Hahnschen Fortsetzungsatz exi-
stiert dann ein Mafl A := f auf o(F) = B(R"), welches u fortsetzt. Fiir jeden halboffenen
Quader [a,b] C R™ gilt dann A([a, b]) = w([a, b)) = [ _,(bm — @), wie gewiinscht. Nach
dem Eindeutigkeitssatz fiir o-endliche Mafle (Folgerung 5.18) ist A durch vorige Eigenschaft
eindeutig festgelegt, da sich R™ durch eine Folge halboffener Quader ausschopfen lésst.

(b) Es sei U C R" offen, v: B(U) — [0,00] ein Ma$, welches auf allen kompakten Teil-
mengen von B(U) endliche Werte annimmt, und F(U) der Ring der Figuren in U. Dann
ist 4 = v|Fw) ein Pramaf auf F(U). Der Hahnsche Fortsetzungssatz liefert ein Mafl
fi:BU) =o(FU))— [0, 00], welches p fortsetzt und (124) erfiillt, also die in Satz 2.5 (b)
beschriebene Bedingung. Da sich U durch eine Folge (Q)ren halboffener Quader Q) mit
kompaktem Abschluss @ C U ausschopfen lisst und dann u(Q) = v(Qr) < v(Qr) < oo
per Voraussetzung, gilt v = i aufgrund der Eindeutigkeitsaussage im Hahnschen Fort-
setzungssatz. Also erfiillt auch v die in Satz 2.5 (b) beschriebene Bedingung. O
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B Erginzungen zu Kapitel 13

Im Folgenden sind einige Ergidnzungen zu Kapitel 13 zusammengestellt. Insbesondere wird
gezeigt, dass jede 1-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit von R"™ eine Vereinigung
von endlich vielen paarweise disjunkten geschlossenen C*-Kurven ist.

Wegkomponenten einer Untermannigfaltigkeit

Wir erinnern an die Definition der Wegkomponenten eines metrischen Raumes:

Definition B.1 Es sei (M, d) ein metrischer Raum.

(a) Gegeben x,y € M schreiben wir x ~ y, wenn es eine stetige Abbildung ~v: [0,1] — M
gibt mit v(0) = x und y(1) = y (einen “Weg von x nach y in M”). Dann ist ~ eine
Aquivalenzrelation® auf M. Wir schreiben M, := [z]. fiir die Aquivalenzklasse eines
Elements x € M und nennen M, die Wegkomponente von x.

(b) Besitzt M nur eine Wegkomponente, so wird M wegzusammenhingend genannt.
Bemerkung B.2 (a) M, besteht also aus allen Punkten y € M, die wir durch einen
Weg mit x verbinden kénnen.

(b) Da ~ eine Aquivalenzrelation ist, bilden die Wegkomponenten eine Partition von M
(eine Zerlegung in paarweise disjunkte, nicht-leere Mengen mit Vereinigung M).

(c¢) Jede Wegkomponente von M ist wegzusammenhéngend.

(d) Ist f: M — N eine stetige Abbildung zwischen metrischen Raumen und x € M, so
gilt f(My) C Ny (ist ndmlich «: [0,1] — M ein Weg in M von x nach y € M,, so
ist f o~ ein Weg in N von f(x) nach f(y)).

(e) Als Konsequenz des Zwischenwertsatzes ist eine nichtleere Teilmenge von R genau
dann wegzusammenhéngend, wenn sie ein Intervall ist.

(f) Ein metrischer Raum M heifit zusammenhdngend, wenn es keine nicht-leeren, dis-
junkten offenen Teilmengen U,V C M gibt mit M = UUV. Aus der Analysis I wissen
wir, dass jeder wegzusammenhéngende metrische Raum auch zusammenhéngend ist.

59 Reflexivitit: Gegeben x € M gilt x ~ x, da wir  mit sich selbst durch einen konstanten Weg verbinden
konnen. Symmetrie: Gilt 2 ~ y, so gibt es einen Weg +: [0,1] — M von z nach y. Dann ist [0,1] — M,
t — v(1 —t) ein Weg von y nach z, somit y ~ x. Transitivitit: Gilt © ~ y und y ~ z, so gibt es Wege ~
und 1 von z nach y bzw. von y nach z. Definieren wir ((t) := v(2t) fiir ¢t € [0,1/2], {(¢) := n(2t — 1) fur
t € [1/2,1], so ist ¢ iiberall rechts- und linksseitig stetig und somit stetig, mithin ein Weg von z nach z.
Also x ~ z.
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Satz B.3 (Wegkomponenten einer Untermannigfaltigkeit). Es sei M C R™ eine
k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann gilt:

(a) Jede Wegkomponente von M ist offen und abgeschlossen in M, und sie ist eine k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™.

(b) Ist M C R"™ eine k-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit von R™, so be-
sitzt M nur endlich viele verschiedene Wegkomponenten 'y, ..., I'y,. Dann ist also

M =TyU--UL,,

wobei I'y, ..., Ty, paarweise disjunkte, offene und abgeschlossene Teilmengen von M
sind sowie wegzusammenhdngende, kompakte, k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten
von R™.

Beweis. (a) Gegeben z € M und y € M, gibt es nach dem Parametrisierungssatz
eine Karte ¢ : U — M von M mit y € ¢(U). Es existiert ein ¢ > 0 derart, dass
W := B.(¢7'(y)) C U. Da die Kugel W wegzusammenhiingend ist, gilt dies (nach Be-
merkung B.2(d)) auch fiir die offene Umgebung ¢(W) von y. Also gilt ¢(W) C M, und
somit ist M, eine Umgebung von y in M. Da y beliebig war, ist M, offen in M. Als offene
Teilmenge von M ist auch M, eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R".

Da die Wegkomponenten eine Partition bilden, ist M \ M, die Vereinigung der anderen
Wegkomponenten und somit offen in M. Also ist M, abgeschlossen in M.

(b) Die Menge mo(M) aller Wegkomponenten von M ist nach (a) eine offene Uber-
deckung von M. Ist M kompakt, so gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, wir finden
also endlich viele paarweise verschiedene Mengen I'y,...,T',, € mo(M) mit Vereinigung
U;n:l I'; = M. Da mo(M) eine Partition ist, sind die Mengen I'; paarweise disjunkt und es
folgt mo(M) = {I'1,...,T';n}. Als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge M ist
jede der Komponenten I'; kompakt. Alles Weitere wurde bereits in (a) gezeigt. O

Parametrisierung von Kurven durch Bogenlidnge

Definition B.4 Ist / C R ein offenes Intervall, t, € I und v: I — R™ ein C'-Weg, so
definiert man die von %, aus gemessene Bogenldnge von ~ als die Funktion

t
Lyw: I =R, L) = / I/ (s)l2 ds.
to

Definition B.5 Es sei I C R ein offenes Intervall. Ein C'-Weg ~v: I — R™ heifit auf Bo-
genlinge parametrisiert, wenn eine (und somit jede) der im folgenden Lemma formulierten
Bedingungen erfiillt ist.

Lemma B.6 Es sei I C R" ein offenes Intervall und «v: I — R ein C'-Weg. Die folgenden
Bedingungen sind dquivalent:
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(@) |[Y'(t)|l2 =1 fir allet € 1.
(b) Loy (t) =t —to fiir alle ty € I und allet € I.

(c) Es existiert ein ty € I derart, dass L4, (t) =t —to fir allet € 1.

Beweis. (a)=-(b): Gilt ||7/(t)]|2 = 1 fiir alle ¢, so folgt fur alle to,t € I

t t
ef
Lo (t) & / 173l ds = / Lds — t—1y.
to to

(b)=>(c) ist trivial.
(a)=(a): Gilt L4, (t) =t — to, so folgt

1= Lp ) = i/tn ()lads = 7@
= gt T a0 tO’V 2 = 17 2

mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. O

Insbesondere ist jeder auf Bogenlédnge parametrisierte Weg wegen Lemma B.6 (a) ein re-
guldrer Weg.

Lemma B.7 Isty: I — R" ein requlirer C'-Weg und to € I, so gilt:
(a) J := L, (I) C R ist ein offenes Intervall;
(b) L,(t): I — J ist streng monoton wachsend und ein Diffeomorphismus.

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist L, : I — R
stetig differenzierbar, mit Ableitung

(L) (@) = IV ()ll2 > 0.

Die Behauptungen folgen. O

Lemma B.8 Ist v : I — R" ein regulirer C'-Weg, to € I und J := L., (I), so ist
ni=70(Lyy)" " J — R"™ ein auf Bogenlinge parametrisierter C*-Weyg.

Beweis. Schreiben wir 7 := L7} | soist n = v o 7 und somit

75to?

1 , 1
Ty | )

(e (s)
_ WGl

nach der Kettenregel. Also ist ||7/(s)||2 = et = 1 und somit ist ) nach Lemma B.6 (a)
auf Bogenldnge parametrisiert. O

W(s) = 7'(s) 7 (r(s)) = I 7'(7(5))
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Lemma B.9 Es scien v: I — R™ und n: J — R" auf Bogenlinge parametrisierte C*-
Wege, welche Einbettungen sind. Gilt v(I) = n(J), so ist eine der folgenden Bedingungen
erfillt:

(a) Es existiert ein a € R mit J =1+ a und y(t) = n(t + a) fir allet € 1. Oder:

(b) Es existiert ein a € R derart, dass J =a — I und y(t) =n(a —t) fir allet € I.

Beweis. Da v eine Immersion und eine Einbettung ist, ist M := (I) nach dem Parame-
trisierungssatz (Satz 9.21) eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™, mit globaler
Karte v: I — M. Das gleiche Argument zeigt, dass auch n: J — M eine globale Karte ist.
Nach Satz 9.26 ist die Abbildung

Ti=nloy: I —J

stetig differenzierbar. Es ist n o 7 = 7y, somit

nach der Kettenregel und somit

7 OF = 17O (@)l = 17O 7" @)l = V@Ol = 1,

woraus |7'(t)| = 1 folgt. Also 7/(¢) € {1, —1} fiir alle £ € I. Da [ ein Intervall ist, schlieBen
wir mit dem Zwischenwertsatz, dass 7(¢) nicht das Vorzeichen wechseln kann, also 7/(I) =
{1} oder 7/(I) = {—1} gilt. Wahlen wir ¢, € I, so folgt im ersten Falle

T(t) = 7(to) —to+1t fir alle ¢ € I,

im zweiten Falle 7(t) = 7(to) + to — t. Die Behauptung gilt also mit a := 7(ty) — to bzw.
a = T(to) + to. O

1-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeiten von R"™

Wir zeigen nun, dass jede wegzusammenhéingende, kompakte 1-dimensionale Untermannig-
faltigkeit M von R™ eine geschlossene C''-Kurve ist. Der Beweis beruht auf einem Lemma,
das es ermdglicht, nach und nach einzelne Karten fiir M passend zusammenzusetzen, bis
man einen periodischen Weg mit Bild M erhalten hat.

Voriiberlegung. Zur Motivation der folgenden Beweisstrategie schauen wir uns zunéchst
einmal eine prototypische kompakte 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit an, den Kreis S;
in R% In diesem Falle ist : R — Sy, 6(t) := (cost,sint) ein 2m-periodischer regulérer C*-
Weg mit Bild #(R) = S;, der auf [0, 27| injektiv ist, und somit ist S; eine geschlossene
C'-Kurve im Sinne von Definition 13.6. Sind I, J C R offene Intervalle mit Lingen < 2,
so sind 7y := 0|; und n := 0] ; Karten fiir S;. Die Bilder (1) und n(J) sind Kreisbogen; wenn
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sie iiberlappen, so konnen sie entweder vollstindig ineinander enthalten sein, oder sie iiber-
lappen in einem Kreisbogen, oder aber ihr Durchschnitt besteht aus zwei Kreisbogen. Dieser
Fall tritt z.B. auf, wenn I = ]0,27[ und J = |—m, 7[. In diesem Fall ist v(I) Un(J) = S;
kompakt, und wir kénnen aus v und 7 durch eine stiickweise Definition und periodische
Fortsetzung die Funktion 6 zuriickgewinnen.

Lemma B.10 (Zusammenbauen von Wegen). Es sei M C R" eine 1-dimensionale
wegzusammenhdngende Untermannigfaltigkeit, I, J C R beschrinkte offene Intervalle und
v: I — M sowien: J — M auf Bogenlinge parametrisierte injektive Ct-Wege derart, dass
y(I)Nn(J) # 0. Dann gilt:

(a) Ist y(I)Un(J) kompakt, so ist v(I)Un(J) = M und M ist eine geschlossene C'-Kurve
im Sinne von Definition 13.6.

(b) Andernfalls existiert ein beschrdnktes offenes Intervall E C R mit I C E und ein
auf Bogenlinge parametrisierter, injektiver C*-Weg (: E — M derart, dass ((E) =

() Un(J) und (|1 =7.

Beweis. Sei etwa [ = |a,b[und J = |¢,d[. Da M eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von R” ist, sind die injektiven Immersionen v und 7 nach Lemma 9.28 Karten fiir M und
somit, insbesondere Einbettungen.

1. Fall: Ist n(J) € (1), so ist n(J) U~(I) = ~(I) nicht kompakt (denn sonst wire das zu
v(I) homéomorphe offene Intervall I kompakt, was nicht der Fall ist). Wir sind also in der
Situation von (b) und setzen einfach £ := I und ¢ := 7.

2. Fall: Ist v(I) C n(J), so ist v(I) Un(J) = n(J) nicht kompakt. Die Menge U :=
n~1(y(I)) C R ist offen und wegzusammenhingend, somit ein offenes Intervall. Da v und
n|y Einbettungen und auf Bogenlidnge parametrisierte Wege mit gleichem Bild sind, gibt
es nach Lemma B.9 ein a € R derart, dass entweder U = I +a und 7(t) = n(t + a) fiir alle
tel,oder U=a—1und y(t) =n(a—t) fiir alle t € I. In der ersten Situation setzen wir
E :=J—a und definieren (: E — M via ((t) := n(t+ a); andernfalls setzen wir F :=a—J
und definieren (: E — M via ((t) := n(a — t). Dann leistet ¢ das in (b) Verlangte.

3.Fall: Wir nehmen nun an, dass weder (/) C n(J) noch n(J) C ~(I). Dann ist W :=
v~ Y(n(J)) eine nicht-leere echte offene Teilmenge von I. Behauptung: I\ W ist ein Intervall.
Dazu seien z,y € I mit x < y; wir haben zu zeigen, dass [z, y] C I\W. Widerspruchsbeweis:
Andernfalls gibt es ein z € |x,y[ NW =: V. Da V offen in R ist, ist nach Satz B.3(a)
die Wegkomponente V, eine offene wegzusammenhéngende Teilmenge von R und daher
ein offenes Intervall, somit V, = Jo,, 5 mit z < o < z < f < y. Nach Satz 9.26 ist 7 :
W — n~Y(~v(I)), 7(t) :== 7 (7(t)) ein Diffeomorphismus auf die offene Teilmenge n~ (v([))
von J. Als wegzusammenhéngende offene Teilmenge von R ist dann 7(V,,) ein Intervall, etwa
7(V.) = |/, #'[ mit ¢ < o < ' < d. Als Diffeomorphismus zwischen offenen Intervallen
ist 7|y, entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend. Wir nehmen an,
dass 7|y, streng monoton wachsend ist (den anderen Fall behandelt man analog). Wir
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behaupten, dass o = c. Andernfalls wire néamlich o/ € J und limy_o, 7(a +t) = /. Dan
stetig ist, wire dann
y(@) = lim y(a+t) = lim n(r(a+1t)) = nd) (135)
t—04 t—04
und somit a € vy~ 1(n(J)) = W, folglich a # x und daher [a, 8] C Jz,y[ "W = V, was
auf den Widerspruch [o, 5[ C V, fiihrt. Also ist o/ = ¢. Analog sieht man, dass ' = d.
Somit ist 7(V,) = J und daher n(.J) C v(I), im Widerspruch zu den im vorliegenden 3. Fall

gemachten Voraussetzungen. Also ist doch I\ W ein Intervall. Da W offen ist, gibt es drei
Moglichkeiten:

Fall 3 (i): Esist W = |r, b[ fiir ein r € ]a, b[. Dann ist 7|y entweder von der in Lemma B.9 (a)
beschriebenen Gestalt, oder wie in (b). Wir nehmen Ersteres an (den zweiten Fall behandelt
man analog). Dann gibt es also ein 6 € R mit 7(W) = 3§+ W C J und 7(t) = 0 + t, also
v(t) = n(7(t)) = n(d+1) fiir alle t € W. Wiederholung des bei (135) benutzten Arguments
zeigt, dass r + 0 = ¢ sein muss. Wir setzen nun F :=la, + d — ¢[ und definieren

| B y(t)  falls t €]a,bf;
(:E— M, ¢(t) == {77(6+t) falls t € |ryr+d—¢[.

Nach dem Vorigen ist ¢ wohldefiniert, und per Konstruktion hat ¢ die in (b) geforderten
Eigenschaften.

Fall 3 (ii): Es ist W = |a, r| fiir ein 7 € ]a, b[. Dieser Fall kann analog zu Fall 3 (i) behandelt
werden.

Fall 3 (iii): Es ist W = Ja,r[ U |s,b] mit a < r < s < b. Nachdem wir notfalls n durch
einen entsprechenden in umgekehrter Richtung durchlaufenen Weg ersetzen, diirfen wir
annehmen, dass 7|j;; monoton wachsend ist. Eine Wiederholung des bei (135) benutzten
Arguments zeigt, dass dann 7(]s,b[) = ]¢,c 4+ b — s[ sein muss und

T(t) = c— s+t fur alle t €]s, b]. (136)
Analog muss dann 7(Ja,r[) = |d — (r — a), d[ sein und

T(t) = d—r+t fur alle t € |a,r]. (137)
Wir setzen £ := (b—a)+ (d—c¢) — (r—a) — (b—s) =d — ¢ —r + s und definieren

n(d—r+t) wenn t€lr—(d—c),rf;
O:lr—(d—c), s+(d—c)[— M, 6(t) = (%) wenn t € |a, bl;
n(c—s+t) wenn t € |s,s+ (d—c)[.

Nach dem Vorigen ist # wohldefiniert und man sieht nun leicht, dass 6 ein auf Bogenlénge
parametrisierter (und somit regulirer) C'-Weg ist, der auf |r, r + £[ injektiv ist und derart,
dass

O(t+1¢) = 0(t) wann immer t,t + ¢ € |r — (d —¢),s + (d — ¢)].
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Folglich ist durch 6(t) := §(t + kf) mit k € Z derart, dass t + kl € Jr — (d — ¢), s + (d — ¢)|
eine (-periodische Funktion §: R — M wohldefiniert. Diese setzt 6 fort und ist somit ein
regulirer C''-Weg. Nun ist §(R) = ~(I)Un(I) offen in M aber wegen der Periodizitéit auch
O(R) = 6([0, ¢]) kompakt, somit abgeschlossen in M, folglich M \ #(R) offen in M. Da M
wegzusammenhéngend und somit zusammenhéngend ist, folgt M = 6(R). Also ist M =
6(R) eine geschlossene C'-Kurve und somit insbesondere v(I) Un(J) = M kompakt; wir
sind also in der Situation von (a) und haben die gewiinschte Schlussfolgerung bewiesen. O

Satz B.11 (1-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeiten). Jede wegzusam-
menhdngende kompakte 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit M von R™ ist eine geschlos-
sene C'-Kurve.

Beweis. Fiir jeden Punkt x € M existiert eine Karte v: I — V, C M mit z € V,, wobei [
eine offene Teilmenge von R ist. Nach Ersetzen von I durch ein kleines Intervall um ~~!(x)
diirfen wir annehmen, dass I ein offenes beschrianktes Intervall ist und ~ eine endliche
Bogenlénge besitzt. Nach Lemma B.8 konnen wir v durch einen auf Bogenldnge parame-
trisierten Weg mit dem gleichen Bild ersetzen. Wir diirfen daher 0.B.d.A. annehmen, dass ~y
auf Bogenlinge parametrisiert ist. Da die hier auftretenden Mengen V, eine offene Uber-
deckung der kompakten Menge M bilden, finden wir endlich viele auf offenen beschrénkten
Intervallen I, ..., I} definierte, auf Bogenldnge parametrisierte C1-Wege v;: I; — M, de-
ren Bilder W; := v;(1;) die Menge M {iberdecken.

Wir zeigen nun durch Induktion nach k, dass M eine geschlossene C''-Kurve ist.

Fall £ = 1: Kann nicht auftreten, da sonst das offene Intervall I; zu M homoéomorph und
somit kompakt wére.

Fall k& = 2: Wiare W, N W, = 0, so wiaren W, und W, disjunkte, nicht-leere offene Men-
gen, die M iiberdecken; daher wére M nicht zusammenhéingend und somit auch nicht
wegzusammenhéngend, Widerspruch. Da M = Wy U Wy = ~([1) U 12(I3), ist M nach
Lemma B.10 (a) eine geschlossene C'-Kurve.

Induktionsschritt: Es sei nun & > 3 und die Aussage fiir £ — 1 bereits gezeigt. Wie im
vorigen Fall sehen wir, dass Wi N (W U -+ - U Wy) # 0 sein muss. Nach Umnummerieren
von s, ..., diirfen wir daher 0.B.d.A. annehmen, dass W; N Wy # (). 1. Fall: W, U W,
ist kompakt. Dann ist W, U Wy in M abgeschlossen und somit M \ (W; U W3) eine in M
offene Menge, die die offene Menge W; U W5 nicht trifft. Da M zusammenhéngend ist,
muss Wy U Wy = M sein; somit ist M nach Lemma B.10 (a) eine geschlossene C'!'-Kurve.
2. Fall: Wy U Wj ist nicht kompakt. Dann gibt es nach Lemma B.10 (b) ein beschrianktes
offenes Intervall E C R mit I; C E und einen auf Bogenlinge parametrisierten C*-Weg
v: E — M derart, dass y(F) = W7 U W; und 7|, = 71. Wir kénnen nun 74, ...,y durch
die £k — 1 Wege v, 73, ...,V ersetzen und erhalten per Induktion, dass M eine geschlossene
C!'-Kurve ist. O

Ahnlich kann man zu jeder nicht-kompakten, wegzusammenhéngenden 1-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit M C R" eine globale Karte v: R — M konstruieren.
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Wohldefiniertheit der Randintegrale

Der Vollstandigkeit halber begriinden wir noch die Wohldefiniertheit der in Kapitel 13
auftretenden Randintegrale.

Lemma B.12 Sind I,J C R offene Intervalle, v: J — R™ ein C*-Weg, 7: I — J ein
Diffeomorphismus mit 7'(t) > 0 fiir alle t und F: v(J) — R" eine stetige Funktion derart,
dass das Integral f7<F, ds’) existiert, so existiert auch f»yw(F’ ds’) und es gilt

[y (F, d5) = A {F d5).

Beweis. Nach der Substitutionsregel ist [, F;(y(7(t)) (v; o = [, F (s) ds
fir j = 1,...,n, woraus die Behauptung folgt. :73'“( NT'() 0

Lemma B.13 Das Integral [, (F, ds) in Definition 13.10 ist wohldefiniert, unabhingig
von der Wahl der Kurven I'; und der Karten n;.

Beweis. Schreibt man K als disjunkte Vereinigung von geschlossenen C'-Kurven I'y, ..., T,
so ist jedes I'; wegzusammenhéngend und ist daher in einer Wegkomponente W von 0K
enthalten. Weiter ist I'; kompakt und hat kompaktes (und somit abgeschlossenes) Kom-
plement | J, 4T iIn 0K, weswegen I'; auch offen in 0K ist. Da W zusammenhéngend ist
und W =T';U(W\T) eine Zerlegung in disjunkte offene Mengen, muss I'; = IV sein. Also
sind die Mengen I'; genau die Wegkomponenten von 0K. In welcher Reihenfolge man diese
nummeriert hat, beinflusst die zur Integraldefinition benutzte Summe natiirlich nicht. Wir
miissen daher nur noch zeigen: Sind n: I — I'; und ¢ : J — I'; auf offenen Intervallen
definierte Karten fiir I'; derart, dass K links von 1 und ¢ liegt und I'; \ n(Z) und I'; \ {(J)
einpunktige Mengen sind, so ist

/n (F, d3) = /< (F, d5) . (138)

Ist n(I) = ¢(J), soist 7 := n~to(: J — I nach Satz 9.26 ein Diffeomorphismus. Da

nort =C¢,ist 7'(t)n ( (1) = ( ) fiir t € J; da der duBere Normalenvektor v({(t)) sowohl

mit 7'(7(t)) als auch mit ¢’ ( ) = 7'(t)n/(7(t)) ein Rechtssystem bildet, muss 7/(t) > 0
(1

stimmen somit nach Lemma B.12 {iberein. Ist andererseits

) sti
¢(J) = {n(s)} fir ein s € I und ((J) \ n(I) = {¢(r)} fir ein
d[, so folgt

sein. Die Integrale in

n(I) # ¢(J), so ist n(I)
reJ. Ist I =]a,b[, J =],

M = n(la,s)) Un(]s, b)) = (e, r[) UC(r,d]) .

Die beiden Mengen auf der linken Seite sind wegzusammenhéngend, disjunkt, offen und
nicht leer; sie sind also die beiden Wegkomponenten von M. Analoges gilt auf der rechten
Seite. Folglich haben 7|}, 5 und 7, 5[ die gleichen Bilder wie die zwei Einschrénkungen von ¢,
und wie zuvor sehen wir nun mit Lemma B.12, dass die Wegintegrale langs der Teilwege
iibereinstimmen und somit auch die Wegintegrale léngs 7 und (. O

)
it
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