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3. Ubungsblatt zur
»Analysis I¢

Hausiibungen

Aufgabe H1 (Abzahlbarkeit; 5 Punkte)
Sei X eine abzidhlbare Menge. Zeigen Sie:
(a) Fiir n € Nist die Menge &,(X) := {M C X : #M < n} der maximal n-elementigen
Teilmengen von X abzahlbar.
(b) Die Menge £(X) aller endlichen Teilmengen von X ist abzéhlbar.
Losung:

(a) Nach Aufgabe G3 ist N” abz#hlbar. Es gibt also eine surjektive Abbildung N — N,
da auch X abzihlbar ist gibt es zudem eine surjektive Abbildung f: N — X es
folgt, dass die Abbildung

N & Nn X xn
surjektiv ist. Da die Abbildung X" — &,(X), (z1,...,xn) — Up_{zr} surjektiv
ist, konnen wir folgern, dass &,(X) abzéhlbar ist. Dies beendet den Beweis.
(b) Es gilt £(X) = Upenén(X). Da nach (a) jede der Mengen &,(X) abzidhlbar ist
und £(X) eine abzihlbare Vereinigung von diesen abzélbaren Mengen ist, folgt die
Aussage.

Aufgabe H2 (Induktion; 5 Punkte)
Zeigen Sie fiir alle n € N:

3

n
kk: 3 :n gerade
Z n+1

Py —"3= :n ungerade

Losung: Wir zeigen die Aussage mit Induktion nach n.

TA: Ist klar.

IV: Die Aussage gelte fiir ein festes n € N.

IS: Wir zeigen die Aussage fiir n 4+ 1. Dazu machen wir eine Fallunterscheidung.

1. Fall (n+ 1) ist gerade. Dann ist n ungerade. Es gilt somit

n+1

. +1 +1
S (-1 Z Yok + (n+1) = n2 1) =212

k=1 =
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2. Fall (n + 1) ist ungerade. Dann ist n gerade. Es gilt somit

n+1 n
YD =Y (1) k- (n+1) = g (1) = _(”+;>+1'
k=1 k=1

Aufgabe H3 (Das Zihlen von Abbildungen; 5 Punkte)

Seien n,m € N sowie M eine m-elementige Menge, und N eine n-elementige Menge.
Zeigen Sie (mit Induktion nach m):

(a) Es gibt n™ Abbildungen f: M — N. Sie miissen nicht zeigen, dass es nur n ver-
schiedene Abbildungen aus einer einelementigen Menge in eine n-elementige Menge
gibt.

Bemerkung. Man schreibt N fiir die Menge der Abbildungen von M nach N.
Nach obigem gilt also #(NM) = (#N)#M fiir endliche Mengen M und N.
(b) Fiir n > m gibt es

m—1
| )
j=0

injektive Abbildungen von M nach N.
Loésung:

(a) Wir zeigen die Aussage sogar fiir m € Ny.
IA: Ist m = 0, so ist M = () und es gibt nur eine Abbildung, némlich die leere. Da
n® = 1 ist, folgt der Induktionsanfang.
IV: Fiir festes m gelte, dass es genau n” Abbildungen von M nach N gibt.
IS: Sei nun M eine m+1-elementige Menge und xo € M. Wir setzten P := M \{zo}.
Da P genau m Elemente enthilt folgt mit der Induktionsvorschrift dass {f: P —
N : f ist Abbildung} genau n" Elemente besitzt. Wir definieren die Abbildung

O: {f: M — N : fist Abbildung} — {g: P — N : g ist Abbildung} x N,
fe= (flp, f(z0)).

Konnen wir zeigen, dass ® bijektiv ist, so sind wir fertig. Seien f1, fo € {f: M —
N : fist Abbildung}. Aus f1|p = f2|p, fl(SUQ) = fQ(SUQ) und M = PU {330}
folgt fi = fo also ist @ injektiv. Auch die Surjektiv ist leicht zu sehen. Seien
g€ {g: M — N : gist Abbildung} und y € N. Wir definieren

: P
f: M =N, f(z) = {g(x) Te
Yy X =X9.
Aus ®(f) = (g,y) folgt die Surjektivitét.
(b) Wir zeigen zunéchst einen Hilfssatz.
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Lemma. Seien X eine Menge mit #X = m, Y eine Menge und Z C X XY
eine Teilmenge. Wir definieren die Projektion pri: X XY — X, (z,y) — z. Gilt
#pr;7 ({x}) N Z = n fir alle x € X, so folgt #Z =n-m.

Der Beweis ist einfach. Es gilt ndmlich

7z = pi(fah).

zeX

Hieraus folgt die Behauptung.
Nun zur eigentlichen Aufgabe. Wir fithren einen Induktionsbeweis.
TA: Ist m = 0 so ist die einzige Abbildung zwischen M und N die leere Abbildung.
Diese ist injektiv.
m—1
IV: Fiir festes m gebe es genau [] (n — j) injektive Abbildungen von M nach N.
j=0
IS: Sei xp € M wir schreiben P := M \ {xo}. Zudem schreiben wir A := {f: M —
N : finjektive} und B := {g: P — N : g injektive} Wir Wir definieren die
Abbildung

®: A= {(g,y) € Bx N:ye N\g(P)}, f~ (flp, f(z0))

Mit obigem Lemma sehen wir, dass die Méchtigkeit der rechten Menge gleich #8 -
m

(n — m) ist. Nach Induktionsvorschrift hat sie also die Machtigkeit [](n — j).

j=0
Konnen wir zeigen, dass ® bijektiv ist, so sind wir fertig. Seien fi, fo € A mit
filp = folp und fi(xo) = fo(xo) dann folgt f1 = fo aus M = P U {xo} dies zeigt
die Injektivitat. Nun zeigen wir, dass ® surjektiv ist. Sind g € Bund y € N \ g(P),
dann definieren wir

fi M= N, f) = {9(‘”) wel

Yy L= Xp-
Um f € B zu sehen miissen wir zeigen, dass die Abbildung f injektiv ist. Seien
dazu x1,29 € M mit f(z1) = f(x2). Um 21 = x9 einzusehen machen wir eine
Fallunterscheidung:
1. Fall: z1, 9 € P. Dann folgt z1 = x9 aus g(x1) = f(z1) = f(z2) = g(x2) und der
Injektivitat von g.
2. Fall: Es existiert i € {1,2}, sodass x; = x¢. O.B.d.A. nehmen wir 1 = x¢ an,
dann gilt f(z1) =y = f(x2). Danun aber f(x) # y fiir alle z € P gilt, folgt zo = x¢
und somit z7 = x9. Offensichtlich gilt ®(f) = (g,y). Es folgt die Bijektivitit von
.



