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4. Ubungsblatt zur
,Grundlagen der Differentialgeometrie*

Gruppeniibungen

Aufgabe G 9 (Geometrischer Tangentialraum)

(a) Sei M eine [-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit (k > 1) des R". Zeigen Sie,
dass fiir x € M die Abbildung

0: T,M —R", [y]—+'(0)

wohldefiniert ist (insbesondere existiert die Ableitung). Zeigen Sie weiter, dass
0: T, M — im(f) ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist. Wir nennen 7,M :=
im(0) den geometrischen Tangentialraum an = € M.

(b) Sei M := S™ die n-dimensionale Sphire, aufgefasst als Untermannigfaltigkeit des
R"+1. Zeigen Sie, dass fiir den geometrischen Tangentialraum an der Stelle x € M
gilt

T.M ={y e Ry Lz} = {y e R""L: (z,9) = 0}.

(c) Zeichnen Sie M := S! und skizzieren Sie T,M (bzw. x + T, M) fiir einige Punkte
x € M.

Losungsvorschlag: (a) Ein Weg v: | — ¢, e[— M ist C* genau dann, wenn er als Ab-
bildung nach R C* ist. D.h. die Ableitung 7/(0) existiert in R™. Sei ¢: U — V ein
Diffeomorphismus zwischen Teilmengen des R™, sodass s := pr; o ¢|pr eine Unterman-
nigfaltigkeitskarte um ~(0) = x ist. Dann gilt

/

(a1 07)'(0) = ((pr106) 07) (0) = (pr; 0 9)'(7(0)) - 7/(0),

Da (pr; 0 ¢)'(7(0)) vollen Rang hat folgt daraus, dass fiir einen C* Weg 1 mit 7(0) =
die Gleichheit 1/(0) = +/(0) genau dann gilt, wenn 7 € [v] ist und somit ist die Abbildung
# wohldefiniert und injektiv. Offensichtlich ist 8 linear und somit folgt die Aussage.

(b) Sei v: ] — €,e[— R*"! ein glatter Weg mit Bild in M. Fiir alle t €] — ¢, €[ gilt dann
|I7(#)|| = 1 und somit 1 = ||y(t)||?> = (v(t),y(t)). Ableiten nach ¢ auf beiden Seiten liefert
jetzt 0 = (7(0),7/(0)). Es folgt T,M C {y € R*"L: (x,9) = 0}.

Die Sphére M ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R®*! und somit hat der
geometrische Tangentialraum 7, M nach (a) die Dimension n. Da der Untervektorraum
{y € R""!: (x,9) = 0} ebenfalls die Dimension n hat (wegen z # 0 € R"*1) folgt bereits
die Gleichheit der Mengen.

(c) Die Menge = + T, M entspricht genau der Tangente am Einheitskreis in z.
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Aufgabe G 10 (Etale Abbildungen)
(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung

k:R —S'  ts (cos(t),sin(t))

eine glatte étale Abbildung ist.
(b) Wir definieren Q; := {v € R""1: v; #£ 0} fiir j € {1,...,n + 1}. Zeigen Sie, dass

. U1 Vj-1 Uj+1 Un+1
Fj.Qj-)Qj, (Ul,...,vn+1)l—) e, , Uy S
% Vg Vg Vg

ein C*°-Diffeomorphismus ist und dass

pj- Qj — an (wl, . ,wn+1) — (wl, ce W1, Wit 1, - ,’wn+1)

eine glatte Submersion ist.

(c) Zeigen Sie, dass die Abbildung
®: R"M\ {0} - P(R™™), v~ Rv

eine glatte Submersion ist.
Hinweis: Schreiben Sie ®|q; als Verkettung von Diffeomorphismen und einer Sub-
mersion.

(d) Zeigen Sie, dass die Abbildung
¥:S" » P(R"™), v Ru

eine surjektive glatte étale Abbildung ist.

Losungsvorschlag: (a) Sei x € R, wir identifizieren TR mit R wie in der Vorlesung
(konkret haben wir die Abbildung r + [t + rt + z]). Wenn wir S* als Teilmenge von R?
auffassen, entspricht die Tangentialabbildung nach G9(a) der Abbildung

R— E(x)Sl, r 1K (x) = r(—sin(r), cos()).

Fiir jedes x ist (—sin(z),cos(z)) nicht 0 und da R und S' (und somit auch 7,S') je
1-dimesnional sind, folgt, dass die Tangentialabbildung aus Dimensionsgriinden bijektiv
ist.

(b) Die Abbildung I';: ©; — €2; ist offensichtlich glatt und hat die offensichtlich ebenfalls
glatte Umkehrfunktion

ij—l : Qj — Qj, (1)1, R 7vn+1) — (vlvj, < U105, V5, Vj41 05, . .. ,Un_ij).
Die Abbildung p; ist die Einschrénkung der surjektiven linearen Abbildung

. +1
L:R" —>Rn, (wl,...,wn+1)v—>(wl,...,wj_l,wj+1,...,wn+1).
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Es gilt also fiir jedes w € )5, dass Ty,p; = L und somit ist p; eine glatte Submersion.
(c) Die offenen Mengen Q; iiberdecken den Definitionsbereich R"*1 von ®. Es geniigt also
fiir alle 1 < j <n+1 zu zeigen, dass ®|o; eine glatte Submersion ist. Sei 1 < j <n+1
und v € ; und sei ¢;: R™ — P(R""1) eine Karte (bzw. ihr Inverses) von P(R"1), wie
in der Vorlesung. Dann gilt

V1 Vj—1 Vj4+1 Un+1
Ypjopjol(v) =1 (,...,],],...7n>

Uj vio Y5 Uj

V1 Vj—-1 Vj+1 Un+1
= — e, , 1, e
vj vy Uj Uj

=Rv = ®(v).

D.h. es gilt ®|o; = 1 o pj oI'; und demnach ist @[, als Verkniipfung von Diffeomor-
phismen und einer glatten Submersion eine glatte Submersion.

(d) Wir definieren die surjektive Abbildung f: R**1\ {0} — S", 2+~ M7 Die Abbil-
dung f ist als Abbildung nach R"*! glatt und somit glatt. Weiter ist ¥ als Einschrinkung
von @ glatt und offensichtlich surjektiv. Da ® = Wo f eine Submersion ist und f surjektiv
ist, folgt aus der Kettenregel fiir die Tangentialabbildung, dass auch ¥ eine Submersion
ist. Weil S” und P(R™*!) je n-dimensional sind, ist somit ¥ automatisch étale.



