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12. Übungsblatt zur

”
Grundlagen der Differentialgeometrie“

Gruppenübungen

Aufgabe G 30 (Quotientengruppen)

Sei G eine Liegruppe, H ⊆ G eine Unterliegruppe und q : G→ G/H die Quotientenab-
bildung.

(a) Sei R := {(x, y) ∈ G×G : q(x) = q(y)} wie in der Vorlesung. Zeigen Sie

R = {(x, xy) : x ∈ G, y ∈ H}

und schließen Sie daraus R ∼= G×H. Insbesondere gilt also dimR = dimG+dimH.

(b) Begründen Sie die Gleichheit dim(kerTeq) + dimG/H = dimG.

(c) Zeigen Sie kerTeq = TeH. Hinweis: Beachten Sie Schritt 6 aus dem Beweis des Sat-
zes von Godement. Begründen Sie dimW = dimN (in der Notation des Beweises).

Lösungsvorschlag: (a) Offensichtlich gilt {(x, xy) : x ∈ G, y ∈ H} ⊆ R. Sei umgekehrt
(x, z) ∈ R dann folgt z−1x = h für ein h ∈ H und somit z = xh−1. Die Abbildung

R→ G×H, (x, xy) 7→ (x, x−1xy) = (x, y)

ist also wohldefiniert und glatt und (x, y) 7→ (x, xy) definiert eine ebenfalls glatte Um-
kehrabbildung.
(b) Da q eine Submersion ist, gilt dim(ImTeq) = dimTeG/H = dimG/H. Wegen
dimTeG = dimG folgt die Aussage nun aus der Dimensionsformel.
(c) Aus Schritt 6 des Beweises folgt, dass q(U) = q(W ) für eine offene Umgebung
U ⊆ M gilt. Da q eine Submersion ist hat N also die gleiche Dimension wie Im(q)
und da q|W ein Diffeomorphismus nach q(W ) ist also auch die gleiche Dimension wie
W . Nun gilt dimW = dimK = 2m − r wobei r = dimR und m = dimM (Anmer-
kung: dimW ′ = dimW im Beweis). In unserer Situation folgt mit M = G, N = G/H
und dimR = dimG + dimH also dimG/H = dimG − dimH. Wegen (b) muss also
dim(kerTeq) = dimH = dimTeH gelten. Aus der Vorlesung ist TeH ⊆ kerTeq bekannt
und somit folgt Gleichheit.

Aufgabe G 31 (Komponenten der Tangentialabbildung)

Sei f : M1 ×M2 → M eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten. Wir
identifizieren

Φ: T (M1 ×M2)→ TM1 × TM2, [(γ, η)] 7→ ([γ], [η])
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wie in G18. Zeigen Sie die Gleichheit(
Tf ◦ Φ−1

)
(v, w) = T (f(x, •))(w) + T (f(•, y))(v)

für alle v ∈ TxM1 und w ∈ TyM2.

Lösungsvorschlag: Sei v = [γ] und w = [η]. Vorüberlegung: Sei [cy] der Konstante Weg
durch y ∈ M2 dann gilt [cy] = 0 ∈ TyM2 und demnach [γ, cy] = (v, 0) ∈ T(x,y)M1 ×M2.
Wir rechnen also

Tf ◦ Φ−1([γ], [η]) = Tf([γ, η]) = Tf(v, w)

= Tf((v, 0) + (0, w)) = Tf(0, w) + Tf(v, 0)

= Tf([cx, η]) + Tf([γ, cy]) = [t 7→ f(x, η(t))] + [t 7→ f(γ(t), y)]

= T (f(x, •))(w) + T (f(•, y))(v).

Aufgabe G 32 (Spezielle lineare Gruppe)

Die spezielle lineare Gruppe SLn(R) = {A ∈ GLn(R) : det(A) = 1} ist als Untergruppe
der GLn(R), die gleichzeitig eine Untermannigfaltigkeit ist, eine Liegruppe.

(a) Sei A ∈ Rn×n. Zeigen Sie det(eA) = etr(A). Hinweis: Ähnliche Matrizen haben die
gleiche Spur.

(b) Folgern Sie, dass die Liealgebra sln(R) := L(SLn(R)) genau aus den Matrizen A ∈
Rn×n mit tr(A) = 0 besteht.

Lösungsvorschlag: (a) Angenommen A ist eine obere Dreiecksmatrix, etwa

A =


λ1 ∗ . . . ∗
0 λ2 . . . ∗
... 0

. . .
...

0 . . . 0 λn

 .
Dann folgt

eA =


eλ1 ∗ . . . ∗
0 eλ2 . . . ∗
... 0

. . .
...

0 . . . 0 eλn


und somit det(eA) = etr(A). Sei nun A ∈ Rn×n beliebig. Da alle Matrizen über C triago-
nalisierbar sind, existiert ein S ∈ GLn(C) und eine obere Dreiecksmatrix Y ∈ Cn×n so,
dass X = SY S−1. Es ergibt sich

eX =

∞∑
k=0

(SY S−1)k

k!
= S

∞∑
k=0

(Y )k

k!
S−1

2
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und daraus folgt det eX = det eY = etr(Y ). Da ähnliche Matrizen immer die gleiche Spur
haben folgt die Aussage.
(b) Sei ι : SLn(R)→ GLn(R) die Inklusion, dann gilt

SLn(R)
ι // GLn(R)

L(SLn(R))
L(ι)
//

expSLn(R)

OO

L(GLn(R))

expGLn(R)

OO
,

wobei L(ι) : L(SLn(R))→ L(GLn(R)) ebenfalls die Inklusion ist. Bekanntlich gilt

expGLn(R) : L(GLn(R)) = Rn×n → GLn(R), A 7→ eA.

D.h. sln(R) besteht genau aus den Matrizen A ∈ Rn×n mit eA ∈ SLn(R). Es muss also
1 = det eA = etr(A) gelten und somit tr(A) = 0. Gilt umgekehrt tr(A) = 0, so folgt mit
dem gleichen Argument eA ∈ SLn(R)
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