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Gruppenübungen

Aufgabe G19 (Lebesgue-Borel-Maß einiger Teilmengen von R)

Es sei λ das Lebesgue-Borel-Maß auf (R,B(R)). Berechnen Sie λ(A) für jede der folgen-
den Mengen A:

[0, 1[ ; {0} ; Q ; [0, 1[ ∩Q ; [0, 1[ \Q .

Aufgabe G20 (Etwas verzwicktere Teilmengen)

Für n ∈ N sei An die Menge aller reellen Zahlen im Intervall [0, 1[ , deren Dezimalbru-
chentwicklung bis zur Stelle n keine 7 enthält.

Es sei A die Menge aller reellen Zahlen im Intervall [0, 1[ , deren Dezimalbruchentwick-
lung keine 7 enthält.

Es sei B die Menge aller reellen Zahlen im Intervall [0, 1[ , deren Dezimalbruchentwick-
lung mindestens eine 7 enthält.

(Hierbei betrachten wir nur Dezimalbrüche ohne Neunerperiode).

Zeigen Sie, dass An, A und B Borelmengen sind und berechnen Sie das Lebesgue-Borel-
Maß dieser Mengen.

Aufgabe G21 (Zur Maßdefinition)

(a) (Dirac-Maß). Es sei X eine Menge, x ∈ X und δx : P(X)→ [0,∞] die durch

δx(A) :=

{
1 falls x ∈ A;
0 falls x 6∈ A

definierte Funktion. Prüfen Sie nach, dass δx ein Maß auf (X,P(X)) ist.

(b) Es sei (X,S) ein Messraum und µ : S → [0,∞] eine σ-additive Funktion. Zeigen
Sie: Ist µ(∅) > 0, so ist µ(A) =∞ für alle A ∈ S.

Hausübungen



Aufgabe H19 (Approximation durch Stufenfunktionen)

Im Beweis von Satz 3.4 wurden gewisse Stufenfunktionen sn definiert, mit denen man
eine nicht-negative messbare Funktionen approximieren kann.

(a) Berechnen Sie s1 für f : R→ R, f(x) := x2; skizzieren Sie f , s1 und s2.

(b) Skizzieren Sie f und s1 für f : R→ R, f(x) := 1 + cos(x).

Aufgabe H20 (Noch verzwicktere Teilmengen)

Für n ∈ N sei An die Menge aller Zahlen im Intervall [0, 1[, deren Dezimalbruchentwick-
lung bis zur Stelle n höchstens eine 4 enthält.

Es sei B die Menge aller Zahlen im Intervall [0, 1[ , deren Dezimalbruchentwicklung min-
destens zwei Vieren enthält.

Zeigen Sie, dass An und B Borelmengen sind und berechnen Sie das Lebesgue-Borel-Maß
von An und B.

Aufgabe H21 (Dies und das)

(a) Es sei ζ das Zählmaß auf R. Für die Mengen An :=]0, 1n [ gilt offensichtlich

A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ · · · .

Berechnen Sie ζ(An). Berechnen und vergleichen Sie

lim
n→∞

ζ(An) und ζ

(⋂
n∈N

An

)
.

Ist dies ein Widerspruch zu Lemma 2.4 (d)?

(a) Wir statten R mit der Topologie aus, deren Basis gegeben ist durch Mengen der
Form

]a, b[, [−∞, a[, ]b,∞]

für a, b ∈ R. Zeigen Sie, dass diese Basis die gleichen Topologie auf R erzeugt wie
die Metrik aus Aufgabe G17.
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