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Gruppeniibungen

Aufgabe G22 (Erste Beispiele von Integralen)
In dieser Aufgabe sei A das Lebesgue-Borel-Maf3 auf R.

(a) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

/Rym[dx; /RlQ dX; /R(l—kcos(x))d)\(:c); /[1’3[ (2] dA(z) .

(b) Entscheiden Sie, ob das Integral im Sinne von Definition 3.9 definiert ist und be-
rechnen Sie es in diesem Fall. Ist der Integrand eine integrierbare Funktion ?

/[—1,2[ 2] dA(z); /Rcos(x) dX\(z); /R(l[o,oo[ —1j_9_q)) dX.

Aufgabe G23 (Konvergenzsitze)

Warum existieren die Limites und was ist ihr Wert ?

(a) lim ] Vsin(x) dA(x); (b) lim " d\(z) .

n—=oo Jig.x =00 Jo,1]

Aufgabe G24 (Approximation von Integralen)

Seien (X, S, p) ein Mafiraum und f: X — [0, 00| eine integrierbare Funktion. Zeigen Sie,
dass es fiir jedes € > 0 eine Menge A € S mit u(A) < oo gibt, sodass

/deu—/de,u,<6

fiir jedes B € S mit A C B.

Hausiibungen

Aufgabe H22 (Konvergenzsitze; 3 Punkte)
Berechnen Sie die Grenzwerte:

@  tm [ M@ ey m) dm (1+ f)" e~ dA(x).

n=o0 Jio.1] n3r? + 1 n—o0 /[ 1] n



Aufgabe H23 (Stufenfunktionen; 3 Punkte)

Wir betrachten die nicht-negativen messbaren Funktionen fi, fo: [0, 1] — [0, o],
filx) = z; folz) =1—=.

Da fi + fo =1, ist dann s: [0, 1] — [0, 00[, s(z) := 1 eine nicht-negative Stufenfunktion
mit s < f1 + fo.

Zeigen Sie, dass es keine nicht-negativen Stufenfunktionen si,ss: [0,1] — [0, 00[ gibt
derart, dass s1 < f1, so < fo und s1 + s9 = s.

Aufgabe H24 (Verschiedenes; 3 Punkte)
Es sei (X, S) ein Messraum.

(a) Zeigen Sie: Sind f und g messbare Funktionen (X,S) — (R, B(R)), so ist {z € X:
f(z) > g(x)} € S. Hinweis: Betrachten Sie f — g.

(b) Folgern Sie aus (a), dass auch fiir messbare Funktionen f,g: (X,S) — (R, B(R))
die Menge A := {z € X : f(x) > g(x)} messbar ist. Folgern Sie, dass {x € X :
f(x) =g(x)} €S.

Hinweis: Es ist A = f~'({oo}) U g7'({—00}) U {z € E: f(x) > g(x)} mit
E = f'(R)Ng \(R).

(c) Zeigen Sie, dass eine Folge (a,)nen von Elementen a, € R genau dann in R kon-
vergent ist, wenn liminf, ,. a, = limsup,,_, . ap.

(d) (Messbarkeit der Menge der Konvergenzstellen). Schlieflen Sie aus (b) und (c):
Ist (fa)nen eine Folge messbarer Funktionen f, : (X,8) — (R, B(R)), so ist
{z € X: fn(z) konvergiert in R} € S.

(e) Es sei f: X — Y eine Abbildung und f.(S) := {A C Y: f71(A) € S) das direkte
Bild. Zeigen Sie, dass eine Abbildung ¢g: Y — Z in einen Messraum (Z,7T) genau
dann bzgl. f.(S) messbar ist, wenn go f: (X,S) — (Z,7T) messbar ist.
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