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Gruppeniibungen

Aufgabe G25 (Bildmafle)

Es sei f: (X,S8) — (Y, T) eine messbare Abbildung zwischen Messrdumen und p ein
Maf$ auf (X,S). Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung  fi(u): T — [0,00], fu(u)(A) = u(f~'(A))
ist ein Maf} auf (Y, 7) (genannt das “Bildmaf} von p unter f.”)
(b) Ist auch (Z,U) ein Messraum und g: (Y, 7T ) — (Z,U) messbar, so ist

(g0 () = ge(fulp))-

Aufgabe G26 (Konvergenz fast iiberall)
Es sei ¢: N —]0,1[NQ, n+— ¢, eine Bijektion. Zeigen Sie, dass die Reihe

Z\/Ix—qn

fiir A-fast alle x € ]0, 1] gegen eine reelle Zahl konvergiert (hier 1/0 := o).
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Hinweis: In R konvergiert die Reihe fiir alle . Ist / g |7| d\(z) < co0? Nutzt das?
10,10 ,,—1 T — (gn

Aufgabe G27 (Riemann-Integrale als Lebesgue-Integrale)
Berechnen Sie das Lebesgue-Integral f[o 1 fd\, in dem Sie es auf ein geeignetes Riemann-

Integral zuriickfiihren:

B [ cos(z) fur x € QnN0,1];
(a) f(x) := z? (b) f(z) = { 2 fir z € [0,1]\ Q.
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Hausiibungen



Aufgabe H25 (Translationsinvarianz des Lebesgue-Borel-Mafles; 3 Punkte)
Es sei A das Lebesgue-Borel-Mafl auf R™. Wir wollen sehen, dass

Mz +A) = MNA) fiir jede Borelmenge A € B(R");

hierbei ist z + A== {z +a: a € A} € B(R") fiir A € B(R").
(a) Zeigen Sie, dass p: B(R™) — [0, 00[, u(A) := Az + A) ein MaB ist.

(b) Berechnen Sie p([a,b[) fiir halboffene Quader [a,b], wobei a = (ai,...,a,), b =
(b1,...,by) € R™ mit ap < bg.

(c) SchlieBen Sie aus der Eindeutigkeit des Lebesgue-Borel Mafes, dass u = A.

Aufgabe H26 (Translationsinvariante Mafle auf R; 3 Punkte)
(a) Esseipu: B(R) — [0, 0o[ ein translationsinvariantes Maf auf (R, B(R)) mit x([0, 1]) <
00. Zeigen Sie, dass p ein Vielfaches des Lebesgue-Borel-Mafes ist:
o= c-A mit ¢ := p([0,1]).
Anleitung: Driicken Sie p([0,1[) und p([3,1[) duch ¢ := p([0,1]) aus. Was ist
p(lz, z + L)) fir £ € R? Was ist p([z, 2 +27™[) ? Was ist p([a,b]) fir a < b?

(b) Zeigen Sie, dass das Zahlmafl ¢: (R, P(R)) — [0, 00| ein translationsinvariantes Maf}
ist, aber kein Vielfaches des Lebesgue-Borel-Mafles. Warum widerspricht dies nicht
Aufgabenteil (a) ?

Aufgabe H27 (Vervollstindigung von Mafirdiumen; 3 Punkte)

Ist (X,S, ) ein Mafiraum, so sei S die Menge aller Teilmengen A C X der Gestalt
A=DBUN, wobei B € S und N C X eine u-Nullmenge ist (siehe 4.6 im Skript).

(a) Zeigen Sie, dass S eine o-Algebra auf X ist, mit S C S.

(b) Ist A € S, so existiert ein B € S und eine p-Nullmenge N € X mit A = BUN.
Zeigen Sie, dass

i(A) = u(B) 1)
unabhiingig von der Wahl von B und N ist, also eine Abbildung fi: S — [0, 0]
durch (1)) wohldefiniert ist. Zeigen Sie, dass fi ein Maf ist und i(A) = u(A) fir alle
AeS.

(c) Zeigen Sie, dass eine Teilmenge N C X genau dann eine pu-Nullmenge ist, wenn N
eine ji-Nullmenge ist.
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