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Gruppeniibungen

Aufgabe G19 (Lebesgue-Borel-Maf einiger Teilmengen von R)

Es sei A das Lebesgue-Borel-Ma$ auf (R, B(R)). Berechnen Sie A(A) fiir jede der folgen-
den Mengen A:

0,1[; {0}; Q; [0,1[NnQ; [0,1[\Q.

Losung: Nach Definition des Lebesgue-Borel-Mafles A auf R (vgl. Satz 2.5(a)) gilt
A([a, b]) = b—a fur jedes rechts halboffene Intervall, insbesondere also A([0,1]) =1—-0 =
1.

Da {0} = N,en(0; [ mit A([0,1) < oo und [0,1[ D [0,1/2[ D ---, gilt nach Lem-

ma 2.4 (d)

A({0}) = tim A([0,1/n]) = lm — = 0

n—oo n

(alternativ kann man Folgerung 2.7 benutzen).

Analog ist A({z}) = 0 fiir alle z € R. Da Q eine abzéhlbare unendliche Menge ist, gibt
es eine bijektive Abbildung ¢: N — Q, n +— ¢,. Dann sind {g,} fiir n € N paarweise
disjunkte Mengen mit Vereinigung Q. Aufgrund der o-Additivitét von A gilt also

M@ = A Utn}) = S adah = 0 = 0.

neN

Da [0,1] NQ C Q, liefert die Monotonie des Mafles (Lemma 2.4 (b))
0 < X[0,1[NQ) < XQ) = 0;

also ist A([0,1[NQ) = 0. Da [0, 1] = ([0, 1[\Q) U ([0, 1] N Q) eine Vereinigung disjunkter
Mengen ist, gilt aufgrund der Additivitdt von A (Lemma 2.4 (a))

A([0,1]) :)‘([071[\@) + A([O,l[ﬂ@)
und somit A([0, 1[\Q) = A([0,1]) — A([0,1[NQ) =1-0=1.



Aufgabe G20 (Etwas verzwicktere Teilmengen)
Fiir n € N sei A,, die Menge aller reellen Zahlen im Intervall [0, 1[, deren Dezimalbru-
chentwicklung bis zur Stelle n keine 7 enthélt.

Es sei A die Menge aller reellen Zahlen im Intervall [0, 1], deren Dezimalbruchentwick-
lung keine 7 enthélt.

Es sei B die Menge aller reellen Zahlen im Intervall [0, 1], deren Dezimalbruchentwick-
lung mindestens eine 7 enthélt.

(Hierbei betrachten wir nur Dezimalbriiche ohne Neunerperiode).
Zeigen Sie, dass A,,, A und B Borelmengen sind und berechnen Sie das Lebesgue-Borel-
Maf} dieser Mengen.
Losung: Die Menge J,, := {0, 1,2,3,4,5,6,8,9}" aller n-Tupel aus von 7 verschiedenen
Ziffern hat 9™ Elemente, und es ist
Ay = |J  [0di-edn, 0.dy--edy+1077].
(dl,--~7dn)€Jn

Als endliche Vereinigung halboffener Intervalle ist A,, eine Borelmenge. Da die beteiligten
Intervalle paarweise disjunkt sind, folgt

AAn) = > A[0.dy--vdn, 0.dy--dy +107") = Y 107" = 971077,
(dl,..‘,dn)GJn (d1,...,dn)€Jn

also A(A,) = (35)". Weiter ist A = (,cyAn € B(R), und da Ay 2 Ay 2 -+ und
A(A1) < oo, folgt mit Lemma 2.4 (d)

. b I\ _
ANA) = nh_{glo)\(An) = lim (1—> = 0.

n—oo
Weiter ist B = [0,1[\A € B(R) und A\(B) = A([0,1]) = A(A)=1-0=1.
Aufgabe G21 (Zur MaBdefinition)
(a) (Dirac-MaB). Es sei X eine Menge, z € X und 6,: P(X) — [0, 00] die durch
1 falls z € A;
0x(4) = { 0 fallszg A
definierte Funktion. Priifen Sie nach, dass 0, ein Maf auf (X, P(X)) ist.

(b) Es sei (X,S) ein Messraum und p: S — [0,00] eine o-additive Funktion. Zeigen
Sie: Ist () > 0, so ist u(A) = oo fiir alle A € S.

Losung: (a) Da x € (), ist 0,(0) = 0. Um die o-Additiviit von 0, nachzupriifen, seien
Ay, Ay, ... € P(X) paarweise disjunkte Mengen und A := J, oy An. Falls 2 € A, fiir
ein m € N, so gilt x € A und = € A, fiir n # m, somit

iéx(An) = 5(Am) = 1 =6,(A).
n=1



Ist hingegen x ¢ A, fiir alle n, so ist z ¢ A und 6,(A) =0="> 7 | 6:(A,).

(b) Gegeben A € S setzen wir Ay := A und A,, := 0 fiir n € N mit n > 2. Dann sind die
Mengen A,, paarweise disjunkt, somit aufgrund der o-Additivitdt von p:

(A) = p(UJAn) = DonlAn) = w(A) + 3 u(®) = oo
n=1 n=2

neN



