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9. Übungsblatt zur

”
Reelle Analysis“

Gruppenübungen

Aufgabe G25 (Bildmaße)

Es sei f : (X,S) ! (Y, T ) eine messbare Abbildung zwischen Messräumen und µ ein
Maß auf (X,S). Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung f⇤(µ) : T ! [0,1] , f⇤(µ)(A) := µ(f�1(A))

ist ein Maß auf (Y, T ) (genannt das “Bildmaß von µ unter f .”)

(b) Ist auch (Z,U) ein Messraum und g : (Y, T ) ! (Z,U) messbar, so ist

(g � f)⇤(µ) = g⇤
�
f⇤(µ)

�
.

Lösung: (a) Es ist f⇤(µ)(;) = µ(f�1(;)) = µ(;) = 0. Ist (A
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Also ist f⇤(µ) ein Maß auf (Y, T ).

(b) Für alleA 2 U gilt (g�f)⇤(µ)(A) = µ((g�f)�1(A)) = µ

�
f

�1(g�1(A))
�
= f⇤(µ)

�
g

�1(A)
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=

g⇤(f⇤(µ))(A). Also (g � f)⇤(µ) = g⇤(f⇤(µ)).

Aufgabe G26 (Konvergenz fast überall)

Es sei q : N ! ]0, 1[ \Q, n 7! q

n

eine Bijektion. Zeigen Sie, dass die Reihe
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für �-fast alle x 2 ]0, 1[ gegen eine reelle Zahl konvergiert (hier 1/0 := 1).

Hinweis: In R konvergiert die Reihe für alle x. Ist
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Lösung: Für jedes n 2 N gilt
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Hierbei beruht das erste Gleichheitszeichen auf Satz 3.15 (a), dann wurde Lemma 3.12 (e)
benutzt und schließlich Folgerung 4.16 für das zweite Gleichheitszeichen, zum Um-
schreiben der Lebesgue-Integrale in uneigentliche Riemann-Integrale. Mit Folgerung 3.25
erhält man nun
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unter Benutzung der Summenformel für die geometrische Reihe. Also ist die durch
f(x) :=

P1
n=1

2�np
|x�qn|

2 [0,1] definierte Funktion f : ]0, 1[ ! [0,1] bzgl. �̃ über

]0, 1[ integrierbar und somit f(x) 2 R für �̃-fast alle x 2 ]0, 1[, nach Lemma 3.12 (f). Für
diese x ist die Reihe also in R konvergent.

Aufgabe G27 (Riemann-Integrale als Lebesgue-Integrale)

Berechnen Sie das Lebesgue-Integral
R
[0,1] f d�̃, in dem Sie es auf ein geeignetes Riemann-

Integral zurückführen:

(a) f(x) := x

2 (b) f(x) :=

⇢
cos(x) für x 2 Q \ [0, 1];
x

2 für x 2 [0, 1] \Q.

Lösung: (a) Als stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist f : [0, 1] ! R, x 7!
x

2 Riemann-integrierbar, nach Satz 4.13 also auch Lebesgue-integrierbar mit gleichem
Integral: Z
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Wir könnten hier übrigens auch das Lebesgue-Maß �̃ durch das Lebesgue-Borel-Maß �

ersetzen, da f stetig und somit f : ([0, 1],B([0, 1])) ! (R,B(R)) messbar ist.

(b) Die Funktion f stimmt außerhalb der abzählbaren Menge [0, 1]\Q vom Maß �̃([0, 1]\
Q) = �([0, 1] \ Q) = 0 mit der Funktion g : [0, 1] ! R, g(x) := x

2 überein. Es gilt also

2



f(x) = g(x) fast überall. Da die Lebesgue-Integrale von f und g nach Folgerung 3.18 (c)
übereinstimmen, erhalten wir mit Teil (a):
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