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5. Ubungsblatt zur
»Reelle Analysis*

Hausiibungen

Aufgabe H13 (Urbilder von Mengen; 3 Punkte)
Es sei f: X — Y eine Funktion. Zeigen Sie:
(a) f~HY) =X und f~1(0) = 0.
(b) Sind A C Y und B C Y disjunkt, so sind auch f~!(A) und f~!(B) disjunkt.
(c) Ist Y ein kartesisches Produkt Y = Y7 x Ya, f = (f1, f2) mit den Komponenten
[+ X — Y und sind A; C Y7 und Ay C Y5 Teilmengen, so ist

FTHALx Ag) = [T (A N fH(Ag).

Losung:

(a) Fiir jedes z € X ist f(z) € Y, somit z € f~1(Y) C X. Also f~}(Y) = X. Es ist
1) ={z e X: f(x) €0} =0.
nie erfiillt
(b) Ist z € f~1(A), soist f(z) € A, somit f(x) € B (da ANB = ), somit z & f~(B).
Folglich f~1(A)N f~4(B) = 0.
(¢c) Wir rechnen:

r € fTH A x A)) & f(x) = (fi(), fa(z)) € A1 X Ay & (f1(z) € Ayundfa(x) € As)
& (z € fri (A undx € f7H(A2)) & = € fT (A1) N £y Y (Ag).

Aufgabe H14 (Erzeugendensysteme fiir B(R"); 3 Punkte)
Beweisen Sie Lemma 1.15:

(a) Die Menge &£ := {]a,b[: a,b € Q" mit a, < b, fiir k =1,...,n} aller offenen Qua-
der mit rationalen Eckpunkten ist ein Erzeugendensystem fiir die Borelsche o-
Algebra B(R"), d.h. B(R") = o(&).

(b) Auch die Menge F aller halboffenen Quader erzeugt B(R"™).

Losung: (a) Offensichtlich gilt € C B(R™) und somit o(£) C B(R™). Setze e :=
(1,1,...,1) € R™ Da B(R") = ¢(O) mit O := {U C R": U ist offen}, miissen wir
fir B(R™) C o(€) nur zeigen, dass U € (&) fiir jede offene Menge U C R"™. Da U
offen ist, finden wir fiir jeden Punkt € U ein V > 0 mit |z — Ve,z + Ve[ C U. Fir
k=1,...,n wihlen wir rationale Zahlen aj, € |zy — V, x| und by € |xg, xx + V[. Dann
ist Ja,b] C ]z — Ve,z + Ve[ C U. Folglich ist U die Vereinigung aller in U enthaltenen
offenen Quader mit rationalen Eckpunkten. Da es nur abzihlbar viele solche Quader gibt



und jeder ein Element von o(€) ist, ist auch die abzéhlbare Vereinigung U in o (&), wie
bendtigt.

(b) Da [a, b[= N2, ]a—%e, bl, ist [a, b[€ o (&) fiir jeden halboffenen Quader, also F C ()

und somit o(F) C o(&) = B(R™).

Da Ja,b[= U3, [a + %e, bl, ist Ja, bl€ o(F) fiir jeden offenen Quader, also £ C o(F) und
somit B(R") = o(&) C a(F).

Also gilt o(F) = B(R").

Aufgabe H15 (Messbar oder nicht?)
Ist die folgende Funktion f: (R, B(R)) — (R, B(R)) messbar ?

{ 1/x  fiir x # 0;

flz) = 0 firxz=0

[Hinweis: Wegen Satz 1.25 brauchen Sie nur Urbilder offener Mengen zu betrachten].

Losung: Nach dem in Anschluss an Satz 1.25 diskutierten Spezialfall ist f genau dann
messbar, wenn f~1(W) € B(R) fiir jede offene Menge W C R. Sei also W C R offen.
Da die Einschriinkung f|gx : R* — R stetig ist, ist (f|gpx)"1(W) = f~1(W) NR* offen
in R* und somit offen in R, da R* := R\ {0} offen in R ist.! Somit f~1(W)NR* € B(R).
Die einpunktige Menge {0} ist abgeschlossen in R und daher eine Borelmenge. Also ist
auch

-1 x alls
) = ) o o) ={ D ST o kot

eine Borelmenge.

'Hier geht ein, dass die offenen Teilmengen U von R* von der Form U = R* NV sind, wobei V offen
in R ist. Also ist U offen in R.



