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Hausiibungen

Aufgabe H19 (Approximation durch Stufenfunktionen)

Im Beweis von Satz 3.4 wurden gewisse Stufenfunktionen s, definiert, mit denen man
eine nicht-negative messbare Funktionen approximieren kann.

(a) Berechnen Sie s; fiir f: R — R, f(z) := x?; skizzieren Sie f, s; und ss.
(b) Skizzieren Sie f und s; fiir f: R — R, f(x) : =1+ cos(x).
Losung: (a) Es ist

0 falls |z| <2
si(z) = ¢ 3 falls V2 <[z) <1
1 falls |z| > 1.

Weiter ist

so(z) = 4 1 falls B < 2 < YEI it k€ {0,1,...,7}
2 falls |z > V2.

(b) Die Funktion f (und also auch si) ist 2m-periodisch. Fiir z € [—m, 7| gilt:

falls |z < 5
falls 2 < |z| < 2n
falls |z| € |27, 7).

si(x) =

O N =

Aufgabe H20 (Noch verzwicktere Teilmengen)
Fiir n € N sei 4,, die Menge aller Zahlen im Intervall [0, 1[, deren Dezimalbruchentwick-

lung bis zur Stelle n hochstens eine 4 enthélt.

Es sei B die Menge aller Zahlen im Intervall [0, 1[, deren Dezimalbruchentwicklung min-
destens zwei Vieren enthélt.

Zeigen Sie, dass A,, und B Borelmengen sind und berechnen Sie das Lebesgue-Borel-Maf3
von A,, und B.

Losung: Fir n € N sei J, die Menge aller n-Tupel (di,...,d,) aus Ziffern d; €
{0,1,...,9} derart, dass hochstens eine der Ziffern eine 4 ist. Da es 9" verschiedene



n-Tupel ohne eine 4 gibt und n-9"~! verschiedene n-Tupel mit genau einer 4, ist .J,, eine
Menge mit 9" + n9"~! Elementen. Es ist

Ay = U [0didy, Odyeeedy +107"]
(dl,---7dn)€J7L

Als endliche Vereinigung halboffener Intervalle ist A,, eine Borelmenge. Da die beteiligten
Intervalle paarweise disjunkt sind, folgt
MAn) = Y A[0dy--dy, 0dy - dn +107"]) = (9" +n9") 107",
(d1 ,...,dn)EJn

Es ist A := [,y An die Menge aller Zahlen in [0, 1], deren Dezimalbruchentwicklung
hochstens eine 4 enthélt; da A3 O Ay O -+ und A\(A;) < oo, folgt

MA) = lim M4,) = (9" +n9" 1) . 107" = 0.

lim
n—oo
Man beachte, dass B = [0, 1[\ A. Somit

AB) = A[0,1[) = A(A) = 1-0 = 1.

Aufgabe H21 (Dies und das)
(a) Es sei ¢ das ZshlmaB auf R. Fiir die Mengen A, :=]0, [ gilt offensichtlich

Ay D Ay D A3 D
Berechnen Sie ((A;). Berechnen und vergleichen Sie

lim ¢(4;)  und ¢ (ﬂ An> :

neN
Ist dies ein Widerspruch zu Lemma 2.4 (d)?

(a) Wir statten R mit der Topologie aus, deren Basis gegeben ist durch Mengen der
Form

la,b], [—o0,al, |b,o0]

fir a,b € R. Zeigen Sie, dass diese Basis die gleichen Topologie auf R erzeugt wie
die Metrik aus Aufgabe G17.
Losung:

(a) Fiir jedes n € N ist A,, eine unendliche Menge und somit ((A4,) = oco. Jedoch
MNpen An = Npen]0, 277 [= 0, somit (), An) = ¢(?) = 0. Also

lim ((An) = o0 # 0 = ¢( [ 4n).

n—oo
neN

Da ((A;) = oo, ergibt sich kein Widerspruch zu Lemma 2.4 (d).



(b) Wir nutzen die Notation aus Aufgabe G17. Fiir z € R und ¢ > 0 gilt
Bl(x) = {y € R: |f(y) - fl@)| < e} = 7 (B2 (f(a)
Lisst man 2 und ¢ laufen so bilden die Mengen BY(z) eine Basis der von d indu-

zierten Topologie.
Seien nun a < b € R. Wir setzten ¢ := M und = := f~!(e + f(a)). Es gilt

Ja,bl= £ (0f (@) SOD = £~ (B2 (@)
Setzen wir & := T — f(b) + 1 so gilt

b, oc] = 11050,
Setzen wir € := f(a) — & + 1 so gilt

oc,al= F (=5, f@D = 1~ (B 22 (7))

Dies zeigt direkt, dass die von d induzierte Topologie feiner ist als die in der Auf-
gabenstellung konstruierte. Analog sieht man, dass man jede der Kugeln

1 (B )

als eine Basismenge aus der Aufgabenstellung schreiben kann. Es folgt die Aussage.



