Prof. Dr. Helge Glockner Wintersemester 2014/15
19.01.2015

12. Ubungsblatt zur
»Reelle Analysis*

Hausiibungen

Aufgabe H34 (Eingeschlossene Fliche; 3 Punkte)
Gegeben seien f1: [0,00(—= R, fi(z):= vz und fo: R > R, fo(z) = 1z.
(a) Bestimmen Sie die beiden Schnittpunkte der Funktionen.

(b) Berechnen Sie die Fliche, die die Funktionen einschliefen, mit Hilfe eines Doppelin-
tegrals.

Losung: (a) Wir miissen also 1z = \/z 16sen. Ein Schnittpunkt liegt offensichtlich bei
0. Fiir den anderen Schnittpunkt stellen wir die Gleichung um zu z? = 162 und sehen,
dass der ander Schnittpunkt bei 16 liegt.

(b) Da x < \/z fiir 0 < 2 < 16 gilt, ist die eingeschlossene Fliche durch den Normal-
bereich A := {(z,y) € R?| 0 < z < 16, %x <y < /x} gegeben. Wir berechnen den
Flacheninhalt also mit
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Aufgabe H35 (Volumen eines Rotationskorpers; 3 Punkte)

Es sei 7: R — [0, 00| eine messbare Funktion. Uns interessiert das Volumen des Rotati-

onskorpers
P M = {(z,y,2) eR*: /a2 +y2 <r(2)} = h7([0,00])

mit 7: R® = R, h(z,y, 2) = 7r(z) — V22 + 2.
(a) Zeigen Sie, dass M € B(RB)
(b) Zeigen Sie, dass A3(M) =7 [ 7(2)? dA1(2).
(c) Berechnen Sie fiir a > 0 das Volumen der Menge

M = {(z,y,2) €R®: 2> 1 und /a2 +¢2 < z7°}.

Lo6sung: (a) Die Funktion h ist aus messbaren Funktionen aufgebaut und somit messbar.
Da [0, 0o[€ B(R), folgt M = h=1([0, [) € B(R3).

(b) Fiir 2 € R ist M, = {(z,y) € R?: (z,y,2) € M} = {(z,y) € R?: /a2 +y2 <



7(2)} = K, (»(0) die abgeschlossene Kreisscheibe in R? mit Mittelpunkt 0 und Radius
r(z). Das Prinzip von Cavalieri liefert

200 = [ M0L) @) = [ dalEnn0) dale) = [ a7 d(e).
R R R
Hierbei wurde die (aus der Schule bekannte) Formel \s(Kz(0)) = 7 R? fiir die Kreisfliche

benutzt, die wir gerade in Aufgabe G32(c) (bzw. als Spezialfall dieser Aufgabe) noch
einmal verifiziert haben.

(c) Analog zu Teil (b) erhalten wir
[ee)
As(M) = 77/ 272 4\ (2) = 71'/ 272z
[L00] 1

Fir o # % ist also

n
M(M) = limnw [ 27%*dz
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AT [1 —2aL T 5% 1 2a
_ sa—g falls o> %;
00 falls a < %

Fiir a = $ schlieflich ist A3(M) = 7 [ 1 dz = 0.

Aufgabe H36 (Flicheninhalt; 3 Punkte)
Gegeben Sei das folgende blau umschlossene Gebiet A:

Stellen Sie ein Doppelintegral auf, das den Flidcheninhalt angibt und berechnen Sie das
Integral. Bestimmen Sie anschlieflen den geometrischen Schwerpunkt von A.

Hinweis: Der geometrische Schwerpunkt (zg, ys) ist durch zg = [, zd(z,y) und ys =
% J4yd(z,y) gegeben, wobei I der Flicheninhalt von A ist.

Loésung: Die Grenzen fiir y sind offensichtlich mit 0 < y < 1 gegeben. Anschlieend
stellen wir die gegebenen Gleichungen nach x um und erhalten y — 1 < z < /1T — y. Der
Flacheninhalt ergibt sich also mit
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Nun Berechnen wir xg durch
6 1 Vi-y 6 1 5 6 1 5
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Bei der Berechnung von yg nutzen wir das Integral, das wir beim Flacheninhalt berechnet
haben und partielle Integration:
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