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Gruppeniibungen

Aufgabe G13 (Der Satz vom abgeschlossenem Graphen)
Seien X und Y metrische Rdume und f: X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie:

(a) Ist f stetig so ist Graph(f) abgeschlossen in X x Y.

(b) Ist Y kompakt und Graph(f) abgeschlossen in X x Y so ist f stetig.

(c) Vergleichen Sie diese Resultate mit dem Satz vom abgeschlossenem Graphen aus
der Vorlesung.

Losung:

(a) Sei (Zn,Yn)nen eine Folge in Graph(f) und lim(z,, y,) = (z,y) in X x Y. Nun folgt
(z,y) € Graph(f) mit

y =limy, = limf(an) = f(fL‘)

(b) Nun sei Y kompakt und Graph( f) sei abgeschlossen. Angenommen es gibt eine Folge
(Zn)n in X mit x := limx,, sodass (f(x,)), nicht gegen f(x) konvergiert. Es gibt
ein ¢ > 0, sodass f(z,) ¢ B:(f(z)) fiir unendlich viele n € N. Nach Ubergang zu
einer Teilfolge kénnen wir 0.B.d.A. f(z,) ¢ B:(f(z)) fur alle n € N annehmen. Da
Y kompakt ist gibt es eine Teilfolge (z,, )r und ein y € Y, sodass limy, f(xn, )k = -
Nun gilt aber lim(z,, , f(zn,)) € Graph(f). Da Graph(f) abgeschlossen ist, folgt
(z,y) € Graph(f) und somit

flx)=y= lilgnf(xnk).

Dies ist aber ein Widerspruch.

(c) Der Satz vom abgeschlossenen Graphen aus der Vorlesung benétigt keine Kompakt-
heitseigenschaften, dafiir miissen X und Y Banachrdume sein und f eine lineare
Abbildung.

Aufgabe G14 (Zum Offenheitssatz)

(a) Zeigen Sie ¢! C (2.

(b) Zeigen Sie, dass A: (£1,[[e][1) — (€1, ||e]|;2), © — x eine stetig lineare Bijektion ist.

(c) Zeigen Sie, dass A nicht offen sein kann. Warum ist dies kein Widerspruch zum
Offenheitssatz?

Losung:



(a) Sei x := (z,)n € . Es gilt

o o0 o
doai = larllerl <Y (el - llzly) = llz]f < oo. (1)
k=1 k=1 k=1

(b) Aus (1)) folgt ||Az|3 < ||z[|? und somit ||Az|s < ||z||1. Offensichtlich ist A bijektiv.
(c) Wir zeigen, dass A~! nicht stetig ist. Fiir n € N definieren wir

1 1
o= (zf =1-...,—,0,.
x (xk)kEN ’I’L’ ’TL’ 3
—
n—mal
Wir folgern ||2"||; = 1 und ||z"||2 = -=. Die Folge (2"),en konvergiert also gegen

N
0 in £? aber (Az"),cn konvergiert nicht gegen 0 in £1.
(d) Es handelt sich nicht um einen Widerspruch, da (%, ||||,2) nicht vollstéindig ist.

Aufgabe G15 (Komplementierte Unterrdume von normierten Rdumen)
Seien E ein normierter Raum und F' C FE ein abgeschlossener Untervektorraum.

(a) Zeigen Sie, dass m: E — E/F, v — x + F offen ist. Zeigen Sie auch, dass E/F
vollstandig ist, sofern E vollstdndig ist.

(b) Sei F' nun ein komplementierter Unterraum im Sinne von normierten Rdumen,
d.h. es gibt einen Unterrraum H C FE, sodass F x H — E, (z,y) — = + y ein
Isomorphismus von normierten Rdumen ist. Zeigen Sie E = F x E/F.

Losung:

(a) Wurde bereits in der Vorlesung gezeigt.

(b) Es gilt E = H @ F im Sinne von normierten Réumen. Wir nutzen die iibliche
Notation ¢ = xg + xp fiir die eindeutige Zerlegung eines Vektors x. Es gilt £ =
H x F als topologische Isomorphie von normierten Rdumen. Aus der Linearen
Algebra wissen wir, dass 7|g: H — E/F ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist.
Da ¢| g stetig ist, reicht es zu zeigen, dass 7|g auch offen ist. Sei r > 0. Wir zeigen,
dass 7(B(0)) eine 0-Umgebung ist. Die Abbildung £ — F x H, x + (zp,zq)
ist stetig in 0. Wir finden also ein § > 0, sodass max(|yx||, [|yr|]) < r fir alle
y € BE(0). Wir zeigen:

B3, (0) € =(BY(0)

Sei z + F € Bf/QF(O). Dann gibt es ein v € F, sodass ||z + v|| < 0. Damit gilt

|lzg + (zp 4+ v)|| < 6 und somit ||xg|| < r. Offensichtlich gilt 2 + F = w(xg).
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