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Gruppeniibungen

Aufgabe G19 (Adjungierte Abbildung)

Seien E und F' Banachridume und A: E — F eine stetig linerare Abbildung. Zudem sei
A’ ein topologischer Isomorphismus von normierten Riumen. Zeigen Sie, dass auch A
ein topologischer Isomorphismus von normierten Réumen ist.

Lésung: Da A’ ein topologischer Isomorphismus ist folgt, dass A” ein topologischer
Isomorphismus ist. Aus dem Diagramm

E A F
ig \L iZF
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folgt die Injektivitdt von A. Nutzen wir die Identifikationenen E = im(ig) bzw. F =
im(ip) so sehen wir A”(E) = A(E) C F C F”. Da E ein Banachraum ist, folgt, dass E
abgeschlossen in E” ist. Somit ist A”(FE) = A(F) C F abgeschlossen in F”. Es folgt, dass
A(FE) abgeschlossen in F' ist. Die Surjektivitit von A folgt nun aus G17. Die Offenheit
folgt aus dem Offenheitssatz.

Aufgabe G20 (Punktweise Grenzwerte)

Seien E ein Banachraum und F ein normierter Raum. Zudem Sei (A;)necn eine Folge
L(E, F), die gegen eine Funktion A: F — F konvergiert.

(a) Zeigen Sie, dass aus diesen Voraussetzungen A € L(E, F) folgt. Das heifit punkt-
weise Grenzwerte von stetig linearen Funktionen auf Banachrdumen sind stetig.
(b) Gilt im Allgemeinen auch lim,,_,o A, = A im Raum (L(E, F), [[e||op)?
(c) Wie sieht die Situation aus wenn F und F endlich-dimensional sind?
Loésung:
(a) Offensichtlich ist {A,, : n € N} punktweise beschréinkt. Aus dem Satz iiber gleichmé&fi-

ge Beschranktheit folgern wir die Existenz eines M > 0 mit M > || A, || fiir alle
n € N. Offensichtlich ist A linear. Sei nun v € E. Es gilt

[Av[| = Tim [| Apol| < lim Mjv]| = M[o].

Es folgt die Stetigkeit von A.



(b) Die Aussage ist falsch. Wir geben ein Gegenbeispiel. Fiir n € N sei A,: 2 — (2
definiert durch

An(x1,29,...) = (21,22, ..., Tpn,0...).

Punktweise konvergiert die Folge A,, gegen die Identitét. Jedoch gilt |4, —id || =1
fiir alle n € N.

(c¢) Sind E und F' endlich-dimensional so gilt L(E,F) = K™™ fiir passende n,m.
Auf K™™ ist die Operatornorm #quivalent zur der Maximumsnorm. D.h. ||A —
Agllop — 0 genau dann wenn limy pr;(A — Ag)(e;) = 0 fiir alle i € {0,...,m} und
j € {0,...,n}. Aus punktweiser konvergenz einer Funktionenfolge folgt aber die
gleichméBige Konvergenz auf endlichen Teilmengen. Damit gilt limy(A—Ag)(e;) =0
fir alle ¢ € {0,...,m}.

Aufgabe G21 (Orthogonale Komplemente)

Sei F' ein Unterrraum eines Hilbertraums H. Zeigen Sie F = (F4)*.

Lésung: Sei z € F. Dann gibt es ) € (FY) und 2, € (F1)*, sodass x = T+ L.
Wir rechnen

0= (z, ) = (), z)) + (&L, @) = [l ||*-

Wir erhalten x| = 0. Somit gilt » = z, € (F+)+. Da (F1)+ abgeschlossen ist, folgt
F C (F*)*t. Nun verwenden wir, dass F ein Untervektorraum ist. F ist dann nidmlich
ein abgeschlossener Untervektorraum. Sei nun x € (F1)+. Dann gibt es x| € F und

T € FL C Ft, sodass = = z|+xL. Es gilt
0= (z,z1) = (2, 21) + (xL,x1) = oL

Somit folgt z; = 0. Wir folgern z = x| € F.
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