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Gruppeniibungen

Aufgabe G34 (Kompaktifizierung lokalkompakter Rédume)

Zunichst fithren wir eine Definition ein:

Definition. Fiir einen Hausdorfschen topologischen Raum X heifit ein Paar (Y,t) be-
stehend aus einem kompakten Raum Y und einer stetigen Abbildung ¢: X — Y Kom-
paktifizierung von X, wenn ¢(X) dicht in Y liegt.

Nun kommen wir zur Aufgabe:

(a) Sei X ein Hausdorfscher topologischer Raum mit der Topologie O. Des weiteren sei
w ¢ X ein beliebiges Element und X* := X U {w}. Wir definieren

O*:=0U{X*\ A: AC X kompakt}.

Zeigen Sie, dass (X*,O*) einen quasikompakten topologischen Raum bildet und
die Inklusion ¢: X — X™* eine topologische Einbettung mit offenem Bild ist.

(b) Zeigen Sie, dass ¢ genau dann dichtes Bild hat, wenn X nicht kompakt ist.

(c) Zeigen Sie, dass X* genau dann ein Hausdorfraum ist, wenn X lokalkompakt ist.
Also ist (X*,¢) genau dann eine Kompaktifizierung von X, wenn X ein nicht kom-
pakter lokalkompakter Raum ist. In diesem Fall nennt man (X*,.) die Einpunkt-
kompaktifizierung bzw. Alexandroff-Kompaktifizierung von X.

(d) Zeigen Sie, dass R* homoomorph zu S! ist.

Losung:

(a) Offensichtlich gilt X* = X*\ 0,0 € O*. Seien U,V € O*. Wir zeigen U NV € O*.
Der Fall U,V € O ist klar. Sei U € O und V = X* \ A fir A wie oben. Dann
UNV =UnNn(X\A) € O C O* Esfehlt der Fall U = X*\ A1,V = X*\ A
mit Ay, A wie oben. Es gilt UNV = X \ (A; U A3) € O*. Um zu sehen, dass
O* abgeschlossen gegeniiber beliebigen Vereinigungen ist machen wir die folgende
Bemerkung: Sein I und J Mengen. Fiir j € J sei A; wie oben und fiir i € I sei
Ui € 0. O.B.d.A. sefen I, J # (). Wir definieren A :=(;c; und U := {J;¢; U; und

rechnen

Uuiu X\ A=UuX*\4) = X"\ (X*\UNA)=X*\ (X \U)NA) € O".
i€l jeJ



Nun zeigen wir, dass X* quasikompakt ist. Sei X* = (J,c; U;. Es gibt ein iy € I,
sodass w € U;,. Dann gibt es A C X kompakt mit U;, = X*\ A. Es gilt A C UﬁéiO U.
Wir finden eine endliche Teiliiberdeckung, sodass A C U?:1 U;;. Wir folgern

X*:AUX*\AQ UUijUUiO'
j=1

Offensichtlich ist ¢ offen aufs Bild und hat offenes Bild. Die Stetigkeit von ¢ ist auch
klar.

(b) {X*\ A:AC X kompakt} ist eine Umgebungsbasis von w. Angenommen X ist
nicht kompakt. Sei A C X kompakt. Dann ist X'\ A # (). Somit gilt XN (X™*\ A) # 0.
Es folgt, dass X dicht liegt. Angenommen, dass X dicht liegt. Ware X kompakt,
dann wire X*\ X = {w} eine w-Umgebung. Es folgt, dass X nicht dicht liegt. Dies
ist ein Widerspruch.

(c) Sei X lokalkompakt und x € X. Dann finden wir eine kompakte z-Umgebung
V C X. X*\ V ist eine w-Umgebung. Es folgt, dass X* Hausdorf ist. Sei nun X*
Hausdorf. Wir wissen, dass X* kompakt ist. Damit ist X* auch lokalkompakt. Da
X offen in X* liegt, folgt, dass auch X lokalkompakt ist.

(d) Sei ¢: R —]0, 1] ein Homéomorphismus. Die Abbildung

: R* > S z— {627”%0(%‘) o e R
l:z=w.

ist bijektiv. Wir wollen zeigen, dass 7 stetig ist. Da R* das erste Abzéhlbarkeitsaxi-
om erfiillt, reicht es die Folgenstetigkeit zu tiberpriifen. Auflerdem reicht es die
Stetigkeit in w zu testen. Sei z,, — w mit z,, # w und € > 0. Es gibt § > 0, sodass
|e?™ — 1| < ¢ fiir alle y € R mit |y — 0] < § oder [y —1] < 6. A= o 1([§,1—4]) ist
kompakt in R. Es gibt ein N € N, sodass z,, ¢ K fiir allen > N. Also |7(z,)—1| < €.
Da R* kompakt ist, folgt, dass 7 ein Homdomorphismus ist.

Aufgabe G35 (Der Raum der Folgen ist nicht normierbar)

Zeigen Sie, dass es keine Norm auf RN gibt die die gegebene Produkttopologie be-
schreibt.

Lésung: Angenommen es gibe eine Norm ||| die die Topologie von RN beschreibt.
Dann wire die Kugel B;(0) eine offene 0-Umgebung. Jedoch bilden Mengen der Form
[I,en An mit A, # R fiir nur endlich viele n € N eine Basis der Topologie. Also enthilt
Bj1(0) einen echten Unterraum. Insbesondere existiert v # 0 mit Rv C B;(0). Es gilt
aber ||[\v|| = A|jv|| — oc.

Aufgabe G36 (Quotientenabbildungen)

Seien X und Y topologische Rdume und ¢q: X — Y eine Quotientenabbildung. Zudem sei
Z CY eine Teilmenge. Zeigen Sie, dass q| qul( 2 q¢ 1 (Z) = Z eine Quotientenabbildung
ist, wenn



(i) ¢ eine abgeschlossene Abbildung ist.
(ii) Z offen oder abgeschlossen ist.

Loésung:

(a) Da q]qZ_l ) ¢ 1(Z) — Z noch immer eine abgeschlossene Abbildung ist folgt die
Aussage.

(b) Seien Z offen und ¢ := q\qZ_l(Z). Zudem sei U C Z, sodass g1 (U) C ¢~ 1(Z) offen
ist. Es folgt, dass ¢~!(U) C X offen ist. Dmait ist U C Y offen. Es folgt, dass U in
Z offen ist. Denn Fall, dass Z abgeschlossen ist, behandelt man analog.
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