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Das vorliegende Skript ist ein Begleittext zur genannten Vorlesung an der
Universität Paderborn im Sommersemester 2023, für Studierende in den
Masterstudiengängen Mathematik und Technomathematik. Ziel der Vor-
lesung war es, eine Einführung in elementare Homotopietheorie zu geben im
Hinblick auf Anwendungen in der unendlichdimensionalen Topologie (und
insbesondere in die Homotopietheorie von Zellenkomplexen einzuführen).
Unter anderem wurde ausgewähltes Material aus Allen Hatchers Buch “Al-
gebraic Topology” behandelt, oft mit expliziteren Beweisen. Für Skizzen und
Diagramme sei auf die Vorlesung verwiesen, wie auch für die Beweise zum
Stoff der ersten vier Vorlesungswochen.
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§4 Die geschlossenen Flächen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
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selle Überlagerungen

§7 Die Fundamentalgruppe des Kreises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

Beweis, dass π1(S1, x0) ∼= (Z,+); Anwendung: Intrinsische Charakterisierung
der Randpunkte einer abgeschlossenen Halbebene

§8 Mehr über Retrakte und Homotopien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

Weitere Grundbeispiele von Retrakten; Homotopie-Fortsetzungseigenschaft
und Anwendungen, insbesondere auf Abbildungszylinder und CW-Paare
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Satz von Whitehead (Homotopieäquivalenzen = schwache Homotopieäqui-
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Vorwort

Dieses Vorlesungsskript ergänzt eine Vorlesung zum Thema “Unendlich-
dimensionale Topologie” vom Sommersemester 2023, indem es alle dort gege-
benen Definitionen, Fakten und Beispiele festhält und für den technischeren
Hauptteil des Stoffs auch detaillierte Beweise.

Es stellte sich als sinnvoll heraus, zunächst allgemeine topologische Grund-
lagen bereitzustellen, insbesondere zu finalen Topologien und Quotienten-
topologien.

Das eigentliche Ziel der Vorlesung war es dann, eine Einführung in Homo-
topietheorie zu geben (und insbesondere in die Homotopietheorie von Zel-
lenkomplexen) im Hinblick auf Anwendungen in der unendlich-dimensionalen
Topologie. Zellenkomplexe spielen dort eine wichtige Rolle, denn ein (hier
nicht bewiesenes) Resultat von Palais besagt, dass jede metrisierbare, auf
lokal konvexen topologischen Vektorräumen modellierte topologische Man-
nigfaltigkeit M durch einen simplizialen Komplex dominiert wird und somit
durch einen Zellenkomplex. Folglich ist M homotopieäquivalent zu einem
Zellenkomplex und daher zum Beispiel genau dann kontrahierbar, wenn

πk(M) = {0} für alle k ∈ N0.

Diese wichtige Tatsache wird in der Literatur häufig benutzt, etwa im Beweis
des Satzes von Kuiper, der besagt, dass für jeden unendlich-dimensionalen
separablen komplexen Hilbertraum H die unitäre Gruppe

U(H) := {T ∈ B(H) : T ∗T = TT ∗ = idH}

kontrahierbar ist.1 Diese ist eine auf dem reellen Banachraum

{T ∈ B(H) : T ∗ = −T}

der schief-hermiteschen Operatoren modellierte topologische Mannigfaltigkeit;
sie ist metrisierbar als Teilmenge des Banachraums (B(H), ‖ · ‖op) der be-
schränkten linearen Operatoren T : H → H.

Auch einige klassische Fakten wurden in der Vorlesung bewiesen und Berech-
nungen durchgeführt, etwa die Berechnung der Homotopiegruppen πk(Sn) der

1Siehe Kuiper, N. H., The homotopy type of the unitary group of Hilbert space, Topology
3 (1965), 19–30.
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Sphären für k ≤ n.

Während in der Vorlesung im Wesentlichen alles hier präsentierte Material
(außerhalb der Anhänge und ohne Sternchen) auch bewiesen wurde, werden
zu Beginn des Skripts (vor allem in den Kapiteln 1 und 2) meist nur Defini-
tionen, Beispiele und Ergebnisse festgehalten. Später, sobald es technischer
wird, ist das Skript vollständig.

Das Skript beinhaltet keinerlei Graphiken und Skizzen, die gerade für die
Topologie natürlich wichtig und hilfreich sind und an der Tafel häufig gegeben
wurden. Ein Blick in das Buch von Hatcher, das für die Vorlesung eine
wichtige Quelle war, kann in dieser Hinsicht hilfreich sein (relevant sind vor
allem die Seiten 1–10, 14–17, 40–46, 50–51, 337–351, 360–362, 375–377 und
Seite 379).

Hatchers Buch verfolgt einen anschaulich-geometrischen Zugang und ist oft
recht knapp. Ergänzend zu solchen Kurzbeschreibungen in Worten ist es
auch ein Ziel des Skriptes, durchweg (oder jedenfalls meistens) Beweise in
konkreten Formeln zu geben.2

Die Vorlesung beabsichtigte keine Einführung in Algebraische Topologie über
Homotopietheorie hinaus: weder Homologietheorien noch Kohomologie
wurden behandelt und aus Zeitgründen auch nicht typische klassische An-
wendungen. Aber wenigstens ein Spezialfall von Gebietsinvarianz wurde
bewiesen (eine intrinsische Beschreibung der Randpunkte eines Halbraums
in Rn). Ersetzt man Rn durch einen unendlich-dimensionalen Banachraum
oder Fréchetraum E, kann es übrigens nichts Entsprechendes geben, denn
jede abgeschlossene konvexe Teilmenge A ⊆ E mit nicht-leerem Inneren ist
zu E homöomorph.3

Die als separates pdf-File ausgelagerten Übungsaufgaben sind ein integraler
Bestandteil des Skripts.

2Eine Ausnahme bildet die nur oberflächliche Diskussion geschlossener Flächen.
3Siehe Theorem 62 in Kapitel VI von C. Bessaga und A. Pe lczyński, “Selected Topics

in Infinite-Dimensional Topology,” PWN, Warschau, 1975.
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1 Topologische Grundlagen

Dieses Kapitel ist Grundlagen der mengentheoretischen Topologie gewidmet,
die für die algebraische Topologie von Nutzen sind. Das Kapitel umfasst
alles, was wir benötigen werden.

Topologische Räume und stetige Funktionen

Definition 1.1 Es sei X eine Menge. Eine Menge O von Teilmengen V ⊆ X
wird eine Topologie auf X genannt, wenn gilt:

(O1) Es gilt ∅ ∈ O und X ∈ O.

(O2) Für jede Familie (Vj)j∈J von Mengen Vj ∈ O gilt
⋃
j∈J Vj ∈ O.

(O3) Für alle V,W ∈ O ist V ∩W ∈ O.

Man nennt dann (X,O) einen topologischen Raum; die Mengen V ∈ O wer-
den offene Teilmengen von X genannt. Gegeben x ∈ X nennt man eine
Teilmenge V ⊆ X eine offene Umgebung von x in X, wenn V offen ist und
x ∈ V . Eine Teilmenge von X wird Umgebung von x genannt, wenn sie
eine offene x-Umgebung enthält. Eine Teilmenge A ⊆ X wird abgeschlossen
genannt, wenn ihr Komplement X \ A offen ist. Ein topologischer Raum
(X,O) wird Hausdorffsch genannt, wenn für je zwei Punkte in X disjunkte
Umgebungen existieren, d.h. für alle x, y ∈ X mit x 6= y existiert eine x-
Umgebung U und eine y-Umgebung V mit U ∩ V = ∅.

Definition 1.2 Eine Funktion f : X → Y zwischen topologischen Räumen
wird stetig genannt, wenn f−1(V ) in X offen ist für jede offene Teilmenge V
von Y .

Genau dann ist f stetig, wenn f−1(A) in X abgeschlossen ist für jede abge-
schlossene Teilmenge A von Y .

Lemma 1.3 Sind f : X → Y und g : Y → Z stetige Abbildungen zwischen
topologischen Räumen, so ist auch die Komposition

g ◦ f : X → Z, x 7→ g(f(x))

stetig.
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Induzierte Topologie

Definition 1.4 Ist (X,O) ein topologischer Raum und Y ⊆ X eine Teil-
menge, so ist

OY := {Y ∩ V : V ∈ O}

eine Topologie auf Y . Man nennt diese die von X auf Y induzierte Topologie.
Wenn nicht anderes gesagt wird, versehen wir Y immer mit der induzierten
Topologie OY . Die Mengen W ∈ OY werden relativ offene Mengen genannt
oder kurz: offen in Y . Die abgeschlossenen Teilmengen des topologischen
Raums (Y,OY ) werden relativ abgeschlossen genannt oder kurz: abgeschlossen
in Y .

Bemerkung 1.5 Per Definition ist eine Teilmenge W ⊆ Y genau dann re-
lativ offen, wenn W = Y ∩ V für eine offene Teilmenge V ⊆ X. Man kann
zeigen, dass eine Teilmenge A ⊆ Y genau dann relativ abgeschlossen ist,
wenn A = Y ∩B für eine abgeschlossene Teilmenge B von X (Übung).

Lemma 1.6 Es sei X ein topologischer Raum und Y ⊆ X eine Teilmenge,
versehen mit der induzierten Topologie. Dann gilt:

(a) Die Inklusion i : Y → X, y 7→ y ist stetig.

(b) Ist f : X → Z eine stetige Funktion in einen topologischen Raum Z, so
ist auch die Einschränkung f |Y : Y → Z, y 7→ f(y) stetig.

(c) Ist Z ein topologischer Raum und f : Z → X eine Funktion mit Bild
f(Z) ⊆ Y , so ist f genau dann stetig, wenn die Ko-Einschränkung

f |Y : Z → Y, z 7→ f(z)

stetig ist.

Lemma 1.7 (Klebelemma) Es seien X und Y topologische Räume und
f : X → Y eine Abbildung. Sind A1 und A2 abgeschlossene Teilmengen
von X mit X = A1 ∪ A2 und sind die Einschränkungen f |A1 : A1 → Y und
f |A2 : A2 → Y stetig bezüglich der jeweiligen induzierten Topologie, so ist f
stetig.
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Produkttopologie

Definition 1.8 Sind (X1,O1) und (X2,O2) topologische Räume, so ist

O := {V ⊆ X1 ×X2 : (∀x ∈ V )(∃V1 ∈ O1)(∃V2 ∈ O2) x ∈ V1 × V2 ⊆ V }

eine Topologie auf dem kartesischen Produkt X1 × X2. Man nennt O die
Produkttopologie auf X1×X2. Wir versehen X1×X2 stets mit dieser Topolo-
gie, wenn nichts anderes gesagt wird. Für alle W1 ∈ O1 und W2 ∈ O2 ist
die Menge W1 ×W2 in O; solche Mengen W1 ×W2 nennt man auch offene
Kästchen.

Lemma 1.9 Es seien (X1,O1) und (X2,O2) topologischer Räume. Versehen
wir X1 ×X2 mit der Produkttopologie, so gilt:

(a) Die Projektion pr1 : X1 × X2 → X1, (x1, x2) 7→ x1 ist stetig und auch
die Projektion pr2 : X1 ×X2 → X2, (x1, x2) 7→ x2.

(b) Für jeden topologischen Raum Y ist eine Abbildung

f = (f1, f2) : Y → X1 ×X2, y 7→ (f1(y), f2(y))

genau dann stetig, wenn beide der Komponenten f1 : Y → X1 und
f2 : Y → X2 stetige Funktionen sind.

(c) Für alle x1 ∈ X1 ist die Funktion X2 → X1 ×X2, x2 7→ (x1, x2) stetig.
Entsprechend mit vertauschten Rollen von X1 und X2.

Die folgende oft benutzte Tatsache wird in der Übung bewiesen.

Lemma 1.10 Es seien (X1,O1) und (X2,O2) topologische Räume und O
die Produkttopologie auf X := X1 × X2. Gegeben Teilmengen Y1 ⊆ X1 und
Y2 ⊆ X2 sei Y := Y1×Y2 und OY die von (X,O) auf Y induzierte Topologie.
Schreiben wir (Oj)Yj für die von Xj auf Yj induzierte Topologie für j ∈ {1, 2},
so können wir Y auch mit der Produkttopologie T versehen, als Produkt von
(Y1, (O1)Y1) und (Y2, (O2)Y2). Dann gilt OY = T .
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Homöomorphismen, topologische Einbettungen, offene
und abgeschlossene Abbildungen

Definition 1.11 Es seien X und Y topologische Räume und f : X → Y
eine Abbildung.

(a) Ist f bijektiv und sind f sowie die Umkehrfunktion f−1 : Y → X stetig,
so nennt man f einen Homöomorphismus.

(b) Ist f(U) offen in Y für jede offene Teilmenge U ⊆ X, so wird f eine
offene Abbildung genannt.

(c) Ist f(A) abgeschlossen in Y für jede abgeschlossene Teilmenge A ⊆ X,
so wird f eine abgeschlossene Abbildung genannt.

(d) Ist die Ko-Einschränkung f |f(X) : X → f(X), x 7→ f(x) ein Homöo-
morphismus, so nennt man f eine topologische Einbettung (oder auch:
einen Homöomorphismus auf das Bild).

Zwei topologische Räume X und Y werden homöomorph genannt (und man
schreibt X ∼ Y ), wenn ein Homöomorphismus f : X → Y existiert.

Homöomorph zu sein ist eine Äquivalenzrelation auf der Klasse der topolo-
gischen Räume.

Bemerkung 1.12 Für die Zwecke der Topologie sehen zueinander homöo-
morphe topologische Räume X und Y “gleich aus.” Alles, was wir (nur unter
Benutzung offener und abgeschlossener Teilmengen) für X zeigen können, gilt
auch für Y und umgekehrt.

Beispiel 1.13 Für alle topologischen Räume X1 und X2 sind für j ∈ {1, 2}
die Projektionen

prj : X1 ×X2 → Xj, (x1, x2) 7→ xj

offene Abbildungen.
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Inneres, Abschluss und Rand einer Teilmenge

Für Teilmengen von Rn (oder Teilmengen metrischer Räume) sind Ihnen die
folgenden Begriffe aus der Analysis 2 bekannt.

Definition 1.14 Es sei (X,O) ein topologischer Raum und M ⊆ X.

(a) Das Innere M0 von M ist definiert als die Vereinigung

M0 :=
⋃
V ∈O:
V⊆M

V

aller in M enthaltenen offenen Teilmengen von M .

(b) Der Abschluss M von M ist definiert als der Durchschnitt

M :=
⋂

A⊆X abg.:
M⊆A

A

aller M enthaltenden abgeschlossenen Teilmengen von M .

(c) Der Rand ∂M von M ist definiert als

∂M := M \M0 .

Bemerkung 1.15 (a) Als Vereinigung offener Mengen ist M0 offen; es ist
M0 die größte in M enthaltene offene Teilmenge von X.

(b) Als Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist M abgeschlossen; es ist
M die kleinste M enthaltende abgeschlossene Teilmenge von X.

(c) ∂M = M \M0 = M ∩ (X \M0) ist abgeschlossen.

Folgende Charakterisierungen beweist man wie im Rn; wir überspringen sie.

Lemma 1.16 Es sei X ein topologischer Raum, M ⊆ X eine Teilmenge
und x ∈ X. Dann gilt:

(a) Genau dann ist x ∈M0, wenn M eine Umgebung von x ist.

(b) Genau dann ist x ∈M , wenn M ∩ V 6= ∅ für jede Umgebung V von x
in X.
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(c) Genau dann ist x ∈ ∂M , wenn M ∩ V 6= ∅ und (X \M) ∩ V 6= ∅ für
jede Umgebung V von x in X.

Beweis. (a) Ist x ∈ M0, so ist die offene Menge M0 und somit M ⊇
M0 eine x-Umgebung. Ist M eine x-Umgebung, so existiert eine offene
x-Umgebung V in X mit V ⊆ M . Dann ist V ⊆ M0, also M0 eine x-
Umgebung.

(b) Ist nicht x ∈ M , so ist x ∈ X \M , also V := X \M eine offene x-
Umgebung mit V ∩M ⊆ V ∩M = ∅. Umgekehrt: Gibt es eine x-Umgebung
V mit M ∩V = ∅, so sei W ⊆ X eine offene x-Umgebung mit W ⊆ V . Dann
ist M ∩W = ∅, also M in der abgeschlossenen Menge X \W enthalten und
folglich M ⊆ X \W . Da x ∈ W , folgt x 6∈M .

(c) Ist x ∈ ∂M , so ist x ∈ M . Nach (b) ist für jede x-Umgebung V also
V ∩ M 6= ∅. Da x 6∈ M0, kann nach (a) nicht V ⊆ M sein, es gilt also
V ∩ (X \ M) 6= ∅. Gilt für jede x-Umgebung V sowohl V ∩ M 6= ∅ und
V ∩ (X \M) 6= ∅, so ist x ∈ M nach (b) und es ist kein V in M enthalten,
also x 6∈M0 nach (a). Folglich ist x ∈M \M0 = ∂M . 2

Kompakte topologische Räume

Definition 1.17 Es sei X ein topologischer Raum. Eine Familie (Vj)j∈J von
Teilmengen Vj ⊆ X wird offene Überdeckung von X genannt, wenn jedes Vj
eine offene Teilmenge von X ist und X =

⋃
j∈J Vj.

Definition 1.18 Ein topologischer Raum K heißt kompakt, wenn für jede
offene Überdeckung (Vj)j∈J von K eine endliche Teilüberdeckung existiert,
d.h. es existiert eine endliche Teilmenge Φ ⊆ J derart, dass X =

⋃
j∈Φ Vj.

Bemerkung 1.19 Wir folgen hier dem englischen Sprachgebrauch. In Frank-
reich und Deutschland wird ein topologischer Raum wie in Definition 1.18
üblicherweise quasikompakt genannt; nur Hausdorffsche quasikompakte topo-
logische Räume werden kompakt genannt. Davon abweichend arbeiten wir
mit Definition 1.18 und setzen die Hausdorff-Eigenschaft nicht voraus. Wird
die Hausdorff-Eigenschaft verlangt, wird dies explizit gesagt.

Definition 1.20 Es sei X ein topologischer Raum und K ⊆ X eine Teil-
menge. Eine Familie (Wj)j∈J von Teilmengen Wj ⊆ X wird eine offene
Überdeckung von K in X genannt, wenn jedes Wj offen in X ist und K ⊆⋃
j∈JWj.

13



Lemma 1.21 Es sei X ein topologischer Raum und K ⊆ X eine Teilmenge.
Dann sind äquivalent:

(a) K ist kompakt in der von X induzierten Topologie.

(b) Jede offene Überdeckung (Wj)j∈J von K in X hat eine endliche Teil-
überdeckung, d.h. es existiert eine endliche Teilmenge Φ ⊆ J derart,
dass K ⊆

⋃
j∈Φ Wj.

Der folgende Satz sammelt wichtige elementare Fakten.

Satz 1.22 Ist K ein kompakter topologischer Raum, so gilt:

(a) Ist f : K → Y eine stetige Abbildung in einen topologischen Raum Y ,
so ist f(K) kompakt in der von Y induzierten Topologie. (Kurz: Stetige
Bilder kompakter Räume sind kompakt).

(b) Jede abgeschlossene Teilmenge A ⊆ K ist kompakt.

(c) Ist K eine Teilmenge eines Hausdorffschen topologischen Raums X,
die in der induzierten Topologie kompakt ist, so ist K abgeschlossen
in X.

Satz 1.23 Es sei f : K → Y eine stetige Abbildung von einem kompak-
ten topologischen Raum K in einen Hausdorffschen topologischen Raum Y .
Dann ist f eine abgeschlossene Abbildung.

Folgerung 1.24 Es sei f : K → Y eine bijektive stetige Abbildung von
einem kompakten topologischen Raum K in einen Hausdorffschen topologi-
schen Raum Y . Dann ist f−1 : Y → X stetig, also f ein Homöomorphismus.

Folgerung 1.25 Es sei f : K → Y eine injektive stetige Abbildung von
einem kompakten topologischen Raum K in einen Hausdorffschen topolo-
gischen Raum Y . Dann ist f eine topologische Einbettung.

Definition 1.26 Im Folgenden bezeichne ‖·‖2 die euklidische Norm auf Rn,

‖x‖2 :=
√
x2

1 + · · ·+ x2
n

für x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Man nennt

Sn−1 := {x ∈ Rn : ‖x‖2 = 1}
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die (n− 1)-Sphäre. Wir schreiben

Dn := {x ∈ Rn : ‖x‖2 ≤ 1}

für die abgeschlossene Einheitskugel in Rn bezüglich der euklidischen Norm.

Beispiel 1.27 Ist K ⊆ Rn eine kompakte Teilmenge mit nicht-leerem In-
neren K0 6= ∅, so ist der Rand ∂K von K homöomorph zur (n− 1)-Sphäre,

∂K ∼ Sn−1.

Ist 0 ∈ K9, so ist

h : ∂K → Sn−1, x 7→ 1

‖x‖2

x

ein Homöomorphismus.

Wir erwähnen ein weiteres Resultat über kompakte topologische Räume,
das Lemma von Wallace (auch Satz von Wallace genannt); in der Vorlesung
überspringen wir es zunächst.

Lemma 1.28 Es seien X1 und X2 topologische Räume und K1 ⊆ X1 sowie
K2 ⊆ X2 kompakte Teilmengen. Ist V ⊆ X1×X2 offen in der Produkttopolo-
gie und K ⊆ V , so gibt es offene Teilmengen V1 ⊆ X1 und V2 ⊆ X2 derart,
dass

K1 ⊆ V1, K2 ⊆ V2 und V1 × V2 ⊆ V.

Beweis. Die Aussage ist trivial, wenn K1 = ∅ oder K2 = ∅. Seien nun K1

und K2 nicht leer. Da V in X1 × X2 mit der Produkttopologie offen ist,
gibt es zu x ∈ K1 und y ∈ K2 eine offene x-Umgebung Px,y und eine offene
y-Umgebung Qx,y derart, dass

Px,y ×Qx,y ⊆ V.

Für festes x ist (Qx,y)y∈K2 eine offene Überdeckung von K2; es existiert also
eine endliche Teilmenge Ψ(x) ⊆ K2 derart, dass

K2 ⊆
⋃

y∈Ψ(x)

Qx,y =: Qx .

Dann ist Ψ(x) 6= ∅ und es ist

Px :=
⋂

y∈Ψ(x)

Px,y
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eine offene x-Umgebung. Da K1 kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge
Φ ⊆ K1 mit

K1 ⊆
⋃
x∈Φ

Px =: P .

Dann ist Φ 6= ∅ und Q :=
⋂
x∈Φ Qx eine offene Teilmenge von X2 mit K2 ⊆ Q.

Per Konstruktion ist

P ×Q =
⋃
x∈Φ

(Px ×Q) ⊆
⋃
x∈Φ

(Px ×Qx) =
⋃
x∈Φ

⋃
y∈Ψ(x)

(Px ×Qx,y)

⊆
⋃
x∈Φ

⋃
y∈Ψ(x)

(Px,y ×Qx,y) ⊆ V.

2

Wir benötigen auch einen Spezialfall des Satzes von Tychonoff.

Satz 1.29 Sind K1 und K2 kompakte topologische Räume, so ist K1 × K2

kompakt bezüglich der Produkttopologie.

Beweis. Die Aussage ist trivial, wenn K1 = ∅ oder K2 = ∅. Seien nun K1

und K2 nicht leer. Ist (Vj)j∈J eine offene Überdeckung von K1 ×K2, so gibt
es für alle (x, y) ∈ K1×K2 ein j(x, y) ∈ J mit (x, y) ∈ Vj(x,y). Per Definition
der Produkttopologie gibt es eine offene x-Umgebung Px,y ⊆ K1 und eine
offene y-Umgebung Qx,y ⊆ K2 derart, dass

Px,y ×Qx,y ⊆ Vj(x,y) .

Für festes x ∈ K2 ist (Qx,y)y∈K2 eine offene Überdeckung von K2. Da K2

kompakt ist, gibt es also eine endliche Teilmenge Ψ(x) ⊆ K2 derart, dass

K2 =
⋃

y∈Ψ(x)

Qx,y .

Dann ist Px :=
⋂
y∈Ψ(x) Px,y eine offene x-Umgebung in K1, also (Px)x∈K2

eine offene Überdeckung von K1. Da K1 kompakt ist, gibt es eine endliche
Teilmenge Φ ⊆ K1 mit

K1 =
⋃
x∈Φ

Px .
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Dann bilden die Mengen Vj(x,y) mit x ∈ Φ und y ∈ Ψ(x) eine endliche
Teilüberdeckung von (Vj)j∈J ; es ist nämlich

K1 ×K2 =
⋃
x∈Φ

(Px ×K2) =
⋃
x∈Φ

⋃
y∈Ψ(x)

(Px ×Qx,y)

⊆
⋃
x∈Φ

⋃
y∈Ψ(x)

(Px,y ×Qx,y) ⊆
⋃
x∈Φ

⋃
y∈Ψ(x)

Vj(x,y) .

Also ist K1 ×K2 kompakt. 2

Aus Lemma 1.21 folgt sofort:

Lemma 1.30 Es sei X ein topologischer Raum. Sind K1, . . . , Kn endlich
viele kompakte Teilmengen von X, so ist auch K1 ∪ · · · ∪Kn kompakt.

Lokal kompakte Räume

Definition 1.31 Ein topologischer Raum X heißt lokal kompakt, wenn für
jedes x ∈ X jede x-Umgebung eine kompakte x-Umgebung enthält.

Satz 1.32 Jeder Hausdorffsche, kompakte topologische Raum K ist lokal
kompakt.

Daraus folgert man (siehe Übung): Ein Hausdorffraum X ist genau dann
lokal kompakt, wenn jeder Punkt eine kompakte Umgebung besitzt.

Aus 1.30 folgt sofort:

Lemma 1.33 Ist X ein lokal kompakter topologischer Raum, K ⊆ X eine
kompakte Teilmenge und U ⊆ X eine offene Teilmenge mit K ⊆ U , so gibt
es eine kompakte Teilmenge L ⊆ U derart, dass K ⊆ L0 gilt für das Innere
L0 von L in X.

Also ist K ⊆ L0 ⊆ L ⊆ U .

Definition 1.34 Ein topologischer Raum X heißt σ-kompakt, wenn er eine
abzählbare Vereinigung kompakter Teilmengen ist.

Es existiert also eine Folge (Kn)n∈N von kompakten Teilmengen Kn ⊆ X
derart, dass X =

⋃
n∈NKn.
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Lemma 1.35 Ist X ein σ-kompakter, lokal kompakter topologischer Raum,
so existiert eine Folge (Kn)n∈N von kompakten Teilmengen Kn ⊆ X derart,
dass X =

⋃
n∈NKn und

Kn ⊆ K0
n+1 für alle n ∈ N,

wobei K0
n das Innere von Kn in X ist.

Eine Folge (Kn)n∈N wie in Lemma 1.35 nennt man eine kompakte Ausschöpfung
von X. Zum Beispiel bilden die Intervalle [−n, n] für n ∈ N eine kompakte
Ausschöpfung von R.

Bemerkung 1.36 Die Schlussfolgerung von Lemma 1.35 bleibt gültig, wenn
X ein σ-kompakter topologischer Raum ist, in dem jeder Punkt eine kom-
pakte Umgebung besitzt.

Quotientenabbildungen

Definition 1.37 Es sei (X,O) ein topologischer Raum, Y eine Menge und
q : X → Y eine surjektive Abbildung. Dann ist

T := {V ⊆ Y : q−1(V ) ∈ O}

eine Topologie auf Y . Man nennt T die Quotiententopologie.

Beispiel 1.38 Ist X eine Menge und ∼ eine Äquivalenzrelation auf X. Wir
schreiben [x] für die Äquivalenzklasse von x ∈ X und

X/∼ := {[x] : x ∈ X}

für die Menge aller Äquivalenzklassen. Wir können dann X/∼ versehen mit
der Quotiententopologie bezüglich der kanonischen Abbildung

q : X → X/∼, x 7→ [x].

Diese macht q zu einer Quotientenabbildung im folgenden Sinn.

Definition 1.39 Es seien (X,O) und (Y, T ) topologische Räume. Eine Ab-
bildung q : X → Y wird Quotientenabbildung genannt, wenn q surjektiv ist
und T die Quotiententopologie ist.
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Jede Quotientenabbildung q : X → Y ist stetig, denn für alle offenen Teil-
mengen V ⊆ Y ist q−1(V ) ∈ O per Definition der Quotiententopologie.

Lemma 1.40 Für eine surjektive Abbildung q : X → Y zwischen topolo-
gischen Räumen sind äquivalent:

(a) q ist eine Quotientenabbildung.

(b) Für jede Teilmenge V ⊆ Y gilt: V ist genau dann offen in Y , wenn
q−1(V ) in X offen ist.

(c) Für jede Teilmenge A ⊆ Y gilt: A ist genau dann abgeschlossen in Y ,
wenn q−1(A) in X abgeschlossen ist.

Satz 1.41 Es sei q : X → Y eine Quotientenabbildung zwischen topolo-
gischen Räumen. Für eine Abbildung f : Y → Z in einen topologischen
Raum Z sind äquivalent:

(a) f ist stetig;

(b) f ◦ q : X → Z ist stetig.

Satz 1.42 Es sei q : X → Y eine surjektive, stetige Abbildung zwischen
topologischen Räumen. Ist q eine offene Abbildung oder eine abgeschlossene
Abbildung, so ist q eine Quotientenabbildung.

Folgerung 1.43 Ist K ein kompakter topologischer Raum, Y ein Hausdorff-
scher topologischer Raum und q : K → Y eine surjektive, stetige Abbildung.
Dann ist q eine Quotientenabbildung.

Beispiel 1.44 Für x, y ∈ [0, 1] schreiben wir x ∼ y, wenn x = y oder
{x, y} = {0, 1}. Dannn ist [0, 1]/∼ homöomorph zu S1; die Abbildung

[0, 1]/∼ → S1, [x] 7→ (cos(2πx), sin(2πx))

ist ein Homöomorphismus.4 Weiter ist [0, 1] → S1. x 7→ sin(2πx) eine
Quotientenabbildung.5

4Das sieht man am einfachsten mit Folgerung 1.24.
5Das sieht man am einfachsten mit Folgerung 1.43.
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Beispiel 1.45 Für x := (s1, t1) und y := (s2, t2) in [0, 1]2 schreiben wir
x ∼ y, wenn x = y oder s1 = s2 = 0. Dann ist [0, 1]2/∼ homöomorph zum
Dreieck ∆ aller (s, t) ∈ R2 mit s ∈ [0, 1] und 0 ≤ t ≤ s. Die Abbildung

[0, 1]2/∼ → ∆, (s, t) 7→ (s, st)

ist ein Homöomorphismus. Weiter ist

[0, 1]2 → ∆, (s, t) 7→ (s, st)

eine Quotientenabbildung.

Beispiel 1.46 Ist K ⊆ Rn eine kompakte konvexe Teilmenge mit nicht-
leerem Inneren K0, so ist K ∼ Dn. Im Falle 0 ∈ K0 ist nach Beispiel 1.27

h : ∂K → Sn−1, x 7→ 1

‖x‖2

x

ein Homöomorphismus. Weiter ist

q : [0, 1]× ∂K → K, (t, x) 7→ tx

eine Quotientenabbildung. Die Abbildung

g : K → Dn, tx 7→ th(x) für x ∈ ∂K und t ∈ [0, 1]

ist ein Homöomorphismus mit g(∂K) = ∂Dn = Sn−1.

Beispiel 1.47 Für x, y ∈ Dn mit n ∈ N schreiben wir x ∼ y wenn x = y oder
x, y ∈ Sn−1 = ∂Dn (als Teilmenge von Rn). Dann ist Dn/∼ homöomorph zu
Sn. Die Abbildung h : Dn/∼ → Sn ⊆ Rn+1 = Rn × R mit [0] 7→ 0,

[x] 7→
(

sin(π‖x‖2)

‖x‖2

x, cos(π‖x‖2)

)
wenn x 6= 0

ist ein Homöomorphismus.

Beispiel 1.48 Für x, y ∈ [0, 1]n mit n ∈ N schreiben wir x ∼ y wenn x = y
oder x, y ∈ ∂([0, 1]n) mit dem Rand als Teilmenge von Rn. Dann ist [0, 1]n/∼
homöomorph zu Sn.
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Wir werden später Situationen kennenlernen, in denen Quotiententopologien
Hausdorffsch sind. Mengen der folgenden Art nutzen mitunter beim Beweis
der Hausdorffeigenschaft.

Definition 1.49 Ist q : X → Y eine surjektive Abbildung, so nennen wir
eine Teilmenge M ⊆ X saturiert, wenn M = q−1(q(M)).

Bemerkung 1.50 (a) Damit M saturiert ist, muss für alle x ∈ M und
alle y ∈ X mit q(x) = q(y) also y ∈M sein.

(b) Ist Y = X/∼ für eine Äquivalenzrelation und q die kanonische Abbil-
dung, so muss also y ∈ M sein für alle x ∈ M und alle y ∈ X mit
y ∼ x.

Lemma 1.51 Es sei q : X → Y eine Quotientenabbildung zwischen topolo-
gischen Räumen. Dann gilt:

(a) Ist U ⊆ X offen und saturiert, so ist q(U) offen in Y .

(b) Ist A ⊆ X abgeschlossen und saturiert, so ist q(A) abgeschlossen in Y .

Satz 1.52 (Homomorphiesatz) Es sei q : X → Y eine Quotientenabbildung
zwischen topologischen Räumen und f : X → Z eine stetige Abbildung in
einen topologischen Raum Z. Folgt für alle x1, x2 ∈ X aus q(x1) = q(x2),
dass f(x1) = f(x2), so gibt es genau eine Abbildung

f : Y → Z

derart, dass f ◦ q = f ; diese ist stetig. Ist f eine Quotientenabbildung und
q(x1) = q(x2) zu f(x1) = f(x2) äquivalent, so ist f ein Homöomorphismus.

Ist q : X → Y und M ⊆ X eine Teilmenge, so hätte man gern Kriterien dafür,
dass auch q|q(M)

M : M → q(M) eine Quotientenabbildung ist. Ist M kompakt
und Y Hausdorffsch, gilt dies wegen Folgerung 1.43. Weitere Kriterien sind
bekannt, wenn M saturiert ist. Wir halten diese für die Allgemeinbildung
fest, überspringen sie aber in der Vorlesung.

Satz 1.53 (Einschränken auf saturierte Teilmengen). Es sei q : X → Y eine
surjektive, stetige Abbildung zwischen topologischen Räumen und M ⊆ X
eine saturierte Teilmenge.
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(a) Ist q eine offene Abbildung, so ist auch q|q(M)
M : M → q(M) eine offene

Abbildung und somit eine Quotientenabbildung.

(b) Ist q eine abgeschlossene Abbildung, so ist auch q|q(M)
M : M → q(M)

eine abgeschlossene Abbildung und somit eine Quotientenabbildung.

(c) Ist M offen oder abgeschlossen in X und ist q eine Quotientenabbil-

dung, so ist q|q(M)
M : M → q(M) eine Quotientenabbildung.

Beweis. Sei p := q|q(M)
M .

(a) Sei W ⊆ M eine relativ offene Menge. Zu zeigen ist, dass p(W )
relativ offen in p(M) = q(M) ist. Es ist W = M ∩ V mit einer offenen
Menge V ⊆ X. Da q eine offene Abbildung ist, ist q(V ) offen in Y . Wir
zeigen, dass

q(W ) = q(M) ∩ q(V );

dann ist q(W ) also relativ offen in q(M). Die Inklusion q(W ) ⊆ q(M)∩ q(V )
ist trivial, da W ⊆ M und W ⊆ V . Ist nun q(v) ∈ q(M) für ein v ∈ V , so
ist v ∈ q−1(q(M)) = M , da M saturiert ist, also v ∈M ∩ V = W .

(b) Im Beweis von (a) ersetze man offene durch abgeschlossene Mengen
und relativ offene durch relativ abgeschlossene Mengen.

(c) Wir betrachten zunächst den Fall, dass M offen in X ist. Da p :=

q|q(M)
M stetig ist, brauchen wir nach Lemma 1.40 (b) nur für jede Teilmenge

U ⊆ q(M) zu zeigen: Ist p−1(U) offen in M , so ist U offen in q(M). Da M
in X offen ist, ist die relativ offene Menge p−1(U) auch in X offen. Da
U ⊆ q(M) und M bezüglich q saturiert ist, ist p−1(U) = q−1(U) bezüglich q
saturiert. Also ist U = p(p−1(U)) = q(q−1(U)) offen in Y und somit auch
offen in q(M). Der Fall, dass M in X abgeschlossen ist, lässt sich wegen
Lemma 1.40 (c) analog behandeln (man ersetze offene durch abgeschlossene
Mengen). 2

Finale Topologien

Definition 1.54 Es sei Y eine Menge und (fj)j∈J eine Familie von Abbil-
dungen fj : Xj → Y mit topologischen Räumen (Xj,Oj). Dann ist

O := {V ⊆ Y : (∀j ∈ J) f−1
j (V ) ∈ Oj}

eine Topologie auf Y . Man nennt O die finale Topologie auf Y bezüglich der
Familie (fj)j∈J .
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Per Definition macht die finale Topologie jede der Abbildungen fj stetig.

Lemma 1.55 Es sei (Y,O) ein topologischer Raum und (fj)j∈J eine Familie
von Abbildungen fj : Xj → Y mit topologischen Räumen (Xj,Oj). Dann sind
äquivalent:

(a) T ist die finale Topologie auf Y bezüglich der Familie (fj)j∈J .

(b) Für jede Teilmenge V ⊆ Y gilt: V ist genau dann offen in Y , wenn
für jedes j ∈ J das Urbild f−1

j (V ) in Xj offen ist.

(c) Für jede Teilmenge A ⊆ Y gilt: A ist genau dann abgeschlossen in Y ,
wenn für jedes j ∈ J das Urbild f−1

j (A) in Xj abgeschlossen ist.

Satz 1.56 Es sei Y ein topologischer Raum, dessen Topologie O final ist
bezüglich einer Familie (fj)j∈J von Abbildungen fj : Xj → Y mit topolo-
gischen Räumen Xj. Für jeden topologischen Raum Z und jede Abbildung
f : Y → Z sind dann äquivalent:

(a) f ist stetig;

(b) Für jedes j ∈ J ist die Abbildung f ◦ fj : Xj → Z stetig.

Beispiel 1.57 Ist X ein topologischer Raum und q : X → Y eine surjektive
Abbildung, so ist die finale Topologie auf Y bezüglich der nur aus der einen
Abbildung q bestehenden Familie die zuvor diskutierte Quotiententopologie
bezüglich q.

Beispiel 1.58 Es sei (Xj,Oj)j∈J eine Familie topologischer Räume derart,
dass Xi ∩Xj = ∅ für alle i, j ∈ I mit i 6= j. Es sei O die finale Topologie auf

X :=
⋃
j∈J

Xj

bezüglich der Familie (λj)j∈J der Inklusionsabbildungen

λj : Xj → X, x 7→ x.

Man nennt dann (X,O) die topologische Summe der Familie (Xj,Oj)j∈J
topologischer Räume.
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Bemerkung 1.59 Für jedes j ∈ J und jede offene Menge V ⊆ Xj ist V =
λj(V ) offen in der topologischen Summe X, denn λ−1

j (V ) = V ist offen in Xj

und λ−1
i (V ) = V ∩Xi = ∅ ist offen in Xi für alle Indizes i 6= j. Ebenso ist A

abgeschlossen in X für jede abgeschlossene Teilmenge A ⊆ Xj. Insbesondere
ist Xj offen und abgeschlossen in X und λj ist eine offene Abbildung und
eine topologische Einbettung.

Beispiel 1.60 R× ist die topologische Summe von ]−∞, 0[ und ]0,∞[.

1.61 Wir betrachten eine topologische Summe X =
⋃
j∈J Xj wie in

Beispiel 1.58. Ist Y ein topologischer Raum und (fj)j∈J eine Familie stetiger
Funktionen fj : Xj → Y , so ist

f : X → Y, x 7→ fj(x) für j ∈ J , wenn x ∈ Xj

die eindeutige Funktion derart, dass f |Xj = fj für alle j ∈ J (also f ◦λj = fj),
und diese ist stetig. Wir schreiben auch⋃

j∈J

fj := f,

denn der Graph von f ist der Vereinigung der Graphen all der fj.

Beispiel 1.62 Sei nun (Xj,Oj)j∈J eine Familie beliebiger (nicht notwendig
paarweise disjunkter) topologischer Räume. Es sei O die finale Topologie auf

X :=
⋃
j∈J

({j} ×Xj)

bezüglich der Familie (λj)j∈J der Abbildungen

λj : Xj → X, x 7→ (j, x).

Man nennt dann (X,O) die topologische Summe der Familie (Xj,Oj)j∈J
topologischer Räume und schreibt∐

j∈J

Xj := X .

1.63 Gegeben eine Familie (fj)j∈J stetiger Abbildungen in einen topologis-
chen Raum Y gibt es auch hier genau eine Abbildung f : X → Y derart,
dass f ◦ λj = fj für alle j ∈ J (und diese ist stetig). Man schreibt auch hier⋃
j∈J fj für diese Abbildung f .
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Bemerkung 1.64 Auch in der Situation von Beispiel 1.58 schreibt man∐
j∈J Xj für die topologische Summe.

Bemerkung 1.65 Nachdem man notfalls Xj durch {j} × Xj ersetzt und
x ∈ Xj mit (j, x) ∈ {x} ×Xj identifiziert, kann man topologische Summen
immer wie in Beispiel 1.58 realisieren und sich jedes Xj als Teilmenge der
topologischen Summe vorstellen.

1.66 Es seien (Xj)j∈J und (Yj)j∈J Familien topologischer Räume mit den
topologischen Summen (X, (λj)j∈J) und (Y, (µj)j∈J). Ist (fj)j∈J eine Familie
stetiger Abbildungen fj : Xj → Yj, so schreiben wir∐

j∈J

fj :=
⋃
j∈J

(µj ◦ fj)

für die eindeutige Abbildung f : X → Y derart, dass

f ◦ λj = µj ◦ fj

für alle j ∈ J . Diese ist stetig.

Weitere Beispiele finaler Topologien erhält man auf direkten Limites.

Beispiel 1.67 Es sei (Xn,O)n∈N0 eine Folge topologischer Räume derart,
dass

X1 ⊆ X2 ⊆ · · · (1)

und für alle m ≥ n in N0 die Inklusion λm,n : Xn → Xm stetig ist von (XnOn)
nach (Xm,Om). Man nennt dann (1) eine gerichtete Folge topologischer
Räume. Die finale Topologie O auf

X :=
⋃
n∈N0

Xn

bezüglich der Folge (λn)n∈N0 der Inklusionsabbildungen λn : Xn → X, x 7→ x
wird direkte Limestopologie auf X genannt und (X,O) der direkte Limes der
gerichteten Folge (1). Man schreibt dann auch

X = lim
→
Xn .

Stimmt für jedes n ∈ N die Topologie On auf Xn überein mit der von
(Xn+1,On) auf Xn induzierten Topologie, so spricht man von einer strikten
gerichteten Folge (also wenn λm,n für alle m ≥ n eine topologische Einbettung
ist).

25



Bemerkung 1.68 Nach Satz 1.56 ist eine Abbildung f : X → Y in einen
topologischen Raum Y genau dann stetig auf einem direkten Limes X =
lim
→
Xn, wenn f ◦λn stetig ist für alle n ∈ N0, also f |Xn stetig ist auf (Xn,On)

für alle n ∈ N0.

Für einen direkten Limes X =
⋃
n∈NXn wie zuvor gilt:

Lemma 1.69 Für ein m ∈ N sei für jede natürliche Zahl n ≥ m eine offene
Teilmenge Vn ⊆ Xn gegeben derart, dass

Vm ⊆ Vm+1 ⊆ · · · .

Dann ist V :=
⋃
n≥m Vn eine offene Teilmenge von X = lim

→
Xn.

1.70 Im Vorgriff auf Definition 1.75 nennen wir einen topologischen Raum X
einen T1-Raum, wenn für jedes x ∈ X die einpunktige Menge {x} in X
abgeschlossen ist. Jeder Hausdorffraum ist ein T1-Raum.6

Lemma 1.71 Wir betrachten eine gerichtete Folge X1 ⊆ X2 ⊆ · · · topolo-
gischer Räume (Xn,On) und ihren direkten Limes (X,O). Dann gilt:

(a) Ist (Xn,On) ein T1-Raum für jedes n ∈ N, so ist auch (X,O) ein T1-
Raum.

(b) Ist (Xn,On) ein T1-Raum für jedes n ∈ N, so gibt es für jede kompakte
Teilmenge K ⊆ X ein n ∈ N mit K ⊆ Xn.

(c) Ist die gerichtete Folge strikt, so stimmt für jedes n ∈ N die Topologie
On überein mit der von (X,O) auf Xn induzierten Topologie, d.h. die
Inklusionsabbildung λn : Xn → X ist eine topologische Einbettung.

(d) Sei m ∈ N und A ⊆ X eine Teilmenge derart, dass A ∩ Xn in Xn

abgeschlossen ist für alle natürlichen Zahlen n ≥ m. Dann ist A in X
abgeschlossen.7 Insbesondere gilt: Ist m ∈ N und A ⊆ Xm eine Teil-
menge, die für jede natürliche Zahl n ≥ m in Xn abgeschlossen ist.
Dann ist A in X abgeschlossen.

6Für festes x gibt es für jedes y 6= x nämlich disjunkte offene Umgebungen Uy und Vy
von x und y. Dann ist x 6∈ Vy und X \ {x} =

⋃
y∈X\{x} Vy offen, also {x} abgeschlossen.

7Für n ≥ m ist λ−1n (A) = A ∩Xn abgeschlossen in Xn per Voraussetzung. Für n ≤ m
ist λ−1n (A) = Xn ∩ A = λ−1m,n(A ∩ Xm) abgeschlossen in Xn wegen der Stetigkeit der
Inklusionsabbildung λm,n : Xn → Xm.
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Ein grundlegender Sachverhalt wird oft benutzt:

Lemma 1.72 (Transitivität finaler Topologien) Es sei (Y,O) ein topolo-
gischer Raum und (fj)j∈J eine Familie von Abbildungen fj : Xj → Y mit
topologischen Räumen (Xj,Oj). Für jedes j ∈ J sei (fj,i)i∈Ij eine Familie
von Abbildungen fj,i : Xj,i → Xj mit topologischen Räumen (Xj,i,Oj,i). Dann
gilt: Ist die Topologie O auf X final bezüglich (fj)j∈J und ist für jedes j ∈ J
die Topologie Oj auf Xj final bezüglich (fj,i)i∈Ij , so ist die Topologie O auf Y
auch final bezüglich der Familie der Kompositionen fj ◦ fj,i : Xj,i → X für
j ∈ J und i ∈ Ij.

Beweis. Da O final bzgl. (fj)j∈J ist, ist eine Teilmenge V ⊆ Y genau dann
in O, wenn für jedes j ∈ J das Urbild f−1

j (V ) in Xj offen ist. Da Oj final
bzgl. (fj,i)i∈Ij ist, gilt letzteres genau dann, wenn für jedes i ∈ Ij das Urbild
f−1
j,i (f−1

j (V )) in Xj,i offen ist. Dieses Urbild stimmt mit

(fj ◦ fj,i)−1(V )

überein. Die Offenheit letzterer Urbilder bedeutet, dass V offen ist in der
finalen Topologie bzgl. der Familie der fj ◦ fj,i. 2

Ein wichtiger Spezialfall ist wie folgt:

Lemma 1.73 Es sei X eine Menge, (fj)j∈J eine Familie von Abbildungen
fj : Xj → X mit topologischen Räumen (Xj,Oj). Weiter sei

S :=
∐
j∈J

Xj

die topologische Summe mit den kanonischen Einbettungen λj : Xj → S für
j ∈ J und es sei

q := ∪j∈Jfj : S → X

die durch q ◦ λj = fj festgelegte Abbildung. Ist

X =
⋃
j∈J

fj(Xj),

so stimmt die Quotiententopologie T auf X bezüglich q überein mit der finalen
Topologie O bezüglich der Familie (fj)j∈J .
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Beweis. Die Quotiententopologie T ist final bezüglich q. Da die Topologie
auf S final ist bezüglich der Familie (λj)j∈J , ist wegen der Transitivität finaler
Topologien T auch final bezüglich den Kompositionen q ◦ λj = fj für j ∈ J .
Es ist also T = O. 2

Eine weitere Eigenschaft topologischer Summen ist von Nutzen.

Lemma 1.74 Es sei (Xj)j∈J eine Familie topologischer Räume und

X :=
∐
j∈J

Xj =
⋃
j∈J

{j} ×Xj

mit den kanonischen Einbettungen λj : Xj → X, x 7→ (j, x). Für jeden
topologischen Raum Z macht dann die Produkttopologie

X × Z =
⋃
j∈J

({j} ×Xj × Z)

zur topologischen Summe
∐

j∈J(Xj × Z).

Beweis. Als Menge ist bereits X × Z =
∐

j∈J(Xj × Z). Für jedes j ∈ J ist
λj : Xj → X stetig, injektiv und eine offene Abbildung, also auch

λj × idZ : Xj × Z → X × Z, (x, z) 7→ (λj(x), z)

stetig, injektiv und eine offene Abbildung. Wir haben in X × Z daher die
gleichen offenen Mengen wie in

∐
j∈J(Xj × Z). 2

Trennungseigenschaften

Definition 1.75 Es sei X ein topologischer Raum.

(a) IstX Hausdorffsch, so sagt man auch, X habe die Trennungseigenschaft
T2.

(b) X wird T1 genannt, wenn für jedes x ∈ X die einpunktige Menge {x}
abgeschlossen ist.

(c) X wird regulär genannt, wenn für jedes x ∈ X jede x-Umgebung U eine
x-Umgebung V enthält, die in X abgeschlossen ist. Reguläre Haus-
dorffräume werden T3 genannt.
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(d) X wird normal genannt, wenn für alle abgeschlossenen Teilmengen
A,B ⊆ X mit A ∩ B = ∅ offene Teilmengen U ⊆ X und V ⊆ X
existieren derart, dass A ⊆ U , B ⊆ V und U ∩ V = ∅. Disjunkte
abgeschlossene Teilmengen vonX haben inX also stets disjunkte offene
Umgebungen. Normale Hausdorffräume werden T4 genannt.

Manchmal ist folgende Beobachtung nützlich:

Lemma 1.76 Ein topologischer Raum X ist genau dann Hausdorffsch, wenn
die Diagonale

∆X := {(x, x) : x ∈ X}

in X ×X abgeschlossen ist (bezüglich der Produkttopologie).

Wir überprüfen dies in der Übung.

Regularität eines topologischen Raums kann wie folgt umformuliert werden:

Lemma 1.77 Ein topologischer Raum X ist genau dann regulär, wenn für
jedes x ∈ X und jede abgeschlossene Teilmenge A ⊆ X mit x 6∈ A offene
Teilmenge P ⊆ X und Q ⊆ X existieren mit x ∈ P , A ⊆ Q und P ∩Q = ∅.

Beweis. Ist X regulär und sind x und A wie zuvor, so ist X \ A eine
x-Umgebung und enthält somit eine abgeschlossene x-Umgebung V . Dann
leisten P := V 0 und Q := X \ V das Gewünschte. Ist umgekehrt die Bedin-
gung erfüllt und U eine offene x-Umgebung, so ist A := X \U abgeschlossen
und x 6∈ A, es gibt also disjunkte offene Mengen P und Q mit x ∈ P und
A ⊆ Q. Dann ist V := X \ Q abgeschlossen und P ⊆ V , also V eine
x-Umgebung. Aus X \ U = A ⊆ Q folgt U ⊇ X \Q = V . 2

Lemma 1.78 Für die Trennungseigenschaften eines topologische Raums gel-
ten die Implikationen

T4 ⇒ T3 ⇒ T2 ⇒ T1 .

Definition 1.79 Ein topologischer Raum (X,O) heißt metrisierbar, wenn
eine Metrik d : X ×X → [0,∞[ existiert mit

O = {V ⊆ X : (∀x ∈ V )(∃ε > 0) Bε(x) ⊆ V } .

Lemma 1.80 (a) Jeder kompakte Hausdorffraum ist normal.
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(b) Jeder metrisierbare topologische Raum ist normal.

(c) Jeder lokal kompakte Hausdorffraum ist regulär.

(d) Jeder σ-kompakte, lokal kompakte Hausdorffraum ist normal.

Den Beweis zu (d), der in der Vorlesung übersprungen wurde, finden Sie bei
Interesse im Anhang zu Kapitel 1.

1.81 Im Beweis von (b) haben wir benutzt, dass für jede nicht-leere, abge-
schlossene Teilmenge A ⊆ X die Funktion

dA : X → [0,∞[, x 7→ inf
a∈A

d(x, a)

Lipschitzstetig ist mit Lipschitzkonstante 1, also

|dA(x)− dA(y)| ≤ d(x, y) für alle x, y ∈ X. (2)

Wir haben auch benutzt, dass offenbar dA(x) = 0 für alle x ∈ A (man nehme
a = x im Infimum) und

dA(x) > 0 für alle x ∈ X \ A. (3)

Bei Bedarf können die Begründungen hier nachgelesen werden:

Zu Nachweis von (3) sei x ∈ X mit dA(x) = 0. Es gibt dann eine Folge
(an)n∈N in A mit d(x, an)→ 0 für n→∞, so dass also

x = lim
n→∞

an

und somit x ∈ A wegen der Abgeschlossenheit von A.

Zum Nachweis von (2) seien x, y ∈ X. Die Dreiecksungleichung liefert

dA(x) ≤ d(x, a) ≤ d(x, y) + d(y, a).

Übergang zu Infimum in a zeigt, dass

dA(x) ≤ d(x, y) + dA(y)

und somit dA(x) − dA(y) ≤ d(x, y). Analog ist dA(y) − dA(x) ≤ d(y, x) =
d(x, y), also |dA(x)− dA(y)| ≤ d(x, y).
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In der Übung prüfen Sie nach:

Satz 1.82 Es sei (Xj)j∈J eine Familie topologischer Räume. Ist jedes Xj

T1, Hausdorfsch, T3, T4, bzw. lokal kompakt, so auch die topologische Summe∐
j∈J Xj. Hat in jedem Xj jeder Punkt eine kompakte Umgebung, so auch in∐
j∈J Xj.

Ist jedes Xj ein k-Raum (wie im nächsten Abschnitt), so auch
∐

j∈J Xj. Dies
ist ein Spezialfall von Lemma 1.136.

Bemerkung 1.83 In der deutschsprachigen Literatur werden (wie in Frank-
reich) üblicherweise lokal kompakte topologische Räume, reguläre Räume
und normale Räume zusätzlich als Hausdorffsch angenommen (und ebenso
die k-Räume, die wir im folgenden Abschnitt kennenlernen). Wir setzen die
Hausdorff-Eigenschaft nicht voraus.

Lemma 1.84 Es sei X ein normaler topologischer Raum. Sind A und B
abgeschlossene Teilmengen von X mit A ∩ B = ∅, so gibt es abgeschlossene
Teilmengen P und Q von X derart, dass A ⊆ P 0, B ⊆ Q0 und P ∩Q = ∅.

Hierbei meint P 0 und Q0 das Innere als Teilmenge von X.

Beweis. Wegen der Normalität gibt es offene Teilmengen U und V in X
derart, dass A ⊆ U , B ⊆ V und U ∩ V = ∅. Dann ist

P := X \ V

eine abgeschlossene Teilmenge von X mit U ⊆ P , so dass also A ⊆ U ⊆ P 0.
Da B ⊆ V , ist P ∩ B = ∅. Da X normal ist, gibt es also offene Teilmengen
S und T von X mit P ⊆ S, B ⊆ T und S ∩ T = ∅. Dann ist Q := X \ S
eine abgeschlossene Teilmenge von X mit T ⊆ Q, also B ⊆ T ⊆ Q0. Wegen
P ⊆ S ist weiter P ∩Q = ∅. 2

Lemma 1.85 Sei X1 ⊆ X2 ⊆ · · · eine strikte gerichtete Folge topologischer
Räume derart, dass Xn in Xn+1 abgeschlossen ist für alle n ∈ N. Sei

X :=
⋃
n∈N

Xn = lim
→
Xn

mit der direkten Limestopologie. Dann gilt:
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(a) Ist Xn normal für alle n ∈ N, so ist X normal.

(b) Ist Xn normal und Hausdorffsch für alle n ∈ N, so ist X normal und
Hausdorffsch.

Beweis. Für n ∈ N sei λn : Xn → X, x 7→ x die Inklusionsabbildung; diese
ist stetig.

(a) Es seien A ⊆ X und B ⊆ X abgeschlossene Teilmengen mit A ∩ B = ∅.
Für jedes n ∈ N sind dann A∩Xn = λ−1

n (A) und B∩Xn = λ−1
n (B) disjunkte

abgeschlossene Teilmengen von Xn.

Nach Lemma 1.84 gibt es abgeschlossene Teilmengen P1 und Q1 von X1 mit
P1 ∩Q1 = ∅ derart, dass A∩X1 ⊆ P 0

1 und B ∩X1 ⊆ Q0
1 mit den Inneren als

Teilmenge von X1. Sei P0 := Q0 := ∅. Wir zeigen, dass es Folgen (Pn)n∈N
und (Qn)n∈N von abgeschlossenen Teilmengen Pn und Qn von Xn gibt derart,
dass für alle n ∈ N

(i) Pn ∩Qn = ∅;

(ii) (A∩Xn)∪Pn−1 ⊆ P 0
n und (B ∩Xn)∪Qn−1 ⊆ Q0

n mit den Inneren von
Pn und Qn als Teilmengen von Xn.

Wir haben P1 und Q1 schon gefunden. Sind für eine natürliche Zahl m ≥ 2
bereits P1, . . . , Pm−1 und Q1, . . . , Qm−1 gefunden mit (i) und (ii) für alle
n ∈ {1, . . . ,m− 1}, so sind die Teilmengen

(A ∩Xm) ∪ Pm−1 und (B ∩Xm) ∪Qm−1

von Xm abgeschlossen und disjunkt. Nach Lemma 1.84 gibt es abgeschlossene
Teilmengen Pm und Qm von Xm mit Pm ∩Qm = ∅ derart, dass (A ∩Xm) ∪
Pm−1 ⊆ P 0

m und (B ∩ Xm) ∪ Qm−1 ⊆ Q0
m mit den Inneren als Teilmenge

von Xm. Dies beendet die Konstruktion. Da

P 0
1 ⊆ P 0

2 ⊆ und Q0
1 ⊆ Q0

2 ⊆ · · ·

per Konstruktion, sind P :=
⋃
n∈N Pn und Q :=

⋃
n∈NQn nach Lemma 1.69

offene Teilmengen von X. Da Pn ∩ Qn = ∅ für alle n und die Mengen
aufsteigend sind, folgt P ∩Q = ∅. Da A ∩Xn ⊆ P 0

n ⊆ P für alle n ∈ N und
X =

⋃
n∈NXn, ist A ⊆ P . Analog ist B ⊆ Q.

(b) Gegeben x, y ∈ X mit x 6= y gibt es ein m ∈ N mit x, y ∈ Xm. Da X nach
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Lemma 1.71 (a) ein T1-Raum ist, sind A := {x} und B := {y} abgeschlossene
Teilmengen von X. Da diese disjunkt sind, gibt es nach dem schon gezeigten
Teil (a) des aktuellen Lemmas offene Teilmengen P,Q ⊆ X mit {x} ⊆ P ,
{y} ⊆ Q und P ∩Q = ∅. Also ist X Hausdorffsch. 2
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Zusammenhang und Wegzusammenhang

Zusammenhang und Wegzusammenhang sind ein Stück weit aus den Analysis-
Veranstaltungen des Bachelorstudiums bekannt.

Definition 1.86 Ein topologischer RaumX heißt unzusammenhängend, wenn
offene, nichtleere Teilmengen A und B von X existieren mit

X = A ∪B und A ∩B = ∅ .

Ist X nicht unzusammenhängend, so wird X zusammenhängend genannt.

Bemerkung 1.87 X ist also genau dann zusammenhängend, wenn für alle
offenen Teilmengen A und B von X mit

X = A ∪B und A ∩B = ∅

folgt, dass A = ∅ oder B = ∅.

Ist X = A ∪ B mit A ∩ B = ∅, so ist B = X \ A und somit B genau dann
offen, wenn A abgeschlossen ist. Also gilt auch:

Bemerkung 1.88 Ein topologischer Raum (X,O) ist genau dann zusam-
menhängend, wenn für jede nicht leere Teilmenge A ⊆ X, die offen und
abgeschlossen ist, schon A = X sein muss.

Beispiel 1.89 Aus der Analysis 1 ist bekannt, dass die zusammenhängenden
Teilmengen von R genau die Intervalle sind.

Lemma 1.90 Ist f : X → Y eine stetige Funktion zwischen topologischen
Räumen und X zusammenhängend, so ist auch f(X) zusammenhängend mit
der von Y induzierten Topologie.

Beweis. Nach Ersetzen von f durch f |f(X) dürfen wir annehmen, dass
f surjektiv ist. Sei A ⊆ Y eine nicht leere Teilmenge, die in Y offen
und abgeschlossen ist. Dann ist f−1(A) in X offen und abgeschlossen und
nicht leer, ergo f−1(A) = X, da X zusammenhängend ist. Also ist A =
f(f−1(A)) = f(X) = Y . Da A beliebig war, ist Y zusammenhängend. 2
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Lemma 1.91 Ist X ein topologischer Raum und (Yj)j∈J eine Familie zusam-
menhängender Teilmengen von X derart, dass

Yi ∩ Yj 6= ∅ für alle i 6= j in I,

so ist Y :=
⋃
j∈J Yj zusammenhängend.

Beweis. Es sei A ⊆ Y (relativ) offen und abgeschlossen und nicht leer. Sei
a ∈ A; dann ist

a ∈ Yj0
für ein j0 ∈ J . Für jedes j ∈ J ist A∩ Yj in Yj offen und abgeschlossen, also

A ∩ Yj = ∅ oder A ∩ Yj = Yj, (4)

da Yj zusammenhängend ist. Da A ∩ Yj0 6= ∅, folgt

A ∩ Yj0 = Yj0 ,

also Yj0 ⊆ A. Für jedes j ∈ J ist somit

A ∩ Yj ⊇ Yj0 ∩ Yj 6= ∅,

unter Benutzung der Voraussetzung des Lemmas. Mit (4) folgt

A ∩ Yj = Yj,

so dass also Yj ⊆ A für alle j ∈ J und somit A =
⋃
j∈J Yj = Y . Also ist Y

zusammenhängend. 2

Definition 1.92 Ist X ein topologischer Raum, so schreiben wir x ∼c y,
wenn es eine zusammenhängende Teilmenge Y ⊆ X gibt mit {x, y} ⊆ Y .
Mit Lemma 1.91 sehen wir, dass ∼c eine Äquivalenzrelation auf X ist.8 Die
Äquivalenzklasse Xx von x ∈ X nennt man die Zusammenhangskomponente
von x in X.

8Symmetrie ist klar und auch Symmetrie (mit der Wahl Y := {x}). Transitivität: Sind
x, y, z ∈ X mit ∼c y und y ∼c z, so gibt es zusammenhängende Teilmengen Y,Z ⊆ X mit
{x, y} ⊆ Y und {y, z} ⊆ Z. Dann ist y ∈ Y ∩ Z, also Y ∩ Z 6= ∅. Nach Lemma 1.91 ist
Y ∪ Z zusammenhängend. Da {x, z} ⊆ Y ∩ Z, folgt x ∼x z.
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Bemerkung 1.93 (a) Nach Lemma 1.91 ist für jedes x ∈ X seine Zusam-
menhangskomponente eine zusammenhängende Teilmenge von x. Sie
ist die größte zusammenhängende Teilmenge, die x enthält.

(b) Ein topologischer Raum (X,O) mit X 6= ∅ ist genau dann zusam-
menhängend, wenn es in X nur eine Zusammenhangskomponente gibt.

(c) Nach (a) und Lemma 1.105 sind alle Zusammenhangskomponenten
abgeschlossene Teilmengen von X.

Definition 1.94 Ein Weg in einem topologischen Raum X ist eine stetige
Abbildung

γ : [a, b]→ X

mit reellen Zahlen a ≤ b. Man nennt γ(a) den Anfangspunkt des Wegs, γ(b)
seinen Endpunkt. Man spricht dann auch von einem Weg von γ(a) nach γ(b).
Ist γ(a) = γ(b), so nennt man γ einen geschlossenen Weg (oder auch: eine
Schleife an der Stelle γ(a)). Ein Weg heißt normiert, wenn [a, b] = [0, 1].

Bemerkung 1.95 Später werden wir fast ausschließlich mit normierten We-
gen arbeiten (und Wege stillschweigend normiert annehmen). Wege auf an-
deren Definitionsintervallen werden in der algebraischen Topologie manchmal
“verallgemeinerte Wege” genannt.

Bemerkung 1.96 Für jeden Weg γ : [a, b]→ X ist

[0, 1]→ X, t 7→ γ(a+ t(b− a))

ein normierter Weg mit dem gleichen Anfangspunkt wie γ und dem gleichen
Endpunkt. Wir nennen ihn den zugehörigen normierten Weg.

Definition 1.97 Ein topologischer Raum (X,O) wird wegzusammenhängend
genannt, wenn für alle x, y ∈ X in X ein Weg von x nach y existiert.

Lemma 1.98 Es sei f : X → Y eine stetige Funktion zwischen topologi-
schen Räumen. Ist X wegzusammenhängend, so ist auch f(X) wegzusam-
menhängend.
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Beweis. Für alle x′, y′ ∈ f(X) gibt es x, y ∈ X mit x′ = f(x), y′ = f(y). Da
X wegzusammenhängend ist, gibt es einen Weg γ : [0, 1]→ X von x nach y.
Dann ist

f |f(X) ◦ γ : [0, 1]→ f(X), t 7→ f(γ(t))

ein Weg in f(X) von f(x) = x′ nach f(y) = y′. 2

Lemma 1.99 Ist ein topologischer Raum X wegzusammenhängend, so ist X
zusammenhängend.

Beweis. Es sei A ⊆ X eine nicht leere Teilmenge, die in X offen und
abgeschlossen ist. Es existiert also ein a ∈ A. Da X wegzusammenhängend
ist, gibt es für jedes x ∈ X einen Weg γ : [0, 1] → X von a nach x. Wegen
0 ∈ γ−1(A) ist dann γ−1(A) eine nicht leere Teilmenge von [0, 1]. Diese ist
in [0, 1] offen und abgeschlossen, da γ stetig ist. Da [0, 1] zusammenhängend
ist, folgt

γ−1(A) = [0, 1],

so dass also γ([0, 1]) ⊆ A und somit x = γ(1) ∈ A. Also ist A = X. Da A
beliebig war, ist X zusammenhängend. 2

Definition 1.100 Es sei X ein topologischer Raum. Für x, y ∈ X schreiben
wir x ∼w y, wenn in X ein Weg γ von x nach y existiert (den man, wenn
gewünscht, dann immer auch normiert wählen kann). Auf X ist ∼w eine
Äquivalenzrelation, wie wir gleich nachweisen werden. Die Äquivalenzklasse
X(x) eines Punkts x ∈ X nennt man die Wegkomponente von x.

1.101 Um zu sehen, dass ∼w eine Äquivalenzrelation ist, seien x, y, z ∈ X.
Der konstante Weg

cx : [0, 1]→ X, t 7→ x

ist ein Weg von x nach x; also ist x ∼w x. Ist ∼w y und γ : [0, 1] → X ein
Weg von x nach y, so ist der umgekehrte Weg

γ− : [0, 1]→ X, t 7→ γ(1− t)

ein Weg von y nach x, also y ∼w x. Ist x ∼w y und y ∼w z, so gibt es einen
Weg γ : [0, 1]→ X von x nach y und einen Weg η : [0, 1]→ X von y nach z.
Dann ist der zusammengesetzte Weg

γ · η : [0, 1]→ X, t 7→
{

γ(2t) wenn t ∈ [0, 1/2];
η(2t− 1) wenn t ∈ [1/2, 1]
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wohldefiniert und nach dem Klebelemma stetig, also ein normierter Weg. Da
(γ · η)(0) = x und (γ · η)(1) = z, ist x ∼w z.

In jedem topologischen Raum (X,O) ist für jedes x ∈ X die Wegkomponente
X(x) wegzusammenhängend. Also ist X(x) zusammenhängend und somit in
der Zusammenhangskomponente Xx von x enthalten,

X(x) ⊆ Xx . (5)

Wir halten eine hinreichende Bedingung für Gleichheit fest.

Satz 1.102 Es sei X ein topologischer Raum. Ist für jedes x ∈ X die
Wegkomponente X(x) offen in X, so stimmen in X Wegkomponenten und
Zusammenhangskomponenten überein,

X(x) = Xx für alle x ∈ X.

Beweis. Für jedes x ∈ X ist die Wegkomponente A := X(x) per Vorausset-
zung offen. Ihr Komplement

X \ A =
⋃

y∈X\A

X(y)

ist ebenfalls offen, also A abgeschlossen. Insbesondere ist A = Xx∩A relativ
offen in Xx und relativ abgeschlossen und wegen x ∈ A nicht leer. Da Xx

zusammenhängend ist, folgt A = Xx. 2

Es würde genügen, dass jedes X(x) in Xx relativ offen ist.

Definition 1.103 Ein topologischer Raum (X,O) heißt lokal wegzusam-
menhängend, wenn es für jedes x ∈ X und jede x-Umgebung U ⊆ X eine
wegzusammenhängende x-Umgebung V ⊆ X gibt mit V ⊆ U .

Jede Umgebung muss also eine wegzusammenhängende enthalten.

Satz 1.104 Jeder zusammenhängende, lokal wegzusammenhägende topolo-
gische Raum ist wegzusammenhängend.

Beweis. Da X lokal wegzusammenhängend ist, ist für jedes x ∈ X die
Wegkomponente X(x) eine x-Umgebung in X, also x im Inneren X0

(x). Für

jedes y ∈ X(x) ist X(y) = X(x), somit y ∈ X0
(y) = X0

(x). Also ist X(x) = X0
(x)

und somit X(x) offen und Satz 1.102 anwendbar. 2

Die folgenden ergänzenden Resultate wurden in der Vorlesung übersprungen.
Die Beweise findet man im Anhang.
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Satz 1.105 Es sei X ein topologischer Raum und Y ⊆ X eine zusam-
menhängende Teilmenge. Dann ist auch der Abschluss Y zusammenhängend.

Für Produkte mit der Produkttopologie gilt:

Satz 1.106 Es seien X und Y topologische Räume und es sei (x, y) ∈ X×Y .
Dann ist die Zusammenhangskomponente von (x, y) in X × Y das Produkt

(X × Y )(x,y) = Xx × Yy

der Zusammenhangskomponenten.

Bemerkung 1.107 Insbesondere ist im Falle X 6= ∅ und Y 6= ∅ also X × Y
genau dann zusammenhängend, wenn X und Y zusammenhängend sind.

Satz 1.108 Es seien X und Y topologische Räume; wir versehen X×Y mit
der Produkttopologie. Für alle z = (x, y) ∈ X × Y ist dann die Wegkompo-
nente (X × Y )(z) von z gleich dem Produkt der Wegkomponenten der Kom-
ponenten,

(X × Y )(z) = X(x) × Y(y) .

Bemerkung 1.109 Ist ein topologischer Raum (X,O) lokal wegzusammen-
hängend, so enthält für jedes x ∈ X jede x-Umgebung U ⊆ X eine offene
wegzusammenhängende x-Umgebung.

[Wir dürfen U offen annehmen und behaupten, dass die Wegkomponente

U(x)

von x in U offen (und somit eine in U enthaltene offene x-Umgebung ist). Für
jedes y ∈ U(x) ist U eine y-Umgebung. Da X lokal wegzusammenhängend
ist, gibt es eine wegzusammenhängende y-Umgebung V ⊆ X mit V ⊆ U .
Dann ist

V ⊆ U(y) = U(x),

also insbesondere y im Inneren von U(x). Da y beliebig war, folgt U(x) = U0
(x);

also ist U(x) offen in X. ]
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Die kompakt-offene Topologie auf C(X,Y )

Definition 1.110 Es sei (X,O) ein topologischer Raum. Eine Menge B ⊆ O
von offenen Teilmengen vom X heißt Basis der Topologie O, wenn jede offene
Menge eine Vereinigung von Basismengen ist.

Für jedes V ∈ O muss also eine Familie (Bj)j∈J von Mengen Bj ∈ B ex-
istieren mit V =

⋃
j∈J Bj.

Lemma 1.111 Es sei X eine Menge und B eine Menge von Teilmengen
von X derart, dass gilt:

(i)
⋃
B∈B B = X;

(ii) Für alle B,C ∈ B ist B ∩ C ∈ B.

Dann existiert genau eine Topologie O auf X, für welche B eine Basis ist.

Beweis. Es ist notwendig

O =

{ ⋃
V ∈M

V : M ⊆ B

}
,

also O eindeutig festgelegt. Definieren wir O durch die vorigen Formel, so ist
∅ ∈ O und X ∈ O (da wir M = ∅ und M = B wählen können). Ist (Wj)j∈J
eine Familie von Mengen Wj ∈ O, so gibt es für jedes j ∈ J eine Teilmenge
Mj ⊆ B mit Wj =

⋃
V ∈Mj

V . Dann ist⋃
j∈J

Vj =
⋃
V ∈M

V ∈ O

mit M :=
⋃
j∈JMj. Sind P,Q ∈ O, so gibt es Mengen M,N ⊆ B mit

P =
⋃
U∈M V und Q =

⋃
V ∈N W . Dann ist

P ∩Q =
⋃
U∈M

⋃
V ∈N

(U ∩ V ) =
⋃
W∈D

W

mit D := {U ∩ V : U ∈M, V ∈ N} ⊆ B. 2
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Lemma 1.112 Ist X eine Menge und S eine Menge von Teilmengen von X,
so ist

B := {X} ∪ {V1 ∩ · · · ∩ Vn : n ∈ N, V1, . . . , Vn ∈ S} (6)

eine Basis für genau eine Topologie O auf X.

Die Voraussetzungen von Lemma 1.111 sind nämlich offensichtlich erfüllt.

Definition 1.113 Man nennt O die von S erzeugte Topologie und S eine
Subbasis für O.

Ist X ∈ S, so kann “{X}∪” in (6) weggelassen werden, ohne B zu ändern.

Beispiel 1.114 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Für x ∈ X und ε > 0
nennen wir

Bε(x) := {y ∈ X : d(x, y) < ε}
die offene Kugel vom Radius ε um x. Dann ist {Bε(x) : x ∈ X, ε > 0} eine
Basis der zugehörigen Topologie

O := {V ⊆ X : (∀x ∈ V )(∃ε > 0) Bε(x) ⊆ V }.

Lemma 1.115 Es sei f : X → Y eine Abbildung zwischen topologischen
Räumen und S eine Subbasis der Topologie auf Y . Dann sind äquivalent:

(a) f ist stetig;

(b) Für jedes V ∈ S ist f−1(V ) offen in X.

Beweis. Offenbar folgt (b) aus (a). Ist (b) erfüllt, so ist nach dem vorigen
Lemma

B := {Y } ∪ {V1 ∩ · · · ∩ Vn : n ∈ N, V1, . . . , Vn ∈ S}
eine Basis für die Topologie auf Y . Dann ist f−1(W ) offen in X für alle
W ∈ B, denn f−1(Y ) = X ist offen und ist W = V1 ∩ · · · ∩Vn mit n ∈ N und
V1, . . . , Vn ∈ S, so ist

f−1(W ) = f−1(V1) ∩ · · · ∩ f−1(Vn)

offen als Durchschnitt endlich vieler offener Mengen. Für jede offene Teil-
menge V ⊆ Y ist V =

⋃
W∈M W für eine Teilmenge M ⊆ B und somit

f−1(V ) =
⋃
W∈M

f−1(W )

offen in X. Somit ist f stetig. 2
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Definition 1.116 Sind X und Y topologische Räume, so schreiben wir
C(X, Y ) für die Menge aller stetigen Funktionen f : X → Y . Gegeben eine
kompakte Teilmenge K ⊆ X und eine offene Teilmenge U ⊆ Y schreiben wir

bK,Uc := {f ∈ C(X, Y ) : f(K) ⊆ U}

für die Menge aller stetigen Funktionen von X nach Y , welche K in U ab-
bilden. Wir definieren die kompakt-offene Topologie auf C(X, Y ) als die von
den Mengen bK,Uc erzeugte Topologie, wenn K die Menge aller kompak-
ten Teilmengen von X durchläuft und U die Menge aller offenen Teilmengen
von Y . Wird nichts anderes gesagt, versehen wir C(X, Y ) immer mit der
kompakt-offenen Topologie.

Da b∅, Y c = C(X, Y ), bilden endliche Durchschnitte

bK1, U1c ∩ · · · ∩ bKn, Unc

eine Basis der kompakt-offenen Topologie auf C(X, Y ).

Für topologische Räume X und Y betrachten wir nun die Auswertungsab-
bildung

ev : C(X, Y )×X → Y, (f, x) 7→ f(x) .

Versehen wir C(X, Y ) mit der kompakt-offenen Topologie, so gilt:

Lemma 1.117 Ist X lokal kompakt, so ist für jeden topologischen Raum Y
die Auswertungsabbildung

ev : C(X, Y )×X → Y

stetig.

Beweis. Es sei V ⊆ Y eine offene Teilmenge. Für (f, x) ∈ ev−1(V ) ist
f(x) ∈ V , also f−1(V ) eine offene Umgebung von x in X. Da X lokal
kompakt ist, gibt es eine kompakte x-Umgebung K in X mit K ⊆ f−1(V ).
Dann ist f(K) ⊆ V , also f ∈ bK,V c und somit

bK,V c ×K0

eine offene (f, x)-Umgebung in C(X, Y )×X. Diese ist in ev−1(V ) enthalten,
da g(y) ∈ V für alle g ∈ bK,V c und y ∈ K0. 2

Gegeben Mengen X und Y schreiben wir Y X für die Menge aller Abbildungen
f : X → Y .
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1.118 Sind X, Y und Z Mengen und

f : X × Y → Z

eine Abbildung, so erhalten wir für jedes x ∈ X eine Abbildung

fx := f(x, ·) : Y → Z, y 7→ f(x, y)

und somit eine Abbildung

f∨ : X → ZY , x 7→ f∨(x) := fx .

Umgekehrt liefert jede Abbildung g : X → ZY eine Abbildung

g∧ : X × Y, (x, y) 7→ g∧(x, y) := g(x)(y).

Per Konstruktion ist (f∨)∧ = f und (g∧)∨ = g; also sind

Φ: ZX×Y → (ZY )X , f 7→ f∨

und
Ψ: (ZY )X → ZX×Y , g 7→ g∧

zueinander inverse bijektive Abbildungen. Insbesondere haben wir

ZX×Y ∼= (ZY )X

als Mengen. Unter geeigneten Voraussetzungen erhält man Analoga dieses
“Exponentialgesetzes” für topologische Räume.

Satz 1.119 Es seien X, Y und Z topologische Räume. Versehen wir C(Y, Z)
mit der kompakt-offenen Topologie, so gilt:

(a) Für jede stetige Abbildung f : X × Y → Z und jedes x ∈ X ist

fx := f(x, ·) : Y → Z

stetig.

(b) Für jede stetige Abbildung f : X × Y → Z ist die Abbildung

f∨ : X → C(Y, Z), x 7→ fx

stetig.
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(c) Ist Y lokal kompakt, so ist für jede stetige Abbildung g : X → C(Y, Z)
die zugehörige Abbildung

g∧ : X × Y → Z, (x, y) 7→ g∧(x, y) := g(x)(y)

stetig. Die Abbildung Φ: C(X × Y, Z) → C(X,C(Y, Z)), f 7→ f∨ ist
dann also eine Bijektion mit Umkehrabbildung g 7→ g∧.

Beweis. (a) Es ist fx die Komposition von f und der stetigen Abbildung
Y → X × Y , y 7→ (x, y).

(b) Es sei K ⊆ Y kompakt und V ⊆ Z eine offene Teilmenge. Wir zeigen,
dass

(f∨)−1(bK,V c)

in X offen ist. Sei hierzu x in diesem Urbild. Dann ist fx ∈ bK,V c, also
fx(K) ⊆ V , also

f({x} ×K) ⊆ V

und somit {x} ×K ⊆ f−1(V ). Nach dem Lemma von Wallace gibt es offene
Teilmengen P ⊆ X und Q ⊆ Y derart, dass x ∈ P , K ⊆ Q und

P ×Q ⊆ f−1(V ) .

Insbesondere ist P ×K ⊆ f−1(V ), also f(P ×K) ⊆ V und somit

(f∨)(P ) ⊆ bK,V c ,

also P ⊆ (f∨)−1(bK,V c), letztere Menge also eine x-Umgebung.

(c) Ist Y lokal kompakt, so ist die Auswertungsabbildung ev : C(Y, Z)×Y →
Z stetig, also auch

g∧(x, y) = g(x)(y) = ev(g(x), y)

stetig. Da (g∧)∨ = g, ist die injektive Abbildung Φ also auch surjektiv, somit
eine Bijektion. 2

Bemerkung 1.120 Unter den Voraussetzungen von (c) ist eine Funktion
g : X → C(Y, Z) genau dann stetig, wenn g∧ : X × Y → Z stetig ist.9

9Ist g∧ stetig, so nach (b) auch g = (g∧)∨ stetig.
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Die folgenden Anwendung des Exponentialgesetzes wird von Nutzen sein.
Wie üblich versehen wir Produkte mit der Produkttopologie.

Satz 1.121 Sei q : X → Y eine Quotientenabbildung zwischen topologischen
Räumen und Z ein topologischer Raum. Ist Z lokal kompakt, so ist

q × idZ : X × Z → Y × Z, (x, z) 7→ (q(x), z)

eine Quotientenabbildung.

Beweis. Es sei O die Produkttopologie auf Y × Z und T die Quotienten-
topologie bezüglich q × idZ . Da die Produkttopologie q × idZ stetig macht,
ist O ⊆ T . Wir schreiben

H := (Y × Z, T ).

Da f := q× idZ : X×Z → H stetig ist, ist nach Satz 1.119 (b) die Abbildung

f∨ : X → C(Z,H), x 7→ f(x, ·)

stetig. Für alle x1, x2 ∈ X mit q(x1) = q(x2) ist f∨(x1) = f∨(x2) per Kon-
struktion. Nach dem Homomorphiesatz gibt es also genau eine Abbildung

g : Y → C(Z,H)

mit g ◦ q = f , und diese ist stetig. Da Z lokal kompakt ist, ist nach
Satz 1.119 (c) die Abbildung

g∧ : Y × Z → H, (y, z) 7→ g(y)(z)

stetig. Für y ∈ Y und z ∈ Z ist y = q(x) für ein x ∈ X und wir erhalten

g∧(y, z) = g(y)(z) = q(q(x))(z) = f∨(x)(z) = f(x, z) = (q(x), z) = (y, z),

so dass also g∧ die identische Abbildung Y × Z → Y × Z, (y, z) 7→ (y, z)
ist. Nach dem Vorigen ist diese stetig als Abbildung von (Y × Z,O) nach
(Y × Z, T ). Es gilt also T ⊆ O und somit T = O. 2
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Folgerung 1.122 Es sei X ein topologischer Raum, dessen Topologie final
ist bezüglich einer Familie (fj)j∈J von Abbildungen fj : Xj → X mit topolo-
gischen Räumen Xj, und es gelte

X =
⋃
j∈J

fj(Xj) . (7)

Für jeden lokal kompakten topologischen Raum Z ist dann die Produkttopolo-
gie auf X × Z final bezüglich der Familie (fj × idZ)j∈J der Abbildungen

fj × idZ : Xj × Z → X × Z, (x, z) 7→ (fj(x), z),

wobei man Xj × Z mit der Produkttopologie versieht.

Beweis. Wir betrachten die topologische Summe Y :=
∐

j∈J Xj. Die Abbil-
dung

q := ∪j∈Jfj : Y → X

ist per Voraussetzung surjektiv. Da die Topologie auf X final ist bezüglich
der Familie (fj)j∈J , ist nach Lemma 1.73 q eine Quotientenabbildung. Nach
Satz 1.121 ist auch q × idZ eine Quotientenabbildung, die Topologie O auf
X × Z also final bezüglich q × idZ . Nun ist Y × Z die topologische Summe∐

j∈J(Xj × Z) (siehe Lemma 1.74). Deren Topologie ist final bezüglich den
kanonischen Einbettungen

Xj × Z → Y × Z .

Komponieren wir q× idZ mit diesen, erhalten wir die Abbildungen fj × idZ .
Wegen der Transitivität finaler Topologien ist O auch final bezüglich diesen
Kompositionen. 2

Bemerkung 1.123 Die Schlussfolgerung von Folgerung 1.122 kann falsch
werden, wenn (7) nicht angenommen wird (Aufgabe 25, Übungsblatt 7).

Für die Allgemeinbildung erwähnen wir weitere Eigenschaften der kompakt-
offenen Topologie (die nicht prüfungsrelevant sind und nur im Anhang be-
wiesen werden).

Satz 1.124 Es seien X und Y topologische Räume. Ist Y Hausdorffsch, so
auch C(X, Y ).
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Satz 1.125 Es sei X ein topologischer Raum und φ : Y1 → Y2 eine stetige
Abbildung zwischen topologischen Räumen. Dann ist die Abbildung

C(X,φ) : C(X, Y1)→ C(X, Y2), f 7→ φ ◦ f

stetig.

Satz 1.126 Es sei Y ein topologischer Raum und φ : X1 → X2 eine stetige
Abbildung zwischen topologischen Räumen. Dann ist die Abbildung

C(φ, Y )) : C(X2, Y )→ C(X1, Y ), f 7→ f ◦ φ

stetig.

Beispiel 1.127 Es seien X und Y topologische Raume und X0 ⊆ X eine
Teilmenge. Dann ist die Einschränkungsabbildung

ρ : C(X, Y )→ C(X0, Y ), f 7→ f |X0

stetig.

Die Inklusionsabbildung j : X0 → X, x 7→ x ist nämlich stetig und für jedes
f ∈ C(X, Y ) ist f |X0 = f ◦ j = C(j, Y )(f), also

ρ = C(j, Y ).
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Kompakt erzeugte topologische Räume*

Die Zellenkomplexe, die wir später betrachten werden, brauchen nicht lokal
kompakt zu sein, sind aber immer sogenannte k-Räume. Solche Räume
schauen wir kurz systematisch an. Die Diskussion ist nur für feinere Resul-
tate nötig, in der Vorlesung können wir voraussichtlich den ganzen Abschnitt
überspringen.

Definition 1.128 Ein topologischer Raum (X,O) heißt kompakt erzeugt
(oder kurz: ein k-Raum), wenn seine Topologie O final ist bezüglich der
Familie der Inklusionsabbildungen λK : K → X, x 7→ x, wenn K die Menge
der kompakten Teilmengen von X durchläuft.

Lemma 1.129 Für einen topologischen Raum (X,O) sind äquivalent:

(a) (X,O) ist ein k-Raum.

(b) Für jede Teilmenge U ⊆ X gilt: Es ist U offen in (X,O) genau dann,
wenn U ∩K in K relativ offen ist für jede kompakte Teilmenge K ⊆ X.

(c) Für jede Teilmenge A ⊆ X gilt: Es ist A abgeschlossen in (X,O) genau
dann, wenn A ∩ K in K relativ abgeschlossen ist für jede kompakte
Teilmenge K ⊆ X.

(d) Die Topologie O ist final bezüglich einer Familie (fj)j∈J von Abbildun-
gen fj : Kj → X mit kompakten topologischen Räumen (Kj,Oj).

Beweis. (b) und (c) sind äquivalent zu (a), denn sie beschreiben die offenen
bzw. abgeschlossenen Mengen der finalen Topologie Ok bezüglich der obigen
Inklusionen λK : K → X.

(a) impliziert (d) per Definition eines k-Raums.

Gelte nun (d). Es sei Ok die finale Topologie auf X bezüglich den obigen λK .
Für jedes V ∈ O ist λ−1

K (V ) = V ∩K offen in K für jede kompakte Teilmenge
K ⊆ X, also V ∈ Ok und somit O ⊆ Ok. Zum Nachweis der umgekehrten
Inklusion sei W ∈ Ok. Für jedes j ∈ J ist K := fj(Kj) eine kompakte
Teilmenge von X in der induzierten Topologie. Da W ∈ Ok, ist W ∩K offen
in K und somit

f−1
j (W ) = (fj|K)−1(K ∩W )

offen in Kj. Also ist W offen in der finalen Topologie bezüglich (fj)j∈J , also
W ∈ O. 2
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Beispiel 1.130 Es sei (X,O) ein topologischer Raum, in welchem jeder
Punkt x ∈ X eine kompakte Umgebung hat. Dann ist (X,O) ein k-Raum.10

Insbesondere ist jeder lokal kompakte topologische Raum ein k-Raum.

Definition 1.131 Es sei (X,O) ein topologischer Raum, x ∈ X und (xn)n∈N
eine Folge von Elementen xn ∈ X. Wir sagen, dass (xn)n∈N gegen x kon-
vergiert (und schreiben xn → x für n→∞), wenn für jede Umgebung V von
x in X ein n0 ∈ N existiert derart, dass xn ∈ V für alle n ≥ n0.

Konvergiert eine Folge gegen ein x, so wird die Folge konvergent genannt und
x ein Grenzwert der Folge.

Lemma 1.132 Es sei (xn)n∈N eine konvergente Folge in einem topologischen
Raum (X,O) und x ∈ X ein Grenzwert für (xn)n∈N. Dann ist

K := {xn : n ∈ N} ∪ {x}

eine kompakte Teilmenge von X.

Beweis. Es sei (Vj)j∈J eine Familie von offenen Teilmengen von X mit
K ⊆

⋃
j∈J Vj. Es existiert ein j0 ∈ J mit x ∈ Vj0 . Da xn → x, existiert ein

N ∈ N derart, dass xn ∈ Vj0 für alle n > N . Für alle k ∈ {1, . . . , N} ist
xk ∈ Vjk für ein jk ∈ J . Dann ist also

K ⊆
N⋃
k=0

Vjk

und somit Kompaktheit nachgewiesen. 2

Beispiel 1.133 Jeder metrische Raum ist ein k-Raum.11

10Ist Ok die finale Topologie auf X bezüglich den λK , so ist wie oben O ⊆ Ok. Ist
W ∈ Ok, so gibt es per Voraussetzung für x ∈ W eine kompakte Umgebung Kx in X.
Dann ist W ∩Kx offen in Kx, also W ∩K0

x (mit dem Inneren als Teilmenge von X) offen
in K0

x und somit in X. Es ist also W in X eine Umgebung von jedem x ∈ W und somit
W in X offen.

11Es sei A ⊆ X eine Teilmenge. Ist A in X abgeschlossen, so ist A∩K in K abgeschlossen
für jede kompakte Teilmenge K ⊆ X. Sei umgekehrt A ∩K in K abgeschlossen für alle
kompakten Teilmengen K ⊆ X. Ist x im Abschluss A, so gibt es eine Folge (xn)n∈N in A
derart, dass xn → x in X. Nach dem Vorigen ist K := {x} ∪ {xn : n ∈ N} kompakt. Da
A ∩K in K abgeschlossen ist und xn → x in A, folgt x = limn→∞ xn ∈ A ∩K ⊆ A. Also
ist A = A abgeschlossen.
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Wir erwähnen noch:

Satz 1.134 Für einen topologischen Raum X sind äquivalent:

(a) X ist ein k-Raum;

(b) Es gibt eine Quotientenabbildung q : Y → X für einen topologischen
Raum Y , in welchem jeder Punkt eine kompakte Umgebung besitzt.

Ist X Hausdorffsch, so ist zudem äquivalent:

(c) Es gibt eine Quotientenabbildung q : Y → X für einen Hausdorffschen,
lokal kompakten topologischen Raum Y .

Beweis. Gilt (a), so betrachten wir die Menge K(X) aller kompakten Teil-
mengen von X. In der topologischen Summe

Y :=
∐

K∈K(X)

K

hat jeder Punkt eine kompakte Umgebung und ist X Hausdorffsch, so ist Y
somit lokal kompakt. Die Abbildung q := ∪K∈K(X)λK : Y → X ist surjektiv
(da alle einpunktigen Teilmengen von X kompakt sind). Da nach (a) die
Topologie auf X final ist bezüglich der Familie (λK)K∈K(X), ist diese nach
Lemma 1.73 gleich der Quotiententopologie bezüglich q.

Aus (c) folgt (b).

Gilt (b), so hat jeder Punkt y ∈ Y eine kompakte Umgebung Ly in Y . Dann
ist q(Ly) eine kompakte Teilmenge von X. Sei nun V ⊆ X eine Teilmenge
derart, dass V ∩ K in K offen ist für jede kompakte Teilmenge K von X.
Für jedes y ∈ Y ist dann V ∩ q(Ly) offen in q(Ly), also

Ly ∩ q−1(V ) = (q|Ly)−1(V ) = (q|q(Ly)
Ly

)−1(q(Ly) ∩ V )

offen in Ly. Somit ist L0
y∩ q−1(V ) offen in Y und folglich q−1(V ) offen, somit

V offen in X (da X die Quotiententopologie trägt). Also ist X ein k-Raum.
2

Da Kompositionen von Quotientenabbildungen wieder Quotientenabbildun-
gen sind, folgt:
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Folgerung 1.135 Ist q : X → Y eine Quotientenabbildung zwischen topolo-
gischen Räumen und X ein k-Raum, so ist auch Y ein k-Raum.

Eine weitere simple Beobachtung ist nützlich:

Lemma 1.136 Es sei X ein topologischer Raum und (Vj)j∈J eine offene
Überdeckung von X. Ist Vj ein k-Raum für alle j ∈ J , so ist X ein k-Raum.

Bemerkung 1.137 Die Schlussfolgerung gilt auch, wenn jedes Vj ein k-
Raum ist und X =

⋃
j∈J V

0
j , wobei V 0

j das Innere von Vj ist als Teilmenge
von X.

Beweis. Es sei V ⊆ X eine Teilmenge derart, dass K ∩ V offen in K ist
für jede kompakte Teilmenge K ⊆ X. Für jedes j ∈ J ist dann für jede
kompakte Teilmenge K ⊆ Vj

K ∩ (Vj ∩ V ) = K ∩ V

offen in K, also Vj ∩ V offen in Vj, da Vj ein k-Raum ist. Folglich ist V 0
j ∩ V

offen in V 0
j und somit in X. Somit ist V =

⋃
j∈J(V 0

j ∩ V ) offen in X. 2

Sind X und Y beide k-Räume, so braucht X × Y in der Produkttopologie
kein k-Raum zu sein. Sind X und Y zusätzlich hemikompakt und Haus-
dorffsch, so ist X ×Y jedoch immer ein k-Raum (siehe Satz 1.142). Im Falle
allgemeiner k-Räume X und Y kann man wenigstens die Topologie auf X×Y
so verfeinern, dass ein k-Raum k(X × Y ) entsteht (siehe Definition 1.144).
Die Beweise dieser etwas technischeren Resultate (bis Satz 1.145) findet man
im Anhang zu Kapitel 1.

Definition 1.138 Ein topologischer Raum X heißt hemikompakt, wenn es
eine Folge (Kn)n∈N von kompakten Teilmengen Kn ⊆ X gibt, so dass jede
kompakte Teilmenge K ⊆ X in Kn enthalten ist für ein n ∈ N.

Dann ist insbesondere X =
⋃
n∈NKn; für jedes x ∈ X ist die einpunktige

Menge {x} nämlich kompakt, also {x} ⊆ Kn für ein n.

Bemerkung 1.139 Da man jedes Kn durch die kompakte Menge K1∪· · ·∪
Kn ersetzen kann, kann immer angenommen werden, dass

K1 ⊆ K2 ⊆ · · ·

in Definition 1.138. Man nennt dann (Kn)n∈N eine kω-Folge.
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Lemma 1.140 Es sei (X,O) ein hemikompakter k-Raum und K1 ⊆ K2 ⊆
· · · eine kω-Folge in X. Dann ist die Topologie O final bezüglich der Folge
(λn)n∈N der Inklusionsabbildungen λn : Kn → X, x 7→ x.

Es ist dann also X = lim
→
Kn als topologischer Raum.

Beispiel 1.141 Jeder σ-kompakte lokal kompakte topologische Raum ist
hemikompakt.

Jede kompakte Ausschöpfung (Kn)n∈N ist nämlich eine kω-Folge.12

Satz 1.142 Sind X und Y Hausdorffsche, hemikompakte k-Räume, so ist
das kartesische Produkt X × Y in der Produkttopologie ein k-Raum (sowie
Hausdorffsch und hemikompakt).

Bemerkung 1.143 Hausdorffsche, hemikompakte k-Räume nennt man auch
kω-Räume. Nach Satz 1.142 ist das Produkt zweier kω-Räume mit der Pro-
dukttopologie also wieder ein kω-Raum.

Definition 1.144 Ist (X,O) ein topologischer Raum, so schreiben wir
K(X,O) (oder einfach K(X)) für die Menge aller kompakten Teilmengen
von X. Es sei Ok die finale Topologie auf X bezüglich den Inklusionsabbil-
dungen λK : K → X für K ∈ K(X,O). Man schreibt kurz k(X) := (X,Ok)
für den so erhaltenen topologischen Raum und nennt k(X) auch die Kelley-
fizierung von X.

Satz 1.145 Für jeden topologischen Raum (X,O) gilt:

(a) Ist X ein k-Raum, so ist X = k(X);

(b) O ⊆ Ok, d.h. die Inklusion k(X)→ X ist stetig.

(c) Ist X Hausdorffsch, so auch k(X);

(d) Eine Teilmenge K ⊆ X ist genau dann in X kompakt, wenn K in k(X)
kompakt ist; X und k(X) induzieren auf K zudem die selbe Topologie.

(e) k(X) ist ein k-Raum;

12Die Inneren K0
1 ⊆ K0

2 ⊆ · · · bilden eine offene Überdeckung von X, jede kompakte
Teilmenge von X ist also in einem K0

n und somit in Kn enthalten.
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(f) Ist L ein kompakter topologischer Raum und f : L→ X eine Abbildung,
so ist f genau dann stetig nach X mit der Topologie O, wenn f nach
k(X) stetig ist.

Für k-Räume ist eine Fassung des Exponentialgesetzes verfügbar, analog zu
Satz 1.119 (c):

Satz 1.146 Es seien X, Y und Z topologische Räume. Ist X × Y ein k-
Raum und Y Hausdorffsch, so ist für jede stetige Abbildung g : X → C(Y, Z)
die zugehörige Abbildung

g∧ : X × Y → Z, (x, y) 7→ g∧(x, y) := g(x)(y)

stetig. Die Abbildung Φ: C(X × Y, Z) → C(X,C(Y, Z)), f 7→ f∨ ist dann
also eine Bijektion mit Umkehrabbildung g 7→ g∧.

Beweis. Wir betrachten eine stetige Abbildung g : X → C(Y, Z), wobei
C(Y, Z) mit der kompakt-offenen Topologie versehen ist. Da X × Y ein k-
Raum ist, ist g∧ stetig, wenn wir zeigen können, dass g∧|K stetig ist für jede
kompakte Teilmenge K ⊆ X × Y . Da die Projektionen pr1 : X × Y → X
und pr2 : X × Y → Y auf die Komponenten stetig sind, ist K1 := pr1(K)
eine kompakte Teilmenge von X und K2 := pr2(K) eine kompakte Teilmenge
von Y . Nach dem Satz von Tychonoff ist K1 × K2 kompakt. Können wir
zeigen, dass g∧|K1×K2 stetig ist, so ist wegen K ⊆ K1 ×K2 auch g∧|K stetig.
Wir dürfen daher annehmen, dass

K = K1 ×K2

mit kompakten Teilmengen K1 ⊆ X und K2 ⊆ Y . Nach Beispiel 1.127 ist
die Einschränkungsabbildung

ρ : C(Y, Z)→ C(K2, Z), f 7→ f |K2

stetig. Also ist
ρ ◦ g : X → C(K2, Z)

stetig. Da Y Hausdorffsch ist, ist die kompakte Menge K2 lokal kompakt.
Nach Satz 1.119 (c) ist also

(ρ ◦ g)∧ : X ×K2 → Z
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stetig. Man beachte, dass für alle x ∈ X und y ∈ K2

(ρ◦g)∧(x, y) = (ρ◦g)(x)(y) = (ρ(g(x))(y) = g(x)|K2(y) = g(x)(y) = g∧(x, y).

Es ist also g∧|X×K2 = (ρ ◦ g)∧ stetig und folglich g∧|K1×K2 = g∧|K stetig. 2

Analog zu Bemerkung 1.120 haben wir:

Bemerkung 1.147 In der Situation von Satz 1.146 ist eine Funktion g : X →
C(Y, Z) genau dann stetig, wenn g∧ : X × Y → Z stetig ist.

Benutzen wir Satz 1.146 statt Satz 1.119, so erhalten wir analog zu Satz 1.121:

Satz 1.148 Es seien X, Y und Z topologische Räume und q : X → Y eine
Quotientenabbildung. Ist Y ×Z ein k-Raum und Z Hausdorffsch, so ist auch
q × idZ : X × Z → Y × Z eine Quotientenabbildung. �

Folgerung 1.149 Ist Y ein k-Raum und Z ein Hausdorffscher, lokal kom-
pakter topologischer Raum, so macht die Produkttopologie Y × Z zu einem
k-Raum.

Beweis. Nach Satz 1.134 gibt es einen topologischen Raum X, in welchem
jeder Punkt eine kompakte Umgebung hat und eine Quotientenabbildung
q : X → Y . Dann hat auch in X ×Z jeder Punkt eine kompakte Umgebung.
Da nach Satz 1.148 q × idZ : X × Z → Y × Z eine Quotientenabbildung ist,
ist Y × Z nach Satz 1.134 ein k-Raum. 2

Bemerkung 1.150 Unabhängig von lokaler Kompaktheit von Y gilt die
Schlussfolgerung von Folgerung 1.122 auch, wenn Z Hausdorffsch ist und
Xj × Z ein k-Raum in der Produkttopologie, für alle j ∈ J .
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Anhang zu Kapitel 1

Der Vollständigkeit halber beweisen wir Lemma 1.80 (d), Lemma 1.140, die
Sätze 1.105, 1.106 und 1.108 sowie 1.124,1.125 und 1.126, ebenso Satz 1.142
und Satz 1.145. Die Beweise sind nicht prüfungsrelevant.

Beweis von Lemma 1.80 (d). Es sei (Kn)n∈N eine kompakte Ausschöpfung
von X. Weiter seien A und B abgeschlossene Teilmengen von X mit A∩B =
∅. Wir wollen disjunkte offene Teilmengen P ⊆ X und Q ⊆ X finden mit
A ⊆ P und B ⊆ Q. Es sei P1 := Q1 := ∅. Wir konstruieren Folgen (Pn)n∈N
und (Qn)n∈N von kompakten Teilmengen von X derart, dass für jedes n ∈ N
gilt:

(i) Pn ⊆ K0
n \B und Qn ⊆ K0

n \A mit dem Inneren als Teilmenge von X;

(ii) Pn ∩Qn = ∅;

(iii) Ist n ≥ 2, so ist

(Kn−1 ∩ A) ∪ Pn−1 ⊆ P 0
n und (Kn−1 ∩B) ∪Qn−1 ⊆ Q0

n

mit den Inneren als Teilmenge von X.

Wir haben P1 und Q1 schon gefunden. Sei nun m ∈ N mit m ≥ 2 und
seien P1, . . . , Pm−1 und Q1, . . . , Qm−1 schon gefunden, so dass (i)–(iii) für
alle n ∈ {1, . . . ,m− 1} gelten. Dann sind

(Km−1 ∩ A) ∪ Pm−1 und (Km−1 ∩B) ∪Qm−1

zwei kompakte Teilmengen von Km−1 und somit von K0
m, und die zwei Men-

gen sind disjunkt. Die offene Menge K0
m \ B enthält nach Lemma 1.33 eine

kompakte Teilmenge Pm mit (Km−1 ∩ A) ∪ Pm−1 ⊆ P 0
m mit dem Inneren

als Teilmenge von Km. Da Pm ⊆ K0
m, stimmt dieses mit dem Inneren als

Teilmenge der offenen Menge K0
m und somit mit dem Inneren als Teilmenge

von X überein. Die offene Teilmenge (K0
m \ A) \ Pm enthält eine kompakte

Teilmenge Qm, so dass (Km−1 ∩B) ∪ Pm−1 ⊆ Q0
m, mit dem Inneren als Teil-

menge von Km, welches (wie zuvor) mit dem Inneren als Teilmenge von X
übereinstimmt.

Nach dem Vorigen existieren (Pn)n∈N und (Qn)n∈N. Da P1 ⊆ P 0
2 ⊆ P2 ⊆

P 0
3 ⊆ · · · und Q1 ⊆ Q0

2 ⊆ Q2 ⊆ Q0
3 ⊆ · · · sind

P :=
⋃
n∈N

Pn =
⋃
n∈N

P 0
n und Q :=

⋃
n∈N

Qn =
⋃
n∈N

Q0
n
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offene Teilmengen von X. Da die beteiligten Folgen aufsteigend sind und
stets Pn ∩ Qn = ∅, ist P ∩ Q = ∅. Da stets Kn−1 ∩ A ⊆ Pn ⊆ P und
Kn−1 ∩B ⊆ B ⊆ Qn ⊆ B, ist A ⊆ P und B ⊆ Q. �

Beweis von Lemma 1.140. Es sei T die Topologie auf X, die final
ist bezüglich (λn)n∈N. Es sei A ⊆ X eine Teilmenge. Ist A in (X,O)
abgeschlossen, so ist A ∩ Kn = λ−1

n (A) in Kn abgeschlossen für alle n ∈ N
und somit A in X, T ) abgeschlossen. Ist A in (X, T ) abgeschlossen, so gibt
es für jede kompakte Teilmenge K ⊆ X ein n ∈ N mit K ⊆ Kn. Da A ∩Kn

in Kn abgeschlossen ist, ist A ∩K = (A ∩Kn) ∩K in K abgeschlossen. Da
(X,O) ein k-Raum ist, folgt, dass A in (X,O) abgeschlossen ist. Da es für
beide Topologien die gleichen abgeschlossenen Mengen gibt, ist O = T . �

Beweis von Satz 1.105. Nach Ersetzen von X durch Y dürfen wir an-
nehmen, dass Y = X. Es sei A eine nicht leere Teilmenge von X, die in
X offen und abgeschlossen ist. Dann ist A ∩ Y relativ offen und relativ
abgeschlossen in Y . Gegeben a ∈ A ist A eine offene Umgebung von a.
Da X = Y , existiert ein y ∈ A ∩ Y . Also ist A ∩ Y 6= ∅ und somit
A ∩ Y = Y , da Y zusammenhängend ist. Da A in X abgeschlossen ist,
folgt A = A ⊇ A ∩ Y = Y = X, also A = X. �

Beweis von Satz 1.106. Sei C := (X × Y )(x,y). Da die Projektion
pr1 : X × Y → X auf die erste Komponente stetig ist, ist das Bild

pr1(C)

zusammenhängend. Da x ∈ pr1(C), folgt

pr1(C) ⊆ Xx .

Analog ist pr2(C) ⊆ Yy und somit

C ⊆ Xx × Yy .

Sei nun a ∈ Xx und b ∈ Yy; wir zeigen, dass (a, b) ∈ C, so dass also

C = Xx × Yy .

Da die Abbildung
`x : Y → X × Y, z 7→ (x, z)
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stetig ist, ist {x} × Yy = `x(Yy) zusammenhängend. Da diese Menge das
Element (x, y) enthält, folgt

{x} × Yy ⊆ C

und somit (x, b) ∈ C. Analog sehen wir, dass die Menge Xx × {b} zusam-
menhängend ist. Da diese das Element (x, b) enthält, ist Xx×{b} Teilmenge
der Zusammenhangskomponente C von (x, b). Also ist (a, b) ∈ C. �

Beweis von Satz 1.108. Sei W := (X × Y )(z). Ist (a, b) ∈ W , so gibt es
einen Weg

γ = (γ1, γ2) : [0, 1]→ X × Y

von z = (x, y) nach (a, b). Dann ist γ1 ein Weg in X von x nach a und γ2

ein Weg in Y von y nach b, also

a ∈ X(x) und b ∈ Y(y).

Folglich ist W ⊆ X(x) × Y(y). Ist umgekehrt (a, b) ein Punkt in X(x) × Y(y),
so gibt es einen Weg

γ1 : [0, 1]→ X

von x nach a und einen Weg γ2 : [0, 1]→ Y von y nach b. Dann ist

γ := (γ1, γ2) : [0, 1]→ X × Y, t 7→ (γ1(t), γ2(t))

ein Weg inX×Y von (x, y) nach (a, b), also (a, b) ∈ W . Somit istX(x)×Y(y) ⊆
W und folglich W = X(x) × Y(y). �

Beweis von Satz 1.124. Sind f, g ∈ C(X, Y ) und f 6= g, so gibt es ein
x ∈ X mit f(x) 6= g(x). Da Y Hausdorffsch ist, gibt es zu f(x) und g(x)
disjunkte offene Umgebungen U und V in Y . Da die einpunktige Teilmenge
{x} von X kompakt ist, sind

b{x}, Uc und b{x}, V c

offene Teilmengen von C(X, Y ). Diese sind Umgebungen von f bzw. g und
disjunkt. �

Beweis von Satz 1.125. Nach Lemma 1.115 genügt es zu zeigen, dass das
Urbild von bK,Uc offen ist für jede kompakte Teilmenge K ⊆ X und jede
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offene Menge U ⊆ Y2, denn solche Mengen bilden eine Subbasis der kompakt-
offenen Topologie auf C(X, Y2). Für f ∈ C(X, Y ) ist nun C(X,φ)(f) = φ◦f
genau dann in bK,Uc, wenn

φ(f(K)) ⊆ U,

also f(K) ⊆ φ−1(U). Es ist also

C(K,φ)−1(bK,Uc) = bK,φ−1(U)c;

dies ist eine offene Teilmenge von C(X, Y1), da φ−1(U) in Y1 offen ist. �

Beweis von Satz 1.126. Es sei K ⊆ X1 eine kompakte Teilmenge und
U ⊆ Y eine offene Teilmenge. Dann ist φ(K) eine kompakte Teilmenge
von X2. Für f ∈ C(X2, Y ) ist genau dann C(φ, Y )(f) = f ◦ φ in bK,Uc,
wenn

f(φ(K)) ⊆ U,

also f ∈ bφ(K), Uc. Folglich ist C(φ, Y )−1(bK,Uc) = bφ(K), Uc. Dies ist
eine offene Teilmenge von C(X2, Y ), also C(φ, Y ) stetig. �

Beweis von Satz 1.142. Es seien pr1 : X×Y → X und pr2 : X×Y → Y die
Projektionen auf die Komponenten. Wir wählen eine kω-Folge (Kn)n∈N für X
und eine kω-Folge (Ln)n∈N für Y . Nach dem Satz von Tychonoff ist für jedes
n ∈ N das kartesische produkt Kn × Ln kompakt in der Produkttopologie;
diese stimmt mit der von Xn × Yn induzierten Topologie. Ist K ⊆ X × Y
eine kompakte Teilmenge in der Produkttopologie, so ist pr1(K) kompakt
in X, also pr1(K) ⊆ Kn für ein n ∈ N. da auch pr2(K) kompakt ist, kann
nach Vergrößern von n erreicht werden, dass zudem pr2(K) ⊆ Ln und mit
K ⊆ Kn × Ln. Also ist X × Y hemikompakt. Sei nun V ⊆ X × Y eine
Teilmenge derart, dass V ∩ (Kn × Ln) in Kn × Ln offen ist für alle n ∈ N.
Wir zeigen, dass V offen ist in X × Y mit der Produkttopologie. Wenn das
stimmt, ist X × Y nach Lemma 1.129 (d) ein k-Raum.

Gegeben (x, y) ∈ V gibt es ein m ∈ N derart, dass (x, y) ∈ Km × Lm. Da
V ∩(Km×Lm) offen ist inKm×Lm, liefert die Definition der Produkttopologie
offene Mengen Um ⊆ Km und Vm ⊆ Lm derart, dass

(x, y) ∈ Um × Vm ⊆ V ∩ (Km × Lm) .

Da Km lokal kompakt ist, enthält Um eine kompakte x-Umgebung Pm ⊆ Km.
Ebenso enthält Vm eine kompakte y-Umgebung Qm ⊆ Lm. Dann ist also

(x, y) ∈ Pm ×Qm ⊆ V ∩ (Km × Lm).
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Wir setzen Pm−1 := {x} und Qm−1 := {y}. Rekursiv finden wir Folgen
(Pn)n≥m und (Qn)n≥m von kompakten Teilmengen Pn ⊆ Kn und Qn ⊆ Ln
derart, dass für alle natürlichen Zahlen n ≥ m

Pn−1 ×Qn−1 ⊆ P 0
n ×Q0

n ⊆ Pn ×Qn ⊆ V ∩ (Kn × Ln)

mit dem Inneren bezüglich Kn bzw. Ln. Wir haben nämlich schon Pm und
Qm. Ist ` > m und sind Pm, . . . , P`−1 sowie Qm, . . . , Q`−1 schon konstruiert,
so sind P`−1 und Q`−1 kompakt und es ist

P`−1 ×Q`−1 ⊆ V ∩ (K`−1 × L`−1) ⊆ V ∩ (K` × L`) .

Nach dem Lemma von Wallace gibt es offene Teilmengen U` ⊆ K` und V` ⊆
L` derart, dass

P`−1 ×Q`−1 ⊆ U` × V` ⊆ V ∩ (K` × L`) .

Da K` lokal kompakt ist, enthält U` eine kompakte Menge P` derart, dass
P`−1 ⊆ P 0

` mit dem Inneren als Teilmenge von K`. Ebenso enthält V` eine
kompakte Menge Q` derart, dass Q`−1 ⊆ Q0

` mit dem Inneren als Teilmenge
von L`. Dies beendet die rekursive Konstruktion.

Nach Lemma 1.69 sind

P :=
⋃
n≥m

P 0
n und Q :=

⋃
n≥m

Q0
n

offene Teilmengen von X bzw. Y mit x ∈ P , y ∈ Q und P × Q ⊆ V . Also
ist V eine (x, y)-Umgebung in X × Y bezüglich der Produkttopologie. �

Beweis von Satz 1.145. (a) Ist X ein k-Raum, so ist per Definition O =
Ok.

(b) Für jede offene Teilmenge V in (X,O) ist für jedes K ∈ K(X,O) das
Urbild λ−1

K (V ) = V ∩K offen in K, also V ∈ Ok. Also gilt O ⊆ Ok.

(c) Für x 6= y in X gibt es U, V ∈ O mit x ∈ U , y ∈ V und U ∩ V = ∅. Da
O ⊆ Ok, ist U ∈ Ok und V ∈ Ok, also (X,Ok) Hausdorffsch.

(d) Jede in (X,Ok) kompakte Menge ist auch in (X,O) kompakt, da wegen
O ⊆ Ok jede offene Überdeckung in (X,O) auch eine in (X,Ok) ist. Ist
K ∈ (X,Ok) kompakt, so sei OK die von O auf K induzierte Topologie
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und T die von Ok auf K induzierte Topologie. Da O ⊆ Ok, ist OK ⊆ T . Da
die Inklusion λK als Abbildung von (K,OK) nach (X,Ok) und somit auch
nach (K, T ) stetig ist, ist T ⊆ OK . Also ist OK = T . Insbesondere ist
(K, T ) kompakt, also K eine kompakte Teilmenge von (X,Ok).

(e) Nach (d) ist K(X,O) = K(X,Ok) als Menge und auf jedem Element K
induzieren (X,O) und (X,Ok) die selbe Topologie. Die bezüglich den λK
mit K ∈ K(X,Ok) finale Topologie auf X ist also gleich der bezüglich den
λK mit K ∈ K(X,O) finalen Topologie. Letztere ist per Definition Ok. Also
ist Ok bezüglich den λK mit K ∈ K(X,Ok) final und per Definition somit
(X,Ok) ein k-Raum.

(f) Ist f stetig nach (X,Ok), so auch nach (X,O), da O ⊆ Ok. Ist f nach
(X,O) stetig, so ist f(L) eine kompakte Teilmenge von (X,O). Nach (e) ist
K := f(L) auch in (X,Ok) kompakt und die vonO undOk auf K induzierten
Topologien OK bzw. T stimmen überein. Nun ist f |K nach (KOK) = (K, T )
stetig, also f auch als Abbildung nach (X,Ok) stetig. �
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2 Standard-Konstruktionen von Quotienten

Wir diskutieren

• Kollabieren einer Teilmenge (oder mehrerer Teilmengen) zu je einem
Punkt (Beispiele: Kegel über einem topologischen Raum, Einhängung,
Keilprodukt und Bukette);

• Ankleben (Anheften) eines topologischen Raums an einen anderen (Bei-
spiel: Doppel einer kompakten Mannigfaltigkeit mit Rand)

• Ankleben einer Familie topologischer Räume an einen topologischen
Raum

Zum Beispiel werden wir später rekursiv das n-Gerüst Xn eines Zellenkom-
plexes X durch Ankleben einer Familie (Dn,j)j∈Jn von Kugeln Dn,j ∼ Dn an
das (n− 1)-Gerüst Xn gewinnen,

Xn = Xn−1 ∪φn
∐
j∈Jn

Dn,j,

beginnend mit einem diskreten topologischen Raum X0. Dann ist

X0 ⊆ X1 ⊆ X2 ⊆ · · ·

und X =
⋃
n∈N0

Xn = lim
→
Xn.

Kollabieren einer Teilmenge zu einem Punkt

Definition 2.1 Es sei X ein topologischer Raum und A eine Teilmenge
von X. Gegeben x, y ∈ X schreiben wir x ∼ y, wenn x = y oder x ∈ A
und y ∈ A. Wir versehen

X//A := X/∼

mit der Quotiententopologie bezüglich der kanonischen Abbildung

q : X → X//A, x 7→ [x],

wobei [x] die ∼-Äquivalenzklasse von x ist. Ist A 6= ∅, so sagen wir, X//A
entstehe aus X durch Kollabieren der Teilmenge A zu einem Punkt.13

13Man sagt auch, X//A entstehe aus X durch Zusammenschlagen von A zu einem Punkt.
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In den meisten Anwendungen ist A in X abgeschlossen.

Lemma 2.2 Ist A ⊆ X eine abgeschlossene Teilmenge, so gilt:

(a) q : X → X//A, x 7→ [x] ist eine abgeschlossene Abbildung.

(b) Es ist q(X \ A) offen in X//A und q|X\A : X \ A → X//A ist eine
topologische Einbettung.

(c) X//A ist Hausdorffsch, wenn

(i) X Hausdorffsch ist und regulär (also T3); oder

(ii) X Hausdorffsch ist und A kompakt.

(d) Ist X normal, so auch X//A.

Bemerkung 2.3 Identifizieren wir x ∈ X \ A mit q(x) ∈ X//A, so haben
wir also eine disjunkte Vereinigung

X//A = (X \ A) ∪ {A}

(die natürlich nicht notwendig eine topologische Summe ist).

Beispiel 2.4 Für jedes n ∈ N gilt Dn//Sn−1 ∼ Sn und [0, 1]n//∂([0, 1]n) ∼ Sn
(siehe Beispiele 1.47 und 1.48).

Beispiel: Kegel über einem topologischen Raum

Definition 2.5 Der Kegel über einem topologischen Raum X ist definiert
als14

cone(X) := ([0, 1]×X)//({0} ×X) .

Mit Identifizierungen wie in Bemerkung 2.3 ist dann also

cone(X) = (]0, 1]×X) ∪ {A}

als disjunkte Vereinigung, mit A := {0} ×X.

Es sei [0, 1]→ cone(X), x 7→ [x] die kanonische Quotientenabbildung.

14Hatchers Notation ist C(X).
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Beispiel 2.6 Ist K ⊆ Rn eine kompakte Teilmenge, so ist die kompakte
Teilmenge

L := {(t, tx) : t ∈ [0, 1], x ∈ K}

von Rn+1 homöomorph zum Kegel cone(K) über K, also die Menge

L =
⋃
t∈[0,1]

t ({1} ×K) .

Die Abbildung
φ : cone(K)→ L, [(t, x)] 7→ (t, tx)

ist nämlich wohldefiniert und eine Bijektion. Sie ist zudem stetig, da

φ ◦ q : [0, 1]×K → L ⊆ Rn+1, (t, x) 7→ (t, tx)

stetig ist. Die stetige Bijektion φ ein Homöomorphismus, weil

cone(K) = ([0, 1]×K)//({0} ×K)

kompakt ist und L Hausdorffsch.

Bemerkung 2.7 Für jede Teilmenge X ⊆ Rn ist

φ : cone(X)→ L, [(t, x)] 7→ (t, tx)

eine stetige bijektive Abbildung auf die Teilmenge

L := {(t, tx) : t ∈ [0, 1], x ∈ X}

von Rn+1. Ist X nicht kompakt, so braucht φ jedoch kein Homöomorphismus
zu sein, zum Beispiel wenn n = 1 und X = N (Übung, Aufgabe 10).15

Lemma 2.8 Für jeden topologischen Raum X ist q(]0, 1]×X) offen im Kegel
cone(X) über X und die Einschränkung q|]0,1]×X : ]0, 1] × X → cone(X) ist
eine topologische Einbettung. Ist X Hausdorffsch, so auch cone(X).

15Über die Aufgabe hinaus kann man zeigen, dass cone(N) nicht metrisierbar ist und
nicht lokal kompakt, siehe Beispiel 2.16.
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Beispiel: Keilprodukte

Ein Paar ((X,O), x0) aus einem topologischen Raum (X,O) und einem
Punkt x0 ∈ X wird punktierter topologischer Raum genannt.

Definition 2.9 Für jede Familie ((Xj,Oj), xj)j∈J punktierter topologischer
Räume betrachten wir die topologische Summe X :=

∐
j∈J Xj mit den kanon-

ischen Abbildungen λj : Xj → X und definieren ihr Keilprodukt16 als∨
j∈J

(Xj, xj) :=

(∐
j∈J

Xj

)
//{λj(xj) : j ∈ J} .

Sind all die Xj paarweise disjunkt, so ist also∨
j∈J

(Xj, xj) =

(⋃
j∈J

Xj

)
//{xj : j ∈ J} .

Definition 2.10 Es seien ((X,O), x0) und ((Y, T ), y0) punktierte topologi-
sche Räume. Eine Abbildung f : X → Y wir ein Morphismus punktierter
topologischer Räume von ((X,O), x0) nach ((Y, T ), y0) genannt, wenn f
stetig ist und f(x0) = y0.

Oft unterdrücken wir die Topologien in der Notation und sprechen einfach
von einem Morphismus f : (X, x0) → (Y, y0) zwischen punktierten topologi-
schen Räumen (X, x0) und (Y, y0).

Es sei q :
∐

j∈J Xj →
∨
j∈J(Xj, xj) die kanonische Abbildung, x 7→ [x]. Per

Konstruktion ist

y0 := [λi(xi)] = {λj(xj) : j ∈ J} ∈
∨
j∈J

(Xj, xj)

unabhängig von i ∈ J . Mit y0 als Basispunkt ist
∨
j∈J(Xj, xj) ein punktierter

topologischer Raum. In der vorigen Situation gilt:

Lemma 2.11 Für jeden punktierten topologischen Raum (Z, z0) und jede
Familie (fj)j∈J von Morphismen fj : (Xj, xj) → (Z, z0) punktierter topolo-
gischer Räume gibt es genau eine Abbildung

f :
∨
j∈J

(Xj, xj)→ Z

16Die englische Bezeichnung ist wedge oder wedge sum.
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mit f ◦ q ◦ λj = fj für alle j ∈ J . Die Abbildung f ist stetig und es ist
f(y0) = z0, d.h. f ist ein Morphismus punktierter topologischer Räume von∨
j∈J(Xj, xj) mit Basispunkt y0 nach (Z, z0).

Lemma 2.12 Ist Xj ein T1-Raum für alle j ∈ J , so gilt:

(a) Für jedes j ∈ J ist X ′j := q(λj(Xj)) abgeschlossen in Y :=
∨
j∈J(Xj, xj)

und q ◦ λj : Xj → Y eine topologische Einbettung, also

φj := (q ◦ λj)|X
′
j : Xj → X ′j

ein Homöomorphismus. Weiter ist

Y =
⋃
j∈J

X ′j und X ′i ∩X ′j = {y0} für alle i 6= j in J .

(b) Für jedes j ∈ J ist X ′j \ {y0} eine offene Teilmenge von Y .

(c) Für jede kompakte Teilmenge K ⊆ Y ist K ⊆
⋃
j∈ΦX

′
j für eine endliche

Teilmenge Φ ⊆ J .

(d) Ist Xj Hausdorffsch für alle j ∈ J , so ist
∨
j∈J(Xj, xj) Hausdorffsch.

Identifiziert man x ∈ Xj \ {xj} mit q(λj(x)) ∈ Y , so ist also Y die disjunkte
Vereinigung

Y = {y0} ∪
⋃
j∈J

(Xj \ {xj}) .

Beweis von (d). Es seien x, y ∈ Y mit x 6= y. Fall 1. Ist x ∈ X ′i \{y0} =: U
und y ∈ X ′j \ {y0} =: V für Indizes i 6= j, so sind U und V disjunkte offene
Umgebungen von x bzw. y. Fall 2. Sind x, y ∈ X ′j \ {y0} für ein j ∈ J , so
finden wir im Hausdorffraum X ′j \ {y0} disjunkte offene Umgebungen von x
und y. Wegen (b) sind diese auch in Y offen. Fall 3. Sei y = y0 (der
Fall x = x0 ist analog). Es existiert ein i ∈ J mit x ∈ X ′i \ {y0}. da X ′i
Hausdorffsch ist, gibt es eine offene y0-Umgebung Ui in X ′i und eine offene
x-Umgebung V in X ′i mit Ui ∩ V = ∅. Dann ist V ⊆ X ′i \ {y0} und somit
offen in Y . Für j ∈ J mit j 6= i sei Uj := X ′j. Dann ist y0 in

U :=
⋃
j∈J

Uj
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und U ∩ V = U ∩X ′i ∩ V = Ui ∩ V = ∅. Für jedes j ∈ J ist

(q ◦ λj)−1(U) = (q ◦ λj)−1(Uj) = (φj)
−1(Uj)

offen in Xj, also U offen in Y .�

Definition 2.13 Gibt es ein n ∈ N derart, dass Xj
∼= Sn für alle j ∈ J , so

nennt man ∨
j∈J

(Xj, xj)

auch ein Bukett von n-Sphären.

Bemerkung 2.14 Sind die gewählten Punkte xj klar aus dem Zusammen-
hang oder irrelevant, schreibt man auch einfach

∨
j∈J Xj statt

∨
j∈J(Xj, xj).

Wir erwähnen für die Allgemeinbildung:

Satz 2.15 Es sei (Xj, xj)j∈J eine Familie punktierter topologischer Räume,
so dass jedes Xj ein T1-Raum ist. Ist die Menge

J0 := {j ∈ J : xj ist kein isolierter Punkt in Xj}
unendlich, so ist

∨
j∈J(Xj, xj) nicht metrisierbar und nicht lokal kompakt.

Beispiel 2.16 Bukette unendlich vieler Sphären sind weder lokal kompakt
noch metrisierbar. Auch

cone(N) ∼
∨
n∈N

([0, 1], 0)

ist weder lokal kompakt noch metrisierbar. Dies ist recht erstaunlich, denn
cone(N) ist ja ein Quotient der abgeschlossenen Teilmenge [0, 1]×N von R2,
die in der induzierten Topologie lokal kompakt und metrisierbar ist.

Die folgende Terminologie wurde benutzt.

Definition 2.17 Ist (X,O) ein topologischer Raum, so nennt man ein Ele-
ment x ∈ X einen isolierten Punkt, wenn die einpunktige Menge {x} in X
offen ist.

Bemerkung 2.18 Ist x nicht isoliert, so enthält also jede offene x-Umgebung
U ⊆ X einen Punkt y 6= x. Ist X ein T1-Raum, so ist {y} abgeschlossen
in X und somit

U \ {y} = U ∩ (X \ {y})
eine echt kleinere offene x-Umgebung.

Satz 2.15 ist nicht prüfungsrelevant und wir überspringen den Beweis (der
im Anhang zu Kapitel 2 nachgelesen werden kann).
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Kollabieren mehrerer Teilmengen

Definition 2.19 Es sei X ein topologischer Raum, n ∈ N und A1, . . . , An
abgeschlossene Teilmengen von X, die paarweise disjunkt sind, also Ai∩Aj =
∅ für alle i < j in {1, . . . , n}. Für x, y ∈ X schreiben wir x ∼ y, wenn x = y
oder ein i ∈ {1, . . . , n} existiert mit x, y ∈ Ai. Wir definieren

X//A1// · · · //An := X/∼,

versehen mit der Quotiententopologie bezüglich der kanonischen Abbildung
q : X → X/∼, x 7→ [x].

Identifizieren wir X1 \A1 mit einer Teilmenge von X1//A1 wie oben, so wird
Ai ⊆ X1 \ A1 zu einer abgeschlossenen Teilmenge von X1//A1, für alle i ∈
{2, . . . , n}, und die Teilmengen A2, . . . , An von X//A1 sind disjunkt. Fahren
wir mit Identifizierungen fort, so ist als Menge also

X//A1// · · · //An = (X \ A) ∪ {A1, A2, . . . , An}

mit A := A1 ∪ · · · ∪ An.

Lemma 2.20 In der vorigen Situation gilt:

(a) q : X → X//A1// · · · //An, x 7→ [x] ist eine abgeschlossene Abbildung.

(b) Es ist q(X \ A) offen in X//A1// · · · //An und

q|X\A : X \ A→ X//A1// · · · //An

ist eine topologische Einbettung.

(c) X//A1// · · · //An ist Hausdorffsch, wenn

(i) X Hausdorffsch ist und normal (also T4); oder

(ii) X Hausdorffsch ist und jede der Mengen A1, . . . , An kompakt.

(d) Ist X normal, so auch X//A1// · · · //An.
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Einhängung eines topologischen Raums

Definition 2.21 Die Einhängung (englisch: suspension) eines topologischen
Raums X ist der topologische Raum

S(X) := ([0, 1]×X)//({0} ×X)//({1} ×X) .

Im Falle X 6= ∅ werden die disjunkten Teilmengen A1 := {0} × X und
A2 := {1}×X von [0, 1]×X also jeweils zu einem Punkt kollabiert. Diese sind
abgeschlossen in [0, 1]×X, denn es ist A1 = pr−1

1 ({0}) und A2 = pr−1
2 ({1})

mit der stetigen Projektion pr1 : [0, 1]×X → [0, 1].

Beispiel 2.22 Ist K eine kompakte Teilmenge von Rn, so ist die Menge

L :=
⋃

t∈[0,1/2]

({1} ×K) ∪
⋃

t∈[1/2,1]

({t} × (1− t)K) (8)

von Rn+1 kompakt, denn es ist

L = {(t, h(t)) : (t, x) ∈ [0, 1]×K}

mit der stetigen Funktion

h : [0, 1]→
[
0,

1

2

]
, t 7→

{
t wenn 0 ≤ t ≤ 1/2;

1− t wenn 1/2 ≤ t ≤ 1.

Die Abbildung
φ : S(K)→ L, [(t, x)] 7→ (t, h(t)x)

ist bijektiv und stetig und somit ein Homöomorphismus, da S(K) als Quo-
tient von [0, 1]×K kompakt ist und L Hausdorffsch. Man beachte, dass L die
Vereinigung zweier Kegel ist; rechts in (8) ist die erste Menge homöomorph
zu einem Kegel über K (mit “Spitze” in 0), die zweite ebenso (mit “Spitze”
in e1 = (1, 0, . . . , 0)).

Einhängungen von Sphären sind Sphären (siehe Übung, Aufgabe 11):

Beispiel 2.23 Für alle n ∈ N0 ist

S(Sn−1) ∼ Sn .

Wir halten noch allgemeine Eigenschaften von Einhängungen fest. Es sei
q : [0, 1]×X → S(X), (t, x) 7→ [(t, x)] die kanonische Abbildung.

Lemma 2.24 Für jeden topologischen Raum X ist q(]0, 1[×X) offen in der
Einhängung S(X) und die Einschränkung q|]0,1[×X : ]0, 1[×X → S(X) von q
ist eine topologische Einbettung. Ist X Hausdorffsch, so auch S(X).
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Anheften eines topologischen Raums

Definition 2.25 Es seien X und Y topologische Räume, A ⊆ Y eine abge-
schlossene Teilmenge und φ : A→ X stetig. Wir betrachten die topologische
Summe X t Y mit den kanonischen Abbildungen λ1 : X → X t Y und
λ2 : Y → X t Y und schreiben z ∼ w für z, w ∈ X t Y , wenn z = w oder
z = λ2(a) für ein a ∈ A und w = λ1(φ(a)), oder w = λ2(a) für ein a ∈ A
und z = λ1(φ(a)), oder z = λ2(a) und w = λ2(b) mit a, b ∈ A derart, dass
φ(a) = φ(b). Wir versehen

X ∪φ Y := (X t Y )/∼

mit der Quotiententopologie bzgl. der kanonischen Abbildung

q : X t Y → X ∪φ Y, z 7→ [z].

Man sagt dann, dass der topologische Raum X ∪φ Y aus X durch Anheften
(oder “Ankleben”) von Y mittels der Anheftabbildung φ hervorgeht.

Bemerkung 2.26 IstX∩Y = ∅, so istXtY = X∪Y und die Äquivalenzrelation
erklärt a ∈ A ⊆ Y als äquivalent zu φ(a) ∈ X. Für x ∈ X ist

[x] = {x} ∪ φ−1({x})

mit φ−1({x}) = {a ∈ A : φ(a) = x} ⊆ A ⊆ Y . Für y ∈ Y \ A ist

[y] = {y}.

Für a ∈ A ist
[a] = {φ(a)} ∪ {b ∈ A : φ(b) = φ(a)}.

Bemerkung 2.27 Es ist q ◦ λ1 injektiv und q ◦ λ2|Y \A injektiv, und

q(λ1(X)) ∩ q(λ2(Y \ A)) = ∅ .

Da q(λ2(A)) ⊆ q(λ1(X)), folgt, dass

X ∪φ Y = q(λ1(X)) ∪ q(λ2(Y \ A))

als Vereinigung disjunkter Mengen. Identifizieren wir x ∈ X mit q(λ1(x)) ∈
X ∪φ Y und y ∈ Y \ A mit q(λ2(y)) ∈ X ∪φ Y , so ist also

X ∪φ Y = X t (Y \ A)

als Menge bzw. einfach X ∪φ Y = X ∪ (Y \ A) (wenn die zwei Mengen
schon disjunkt sind oder wir sie durch die eben genannten Identifizierungen
disjunkt machen).
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Bemerkung 2.28 Schreiben wir eine Teilmenge U ⊆ X t Y als

U = U1 t U2

mit U1 := λ−1
1 (U) und U2 := λ−1

2 (U), so ist U genau dann q-saturiert, wenn
U2 ∩ A = φ−1(U1). Mit Identifizierungen wie in Bemerkung 2.27 ist dann

q(U) = U1 ∪ (U2 ∩ A) .

Teile (a), (d) und (e) des folgenden Satzes sind wichtig, der Rest nicht
prüfungsrelevant.

Satz 2.29 Es seien X und Y topologische Räume, A eine abgeschlossene
Teilmenge von Y und φ : A→ X stetig. Wir identifizieren X∪φY als Menge
mit X ∪ (Y \ A), wie in Bemerkung 2.27. Dann gilt:

(a) X ist abgeschlossen in X ∪φ Y und Y \A ist offen. Weiter ist X \φ(A)

offen in X ∪φ Y , wobei φ(A) der Abschluss als Teilmenge von X ist.
Die Inklusionsabbildungen X → X ∪φ Y und Y \ A → X ∪φ Y sind
topologische Einbettungen.

(b) Ist X regulär und Hausdorffsch und Y normal und Hausdorffsch, so ist
X ∪φ Y Hausdorffsch.

(c) Die Schlussfolgerung von (b) gilt auch, wenn A kompakt ist und X
sowie Y Hausdorffsch sind.

(d) Ist X normal und Hausdorffsch und Y normal und Hausdorffsch, so
ist auch X ∪φ Y normal und Hausdorffsch.

(e) Sind X und Y kompakt, so auch X ∪φ Y .

Beweis von Satz 2.29 (a), (d) und (e). (a) Die Topologie O auf X ∪φ Y
ist die Quotiententopologie bezüglich q : X t Y → X ∪φ Y , z 7→ [z] und
somit final bezüglich q. Da die Topologie auf X t Y final ist bezüglich den
kanonischen Abbildungen λ1 : X → X t Y und λ2 : Y → X t Y , ist O auch
final bezüglich den Abbildungen q ◦ λ1 und q ◦ λ2 (wegen der Transitivität
finaler Topologien). Ist B ⊆ X eine abgeschlossene Teilmenge, so das Urbild

(q ◦ λ1)−1(B) = B
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mit den obigen Identifizierungen (und dieses Urbild ist abgeschlossen in X).
Weiter ist (q ◦ λ2)−1(B) = φ−1(B) abgeschlossen in A und somit in Y . Also
ist B abgeschlossen in X∪φY . Die stetige injektive Abbildung q ◦λ1 (die wir
als Inklusion betrachten) ist also eine abgeschlossene Abbildung. Insbeson-
dere ist X abgeschlossen in X ∪φ Y und q ◦ λ1 eine topologische Einbettung.
Für jede offene Teilmenge V ⊆ Y \ A ist (q ◦ λ1)−1(V ) = ∅ offen in X und
(q ◦ λ2)−1(V ) = V offen in Y , also V offen in X ∪φ X. Insbesondere ist
Y \A offen in X ∪φ Y und die stetige injektive Abbildung Y \A→ X ∪φ Y ,
y 7→ q(λ2(y)) (die wir als die Inklusionsabbildung interpretieren) eine offene
Abbildung, also eine topologische Einbettung. Schließlich ist X \ f(A) offen
in X∪φY , da (q◦λ1)−1(X \f(A)) in X offen ist und (q◦λ2)−1(X \f(A)) = ∅
offen in Y .

(e) Sind X und Y kompakt, so auch X t Y und folglich auch X ∪φ Y =
q(X t Y ).

(d) Es seien A1 und A2 disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X ∪φ Y .
Dann sind A1 ∩X und A2 ∩X disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X.
Da X normal ist, gibt es nach Lemma 1.84 disjunkte abgeschlossene Teil-
mengen C1 und C2 von X derart, dass A1 ∩X ⊆ C0

1 und A2 ∩X ⊆ C0
2 (mit

den Inneren als Teilmenge von X). Dann sind

A1 ∪ C1 und A2 ∪ C2

disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X ∪φ Y und somit

Bj := (q ◦λ2)−1(Aj ∪Cj) = φ−1(Cj)∪ (q ◦λ2)−1(Aj) = φ−1(Cj)∪Aj ∩ (Y \A)

für j ∈ {1, 2} disjunkte, abgeschlossene Teilmengen von Y . Da Y normal
ist, gibt es offene Teilmengen D1, D2 ⊆ Y mit D1 ∩ D2 = ∅ und B1 ⊆ D1,
B2 ⊆ D2. Da φ−1(C0

j ) in A relativ offen ist, gibt es eine offene Teilmenge
Wj ⊆ Y mit

φ−1(X0
j ) = A ∩Wj

für j ∈ {1, 2}. Dann sind

Vj := (Dj \ A) ∪ (Dj ∩Wj)

disjunkte offene Teilmengen von Y mit

φ−1(C0
j ) ∪ Aj ∩ (Y \ A) ⊆ Vj
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und A ∩ Vj = φ−1(C0
j ). Also sind

λ1(C0
j ) ∪ λ2(Vj)

für j ∈ {1, 2} disjunkte, q-saturierte offene Mengen und somit

Pj := q(λ1(C0
j ) ∪ λ2(Vj)) = C0

j ∪ Vj ∩ (Y \ A)

offen in X ∪φ Y und disjunkt. Per Konstruktion ist Aj ⊆ Pj.

Gegeben x1 6= x2 in X ∪φ Y können wir die vorige Konstruktion auf A1 :=
{x1}, A2 := {x2} anwenden und erhalten disjunkte offene Umgebungen P1

und P2 von x1 bzw. x2 in X ∪φ Y . �

Lemma 2.30 Es entstehe X ∪φY durch Anheften von Y an X längs A ⊆ Y
mittels φ : A → X. Ist Z ein topologischer Raum und sind f1 : X → Z und
f2 : Y → Z stetige Abbildungen derart, dass

f1(φ(a)) = f2(a) für alle a ∈ A, (9)

so gibt es genau eine Abbildung f : X∪φY → Z derart, dass f◦q◦λ1 = f1 und
f ◦ q ◦ λ2 = f2, also f([(1, x)]) = f1(x) für alle x ∈ X und f([(2, y)]) = f2(y)
für alle y ∈ Y . Die Abbildung f ist stetig.

Beweis. Es seien q : XtY → X∪φY die kanonische Abbildung und λ1 : X →
X t Y , x 7→ (1, x) sowie λ2 : Y → X t Y , y 7→ (2, y) wie oben. Die durch
h(1, x) := f1(x), h(2, y) := f2(y) festgelegte Abbildung h := f1 ∪ f2 : X t
Y → Z ist stetig (vgl. 1.63) und faktorisiert nach dem Homomorphiesatz
(Satz 1.52) zu einer stetigen Abbildung f : X ∪φ Y → Z; es ist also f ◦ q = h.
Da jedes z ∈ X ∪φ Y im Bild von q ◦ λ1 oder q ◦ λ2 ist, ist f(z) durch die
Vorgabe von f ◦ q ◦ λ1 und f ◦ q ◦ λ2 festgelegt. 2

Bemerkung 2.31 Ist f aus Lemma 2.30 bijektiv, Z Hausdorffsch und sind
X sowie Y (und somit auch X∪φY ) kompakt, so ist f ein Homöomorphismus.

Beispiel: Doppel einer Mannigfaltigkeit mit Rand

Definition 2.32 Es sei n ∈ N0. Ein Hausdorffscher topologischer Raum M
wird n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit genannt, wenn er lokal
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aussieht wie Rn, d.h. für alle x ∈M existiert eine offene x-Umgebung U ⊆M
und ein Homöomorphismus

ψ : U → V

auf eine offene Teilmenge V ⊆ Rn. Kann V lediglich als relativ offene Teil-
menge des Halbraums

H := [0,∞[×Rn−1

gewählt werden, nennt man M eine n-dimensionale topologische Mannig-
faltigkeit mit Rand. Zusammenhängende, kompakte 2-dimensionale Mannig-
faltigkeiten (ohne Rand) werden auch geschlossene Flächen genannt. Die
obigen Homöomorphismen ψ nennt man Karten von M .

In Rn ist
∂H = {0} × Rn−1.

Bemerkung 2.33 Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand.
Mit Methoden der algebraischen Topologie werden wir später sehen: Sind
ψ1 : U1 → V1 ⊆ H und ψ2 : U2 → V2 ⊆ H Karten für M , so ist für x ∈ U1∩U2

ψ1(x) ∈ ∂H ⇔ ψ2(x) ∈ ∂H .

Wir schreiben ∂M für die Menge aller x ∈ M mit der Eigenschaft, dass
ψ(x) ∈ ∂H für eine (und somit jede) Karte ψ : U → V ⊆ H mit x ∈ U .

Bemerkung 2.34 Die MengeM\∂M ist offen (also ∂M inM abgeschlossen),
denn für x ∈M \ ∂M und eine Karte ψ : U → V ⊆ H mit x ∈ U ist

ψ(x) ∈ H \ ∂H = H0

und somit ψ−1(H0) eine offene Umgebung von x in M , die in M \ ∂M ent-
halten ist.

Definition 2.35 Es seiM eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit
mit Rand. Dann ist die Inklusionsabbildung

φ : ∂M →M

stetig, wir können also Y := M an X := M anheften mittels der Anheftab-
bildung φ : ∂M → X. Der so erhaltene topologische Raum

D(M) := M ∪φM

wird die Verdoppelung (Doppel) von M genannt.
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Es sei
q : M tM → D(M)

die kanonische Quotientenabbildung, wobei M tM die topologische Summe∐
j∈{1,2}

M = ({1} ×M) ∪ ({2} ×M)

ist. Für j ∈ {1, 2} bezeichnet λj : M → M tM , x 7→ (j, x) die kanonische
Abbildung in die topologische Summe.

Satz 2.36 Für jede n-dimensionale Mannigfaltigkeit M mit Rand gilt:

(a) Der Doppel D(M) ist eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit
(ohne Rand ).

(b) Für j ∈ {1, 2} ist
q ◦ λj : M → D(M)

eine topologische Einbettung mit abgeschlossenem Bild

Mj := q({j} ×M);

insbesondere ist Mj ∼ M und somit Mj eine n-dimensionale Mannig-
faltigkeit mit Rand.

(c) Der Rand von Mj als Teilmenge des topologischen Raums D(M) stimmt
mit dem Rand ∂Mj im Sinne von Mannigfaltigkeiten überein.

(d) Es gilt

D(M) = M1 ∪M2 und M1 ∩M2 = ∂M1 = ∂M2 .

(e) Die Abbildung σ : D(M)→ D(M) mit

q(λ1(x)) 7→ q(λ2(x)),

q(λ2(x)) 7→ q(λ1(x))

für x ∈ M ist wohldefiniert und ein Homöomorphismus mit σ ◦ σ =
idD(M).

Bevor wir Satz 2.36 beweisen, schauen wir Beispiele an.
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Beispiel 2.37 Die abgeschlossene Einheitskugel Dn ist eine n-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit mit Rand

∂(Dn) = Sn−1

(siehe Aufgabe 17 auf Übungsblatt 5). Der Doppel ist

D(Dn) ∼ Sn .

Die Abbildung

D(Dn)→ Sn, [(j, x)] 7→


(
x,
√

1− (‖x‖2)2
)

wenn j = 1;(
x,−

√
1− (‖x‖2)2

)
wenn j = 2

ist nämlich wohldefiniert und ein Homöomorphismus.

Beispiel 2.38 Ähnlich wie für D2 sieht man, dass der Kreisring

M := {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤
√
x2 + y2 ≤ 3}

eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit Rand ist, deren Rand
als Mannigfaltigkeit übereinstimmt mit dem Rand

∂M = S1 ∪ 3S1

von M als Teilmenge von R2. In Aufgabe 18 auf Übungsblatt 5 rechnen wir
nach, dass der Doppel D(M) zu einem Torus T ⊆ R3 homöomorph ist. (In
der Vorlesung wurde dies auch anschaulich erklärt).

Als Vorüberlegung für das nächste Beispiel diskutieren wir kurz interessante
Quotientenräume des Einheitsquadrats [0, 1]2 = [0, 1] × [0, 1]. Für vier ver-
schiedene Äquivalenzrelationen ∼ auf [0, 1]2 versehen wir die Menge [0, 1]2/∼
der Äquivalenzklassen mit der Quotiententopologie bezüglich der kanoni-
schen Abbildung17

[0, 1]2 → [0, 1]2/∼, (x, y) 7→ [(x, y)] .

17Eine fünfte Äquivalenzrelation wird später einen Quotienten liefern, der zur (in Defi-
nition 3.13 definierten) reellen projektiven Ebene homöomorph ist, siehe Bemerkung 4.15.
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2.39 (Zylindermantel). Für (x1, y1), (x2, y2) ∈ [0, 1]2 sei (x1, y1) ∼ (x2, y2)
genau dann, wenn (x1, y1) = (x2, y2) oder

{x1, x2} = {0, 1} und y1 = y2 .

Dann ist [0, 1]2/∼ homöomorph zum Zylindermantel S1 × [0, 1] ⊆ R3 (ver-
gleiche Teil (a) und (b) von Aufgabe 6 auf Übungsblatt 2).18

2.40 (Torus). Für (x1, y1), (x2, y2) ∈ [0, 1]2 sei (x1, y1) ∼ (x2, y2) genau dann,
wenn (x1, y1) = (x2, y2) oder

{x1, x2} = {0, 1} und y1 = y2

oder
{y1, y2} = {0, 1} und x1 = x2 .

Dann ist [0, 1]2/∼ homöomorph zu einem Torus T ⊆ R3 (vergleiche (c)–(e)
in Aufgabe 6 auf Übungsblatt 2).

2.41 (Kleinsche Flasche). Für (x1, y1), (x2, y2) ∈ [0, 1]2 sei (x1, y1) ∼ (x2, y2)
genau dann, wenn (x1, y1) = (x2, y2) oder

{x1, x2} = {0, 1} und y1 = y2

oder
{y1, y2} = {0, 1} und x2 = 1− x1 .

Man nennt [0, 1]2/∼ (und jeden dazu homöomorphen topologischen Raum)
eine Kleinsche Flasche. Für die Allgemeinbildung sei erwähnt, dass sich
die Kleinsche Flasche als Teilmenge (und Untermannigfaltigkeit) von R4

realisieren lässt. Eine Projektion auf R3 lässt sich schön zeichnen (siehe
Vorlesung),19 die aber nicht zur Kleinschen Flasche homöomorph ist und
fälschlich eine Selbstdurchdringung hat.20

2.42 (Möbiusband). Für (x1, y1), (x2, y2) ∈ [0, 1]2 sei (x1, y1) ∼ (x2, y2)
genau dann, wenn (x1, y1) = (x2, y2) oder

{y1, y2} = {0, 1} und x2 = 1− x1 .

18Und auch zur gelochten Kreisscheibe {(x, y) ∈ R2 : r ≤
√
x2 + y2 ≤ R} für alle

0 < r < R.
19Oder googlen Sie Bilder der Kleinschen Flasche.
20Sie ist das Bild der Kleinschen Flasche unter einer nicht injektiven stetigen Abbildung.
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Man nennt M := [0, 1]2/ ∼ (und jeden dazu homöomorphen topologischen
Raum) ein Möbiusband. Das Möbiusband lässt sich als kompakte Teilmenge
von R3 realisieren und ist eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit
mit Rand (siehe Aufgabe 19 auf Übungsblatt 5).

Für die Allgemeinbildung erwähnen wir:

Beispiel 2.43 Der Doppel D(M) des Möbiusbands M ist eine Kleinsche
Flasche.21

Folgende Vorüberlegungen sind nützlich im Beweis von Satz 2.36.

Bemerkung 2.44 (a) Schreiben wir eine Teilmenge U ⊆M tM als U =
U1 t U2 mit U1 = λ−1

1 (U) und U2 = λ−1
2 (U), so ist U genau dann

q-saturiert, wenn
U1 ∩ ∂M = U2 ∩ ∂M .

(b) Für jede offene Teilmenge W ⊆M ist W tW nach (a) q-saturiert (da
W ∩ ∂M = W ∩ ∂M), also

q(W tW ) = (q ◦ λ1)(W ) ∪ (q ◦ λ2)(W )

eine offene Teilmenge von D(M).

Beweis von Satz 2.36. In der Vorlesung beweisen wir (a), (b), (d) und
(e); den nicht prüfungsrelevanten Beweis für (c) finden Sie im Anhang zu
Kapitel 2.

Als Hilfsmittel betrachten die stetige Abbildung

τ : Rn → Rn, (x1, . . . , xn) 7→ (−x1, x2, . . . , xn);

da τ ◦ τ = idRn , ist τ ein Homöomorphismus.

(e) σ ist wohldefiniert. Weiter ist σ ◦ q stetig, denn

σ ◦ q ◦ λ1 = q ◦ λ2

21Zum Nachweis legt man die Kleinsche Flasche auf die Zeichenebene und schneidet mit
einer parallelen Ebene hälftig durch. Beide Stücke sind Möbiusbänder (im unteren Stück
hebe man die obere dünne Rinne an der Stelle der Selbstdurchdringung etwas nach oben,
um die Selbstdurchdringung zu beheben); siehe Skizzen in der Vorlesung. Siehe auch die
Illustration im Buch “Topologie” von Jänich.
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ist stetig und ebenso σ ◦ q ◦ λ2 = q ◦ λ1. Da σ ◦ σ = idD(M) per Definition,
ist σ ein Homöomorphismus.

(b) Nach Satz 2.29 (a) ist q◦λ1 eine topologische Einbettung mit abgeschlossenem
Bild. Also ist auch σ ◦ q ◦ λ1 = q ◦ λ2 eine topologische Einbettung mit
abgeschlossenem Bild.

(d) Da M tM = λ1(M) ∪ λ2(M), ist D(M) = q(M tM) = q(λ1(M)) ∪
q(λ2(M)) = M1 ∪M2. Für x, y ∈M ist

q(1, x) = q(2, y)

genau dann, wenn x, y ∈ ∂M und x = y. Also ist M1 ∩M2 = q(λj(∂M)) =
∂Mj für alle j ∈ {1, 2}.
(a) Nach Satz 2.29 (a) ist q ◦ λ2|M\∂M eine topologische Einbettung mit of-
fenem Bild. Also hat jeder Punkt in q(λ2(M \ ∂M)) = M2 \ ∂M2 eine offene
Umgebung, die zu einer offenen Teilmenge in Rn homöomorph ist. Ebenso
jeder Punkt in σ(q(λ2(M \ ∂M))) = q(λ1(M \ ∂M)) = M1 \ ∂M1, da σ ein
Homöomorphismus ist. Gegeben x ∈ ∂M existiert eine Karte

ψ : U → V ∩H

von M mit x ∈ U , mit einer offenen Teilmenge V ⊆ Rn. Dann ist ψ(x) ∈
∂H = {0} × Rn−1 und somit ψ(x) ∈ V ∩ τ(V ). Nach Ersetzen von V
durch V ∩ τ(V ) und U durch ψ−1(V ∩ τ(V )∩H) dürfen wir also annehmen,
dass V = τ(V ). Dann ist U t U eine q-saturierte Teilmenge von M tM
und offen, somit q(U t U) offen in D(M). Wir zeigen, dass die Abbildung
θ : V → q(U t U),

y = (y1, . . . , yn) 7→
{

q(λ1(ψ−1(y))) wenn y1 ≥ 0;
q(λ2(ψ−1(τ(y)))) wenn y1 ≤ 0

ein Homöomorphismus ist. Zunächst ist θ wohldefiniert, da τ(y) = y wenn
y1 = 0. Nach dem Klebelemma ist θ stetig. Per Konstruktion ist θ surjektiv.
Die Bilder θ(V ∩H) ⊆M1 und θ(V ∩ τ(H0)) ⊆M2 \ ∂M2 sind in disjunkten
Mengen enthalten, also selbst disjunkt. Die Injektivität von θ kann also auf
den zwei eingesetzten Mengen getestet werden. Nun ist θ|V ∩H = q ◦ λ1 ◦
ψ−1|V ∩H injektiv und auch θ|V ∩τ(H0) = (q ◦ λ2 ◦ ψ−1 ◦ τ)|V ∩τ(H0). Also ist θ
bijektiv. Da q ◦ λj|M\∂M eine offene Einbettung ist und ebenso ψ−1|V ∩H0 , ist
θ|V ∩H0 eine offene Einbettung und ebenso θ|V ∩τ(H0). Wir müssen nur noch
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zeigen, dass θ(W ) eine θ(y)-Umgebung ist für jedes y ∈ V ∩ ({0} × Rn−1)
und jede offene y-Umgebung W ⊆ V . Wie bei V dürfen wir annehmen, dass
W = τ(W ) und erhalten wie für V , dass θ(W ) = q(ψ−1(W∩H)tψ−1(W∩H))
in D(M) offen ist.

Es muss nur noch gezeigt werden, dass D(M) Hausdorffsch ist. Seien hierzu
z und w zwei verschiedene Elemente von D(M). Sind z, w ∈Mj \∂Mj für ein
j ∈ {1, 2}, so gibt es in der offenen Menge Mj \∂Mj, die zum Hausdorffraum
M \ ∂M homöomorph ist, disjunkte offene Umgebungen für z und w. Sei
nun z ∈ M1 und w ∈ M2 \ ∂M2 (analog bei vertauschten Rollen von M1

und M2). Dann ist z = q(λ1(x)) und w = q(λ2(y)) für ein x ∈ M und ein
y ∈M \ ∂M . Wir wählen eine kompakte Umgebung K von y in der offenen
Teilmenge M \ ∂M von M . Es sei K0 das Innere von K in M . Dann sind

M t (M \K) und ∅ tK0

disjunkte offene Teilmengen von M tM und q-saturiert, also q(M t(M \K))
und q(∅ t K0) = q(λ2(K0)) disjunkte offene Teilmengen von D(M); diese
enthalten z bzw. w. Sind z, w ∈ ∂M1 = ∂M2, so ist z = q(λ1(x)) und
w = q(λ1(y)) mit Elementen x 6= y von ∂M . Da M Hausdorffsch ist, gibt es
in M disjunkte offene Umgebungen U und V für x bzw. y. Dann sind

U t U und V t V

disjunkte offene Teilmengen von M tM und q-saturiert, also q(U t U) und
q(V t V ) disjunkte offene Umgebungen von z und w. �

Abbildungszylinder

Definition 2.45 Gegeben eine stetige Abbildung f : X → Y zwischen topo-
logischen Räumen ist der zugehörige Abbildungszylinder definiert als der
topologische Raum

Zf := Y ∪φ ([0, 1]×X),

der durch Anheften von [0, 1] × X längs {0} × X an Y erfolgt mit der An-
heftabbildung

φ : {0} ×X → Y, (0, x) 7→ f(x) .

2.46 Es seien λ1 : Y → Y t ([0, 1]×X) und λ2 : [0, 1]×X → Y t ([0, 1]×X)
die kanonischen Einbettungen und

q : Y t ([0, 1]×X)→ Zf
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die kanonische Quotientenabbildung. Nach Satz 2.29 (a) ist q ◦ λ1 eine abge-
schlossene Einbettung, wir können also Y mit einer abgeschlossenen Teil-
menge von Zf identifizieren. Weiter ist q ◦ λ2 auf

([0, 1]×X) \ ({0} ×X) = ]0, 1]×X

eine offene Einbettung, wir können also ]0, 1] ×X als offene Teilmenge von
Zf betrachten. Identifizieren wir x ∈ X mit (1, x) ∈ ]0, 1] × X, so können
wir X mit der Teilmenge q(λ2({1} ×X)) von Zf identifizieren.

Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge von Zf , wegen des folgendes Lemmas.

Lemma 2.47 Für jedes r ∈ ]0, 1] ist q(λ2([r, 1] × X)) eine abgeschlossene
Teilmenge des Abbildungszyliners Zf . Die topologische Einbettung q◦λ2|[r,1]×X
ist also eine abgeschlossene Abbildung.

Beweis. Die Teilmenge λ2([r, 1]×X) der topologischen Summe

Y t ([0, 1]×X)

ist q-saturiert und abgeschlossen, folglich q(λ2([r, 1]×X) abgeschlossen in Zf .
Da q ◦ λ2|]0,1]×X ein Homöomorphismus auf das Bild ist, gilt dies auch für
q ◦ λ2|[r,1]×X . 2

Beispiel 2.48 Ist X ein topologischer Raum, so können wir den Abbil-
dungszylinder Zf bilden mit Y := X und f := idX . Es ist dann

q ◦ λ2 : [0, 1]×X → Zf

ein Homöomorphismus, insbesondere also

Zf ∼ [0, 1]×X .

[Da φ : {0} × X → X, (0, x) 7→ x surjektiv ist, ist q ◦ λ2 : [0, 1] × X → Zf
surjektiv. Da φ injektiv ist, ist per Definition der Äquivalenzrelation q ◦ λ2

auch injektiv, also eine stetige Bijektion. Ist U ⊆ [0, 1] × X offen, so ist
V := {x ∈ X : (0, x) ∈ U} offen in X, also W := λ1(V ) ∪ λ2(U) eine
offene saturierte Teilmenge von X t ([0, 1] × X). Da q(λ2(U)) = q(W ),
ist q(λ2(U)) offen in Zf , also q ◦ λ2 eine offene Abbildung und somit ein
Homöomorphismus. ]
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Anheften einer Familie topologischer Räume

Nun sei X ein topologischer Raum, (Yj)j∈J eine Familie topologischer Räume,
Aj ⊆ Yj eine abgeschlossene Teilmenge und φj : Aj → X stetig. Wir be-
trachten die topologische Summe Y :=

∐
j∈J Yj mit den kanonischen Abbil-

dungen λj : Yj → Y und ihre Teilmenge A :=
⋃
j∈J λj(Aj). Diese ist in Y

abgeschlossen, da λ−1
j (A) = Aj in Yj abgeschlossen ist für alle j ∈ J . Nach

Aufgabe 16 aus der Übung22 ist die von Y auf A induzierte Topologie final
bezüglich den Abbildungen Aj → A, x 7→ λj(x); es ist also A gleich der
topologischen Summe A =

∐
j∈J Aj. Somit ist φ := ∪j∈Jφj : A→ X stetig.

Definition 2.49 In der vorigen Situation sagen wir, der topologische Raum

X ∪φ
∐
j∈J

Yj

entstehe aus X durch Anheften der Familie (Yj)j∈J topologischer Räume
längs ihrer Teilmengen Aj ⊆ Yj mit den Anheftabbildungen φj : Aj → X.

Mit Identifizierungen wie in Bemerkung 1.65 und Bemerkung 2.27 gilt:

Lemma 2.50 Ist jedes Yj ein T1-Raum, so ist für jede kompakte Teilmenge
K ⊆ X ∪φ

∐
j∈J Yj die Menge

J0 := {j ∈ J : K ∩ (Yj \ Aj) 6= ∅}

endlich.

Der Beweis entspricht denjenigen von Lemma 1.71 (b) und Lemma 2.12 (c);
wir überspringen ihn daher in der Vorlesung.

Beweis. Für jedes j ∈ J0 wählen wir ein Element yj ∈ K ∩ (Aj \ Aj)
und setzen D := {yj : j ∈ J0}. Wir behaupten, dass jede Teilmenge von D
in X ∪φ

∐
j∈J Yj abgeschlossen ist. Somit ist D diskret in der induzierten

Topologie. Insbesondere ist D abgeschlossen in X ∪φ
∐

j∈J Yj und somit

22Sei B ⊆ A. Ist für jedes j ∈ J das Urbild λ−1j (B) in Aj relativ abgeschlossen, so ist
das Urbild in Yj abgeschlossen (da Aj in Yj abgeschlossen ist), also B in Y abgeschlossen
und folglich in A relativ abgeschlossen. Ist umgekehrt B in A relativ abgeschlossen, so ist
B in Y abgeschlossen (da A abgeschlossen ist), also λ−1j (B) abgeschlossen in Yj und somit
relativ abgeschlossen in Aj .
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in K abgeschlossen. Folglich ist D kompakt. Wie jeder kompakte diskrete
topologische Raum ist D endlich. Folglich ist J0 endlich. 2

Die topologische Summe von endlich vielen kompakten topologischen Räumen
ist kompakt. Da jeder Quotient eines kompakten topologischen Raums kom-
pakt ist, folgt:

Lemma 2.51 Ist in Definition 2.49 die Indexmenge J endlich und X sowie
jedes Yj kompakt, so ist der durch Anheften der Familie (Yj)j∈J an X entste-
hende topologische Raum X ∪φ

∐
j∈J Yj kompakt.

Bemerkung 2.52 Es entstehe X ∪φ
∐

j∈J Yj durch Anheften einer Familie
(Yj)j∈J topologischer Räume anX längs abgeschlossenen Teilmengen Aj ⊆ Yj
mittels Anheftabbildungen φj : Aj → X (wobei φ := ∪j∈Jφj :

∐
j∈J Aj →

X). Es seien λ1 : X → X t
∐

j∈J Yj und λ2 :
∐

j∈J Yj → X t
∐

j∈J Yj die
kanonischen Abbildungen und λi : Yi →

∐
j∈J Yj die kanonische Abbildung

für i ∈ J . Es seien Z ein topologischer Raum und f1 : X → Z sowie fj : Yj →
Z für j ∈ J stetige Abbildungen derart, dass f1(φj(a)) = fj(a) für alle j ∈ J
und a ∈ Aj. Aus Lemma 2.30 und 1.63 folgt, dass es genau eine Abbildung

f : X ∪φ
∐
j∈J

Yj → Z

derart gibt, dass f ◦ q ◦ λ1 = f1 und f ◦ q ◦ λ2 ◦ λj = fj für alle j ∈ J , und
dieses f ist stetig. Ist f bijektiv, Z Hausdorffsch, J endlich und sind X sowie
jedes Yj kompakt, so ist f nach Bemerkung 2.31 ein Homöomorphismus.
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Anhang zu Kapitel 2

Der Vollständigkeit halber geben wir Beweise für Satz 2.15, die Teile (b) und
(c) von Satz 2.29, und Satz 2.36 (c). Die Beweise sind nicht prüfungsrelevant.

Beweis für Satz 2.15. (a) Angenommen, in Y :=
∨
j∈J(Xj, xj) existiert

eine kompakte Umgebung K von y0. Nach Lemma 2.12 (c) ist dann K ⊆⋃
j∈ΦX

′
j für eine endliche Teilmenge Φ ⊆ J . Das Innere K0 ist eine offene

y0-Umgebung in Y , also ist für jedes j ∈ J das Urbild

φ−1
j (K0)

eine offene xj-Umgebung in Xj. Da J0 eine unendliche Menge ist, ist J0\Φ 6=
∅. Sei i ∈ J0 \ Φ. Dann ist

φ−1
i (K0) = {xi}

keine xi-Umgebung, da xi in Xi kein isolierter Punkt ist, Widerspruch.

(b) Wir adaptieren die Idee aus (f)–(h) in Übungsaufgabe 10. Die unendliche
Menge J0 hat eine abzählbar unendliche Teilmenge A ⊆ J0. Wir schreiben

A = {jn : n ∈ N}

mit paarweise verschiedenen Elementen j1, j2, . . .. Käme die Topologie auf Y
von einer Metrik d, so würde in Y jede y0-Umgebung die (1/k)-Kugel

Vk := {y ∈ Y : d(y, y0) < 1/k}

enthalten für ein k ∈ N. Für jedes n ∈ N ist φ−1
jn

(Vk) eine offene xjn-
Umgebung in Xjn . Insbesondere gibt es also eine offene xj-Umgebung Vk,n
in X mit

Vk,n ⊆ φ−1
n (Vk) .

Nach Verkleinern von V2,n, V3,n, . . . dürfen wir annehmen, dass

V1,n ⊇ V2,n ⊇ V3,n ⊇ · · ·

gilt und zudem
Vk,n \ Vk+1,n 6= ∅ (10)

ist (vgl. Bemerkung 2.18). Dann ist

V :=
⋃
n∈N

φjn(Vn,n) ∪
⋃

j∈J\A

X ′j
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eine offene y0-Umgebung in Y , denn für j ∈ J \ A ist

φ−1
j (V ) = Xj

offen in Xj und für n ∈ N ist

φ−1
jn

(V ) = Vn,n

offen in Xjn . Nach dem Obigen muss es ein k ∈ N geben mit

Vk ⊆ V.

Für alle n ∈ N folgt

Vk,n ⊆ φ−1
jn

(Vk) ⊆ φ−1
jn

(V ) = Vn,n .

Für n := k + 1 ist also
Vk,n ⊆ Vk+1,n,

im Widerspruch zu (10). �

Beim nicht prüfungsrelevanten Beweis der Teile (b) und (c) von Satz 2.29
nutzt folgendes Lemma (und die anschließende Bemerkung).

Lemma 2.53 Es seien X und Y topologische Räume, A ⊆ Y eine abge-
schlossene Teilmenge und φ : A → X stetig. Wir identifizieren X wie oben
mit einer Teilmenge von X∪φY . Ist Y normal oder A kompakt und Y Haus-
dorffsch, so gilt: Sind U und V offene Teilmengen von X, deren Abschlüsse
U und V in X disjunkt sind, so gibt es offene Teilmengen P und Q von
X ∪φ Y derart, dass U = X ∩ P , V = X ∩Q und P ∩Q = ∅.

Beweis. Die Urbilder φ−1(U) und φ−1(V ) sind disjunkt und inA abgeschlossen,
also auch in Y abgeschlossen. Ist Y normal, so finden wir offene Teilmengen
C,D ⊆ Y derart, dass

φ−1(U) ⊆ C, φ−1(V ) ⊆ D und C ∩D = ∅ .

Die gleiche Schlussfolgerung gilt, wenn Y Hausdorffsch ist und A kompakt,
also auch L1 := φ−1(U) und L2 := φ−1(U) kompakt sind.23 Weil φ−1(U) in A

23Weil Y Hausdorffsch ist, ist die Diagonale ∆Y := {(y, y) : y ∈ Y } in Y × Y
abgeschlossen, also (Y × Y ) \ ∆Y offen (siehe Aufgabe 12 (a)). Letztere Menge enthält
L1×L2, nach dem Lemma von Wallace also auch C×D mit offenen Teilmengen C,D ⊆ Y
derart, dass L1 ⊆ C und L2 ⊆ D. Da (C ×D) ∩∆Y = ∅, ist C ∩D = ∅.
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relativ offen ist, gibt es eine offene Teilmenge C1 ⊆ Y mit φ−1(U) = A ∩C1.
Ebenso finden wir eine offene Teilmenge D1 ⊆ Y mit φ−1(V ) = A∩C2. Dann
ist

P := U ∪ (q ◦ λ2)(C ∩ C1)

eine Teilmenge von X ∪φY mit P ∩X = U , denn es ist C∩C1∩A = φ−1(U).
Also ist λ1(U)∪ λ2(C ∩C1) saturiert bezüglich q und somit P offen, als Bild
dieser offenen Menge unter q. Analog ist

Q := V ∪ (q ◦ λ2)(D ∩D1)

offen in X ∪φ Y . Es ist P ∩ Q = ∅, da P ∩ Q ∩ X = U ∩ V = ∅ und
P ∩Q ∩ (Y \ A) = ((C ∩ C1) ∩ (D ∩D1)) \ A = ∅. 2

Bemerkung 2.54 Statt U ∩ V = ∅ anzunehmen, wäre es genug, U ∩ V = ∅
anzunehmen und zu verlangen, dass die Abschlüsse U ∩ φ(A) und V ∩ φ(A)
als Teilmengen von φ(A) disjunkt sind. Der Beweis geht analog, mit dem
Urbild φ−1(U ∩ φ(A)) an Stelle von φ−1(U) und φ−1(V ∩ φ(A)) statt φ−1(V ).

Beweis von Satz 2.29 (b) und (c).

(b) Seien x1, x2 ∈ X ∪φ Y mit x1 6= x2. Sind x1, x2 ∈ Y \ A, so können wir
im Hausdorffraum Y \A offene disjunkte Umgebungen von x1 und x2 wählen
und diese sind auch in X ∪φ Y offen, nach (a). Ist x1 ∈ X und x2 ∈ Y \ A,
so gibt es wegen der Regularität von Y offene Mengen U, V ⊆ Y mit A ⊆ U ,
x2 ∈ V und U ∩ V = ∅; nach Ersetzen von V mit V ∩ (Y \ A) dürfen wir
V ⊆ Y \ A annehmen. Also ist V offen in X ∪φ Y . Die Menge

W := X ∪ U ∩ (Y \ A) = q(λ1(X) ∪ λ2(U))

ist offen in X ∪φ Y , da λ1(X)∪ λ2(U) in X t Y offen ist und q-saturiert (da
A ⊆ U). Zudem ist x1 ∈ W und W ∩ V = ∅. Sind schließlich x1, x2 ∈ X, so
finden wir, da X Hausdorffsch ist, in X disjunkte Umgebungen B und C von
x1 bzw. x2. Da X regulär ist, finden wir in X abgeschlossene Umgebungen U
und V von x1 bzw. x2 mit U ⊆ B und V ⊆ C. Dann ist U ∩V ⊆ B ∩C = ∅.
Nach Lemma 2.53 existieren offene Mengen P,Q ⊆ X ∪φ Y derart, dass
P ∩ X = U0, Q ∩ X = V 0 (mit den Inneren als Teilmenge von X) und
P ∩Q = ∅. Es ist x1 ∈ U0 ⊆ P und x2 ∈ V 0 ⊆ Q.

(c) Seien x1 6= x2 in X ∪φ Y . In den Fällen x1, x2 ∈ Y \ A sowie x1 ∈ X,
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x2 ∈ Y \ A finden wir disjunkte offene Umgebungen wie im Beweis von (b).
Man beachte, dass f(A) kompakt und somit in X abgeschlossen ist, da X
Hausdorffsch ist. Nach Satz 2.29 (a) ist X \f(A) somit eine offene Teilmenge
von X ∪φ Y . Sind x1, x2 ∈ X \ f(A), so finden wir disjunkte offene Umge-
bungen von x1 bzw. x2 im Hausdorffraum X \ f(A) und diese sind auch in
X ∪φ Y offene Umgebungen. Es bleibt nur der Fall, dass x1, x2 ∈ X und
mindestsn einer der Punkte in f(A) ist, etwa x2 ∈ f(A). Da X Hausdorffsch

ist, finden wir disjunkte offene Umgebungen Ũ und Ṽ von x1 bzw. x2 in X.
Da der kompakte Hausdorffraum f(A) lokal kompakt ist, finden wir in eine

kompakte Umgebung L2 von x2 in f(A) mit L2 ⊆ f(A) ∩ Ṽ . Das Innere L0
2

als Teilmenge von f(A) ist relativ offen, also L0
2 = f(A)∩W2 für eine offene

Teilmenge W2 ⊆ X. Dann ist V := Ṽ ∩W2 eine offene x2-Umgebung in X
mit V ∩ f(A) ⊆ L2 ⊆ Ṽ und L ∩ Ũ = ∅.

Falls x1 6∈ f(A), ist U := Ũ ∩ (X \ f(A)) eine offene x1-Umgebung in X mit
U ∩V = ∅. Weiter ist U ∩ f(A) = ∅, der Schnitt mit V ∩ f(A) ⊆ L also leer.
Nach Bemerkung 2.54 gibt es also disjunkte offene Teilmengen P und Q von
X ∪φ Y mit x1 ∈ U = X ∩ P und x2 ∈ V = X ∩Q.

Falls auch x1 ∈ f(A), gibt es in f(A) eine kompakte x1-Umgebung L1. Deren
Inneres L0

1 als Teilmenge von f(A) von der Form L0
1 = X ∩W1 ist mit einer

offenen Teilmenge W1 ⊆ X. Dann ist U := Ũ ∩W1 eine offene x2-Umgebung
in X mit U∩f(A) ⊆ L1 ⊆ Ũ und L1∩L2 ⊂ Ũ∩Ṽ = ∅. Nach Bemerkung 2.54
gibt es disjunkte offene Teilmengen P und Q von X∪φY mit x1 ∈ U = X∩P
und x2 ∈ V = X ∩Q. �

Beweis für Satz 2.36 (c). Es sei Rj der Rand von Mj als Teilmenge des
topologischen Raums D(M), für j ∈ {1, 2}. Weiter sei τ : Rn → Rn der
Homöomorphismus

(x1, . . . , xn) 7→ (−x1, x2, . . . , xn).

Wir wissen aus Satz 2.29 (a), dass M1 (also auch σ(M1) = M2) in D(M)
abgeschlossen ist und

q(λ2(M \ ∂M)) = M2 \ ∂M2

offen, womit auch M1 \ ∂M1 = σ(M2 \ ∂M2) offen ist. Da nach dem Vorigen

Mj \ ∂Mj ⊆M0
j = Mj \Rj,
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folgt Rj ⊆ ∂Mj. Wäre die Inklusion strikt, so wäre M0
j eine echte Obermenge

von Mj \ ∂Mj, es gäbe also ein x ∈ M0
j ∩ ∂Mj. Wir führen diese Annahme

zum Widerspruch im Fall j = 1 (der Fall j = 2 lässt sich analog behandeln).
Da x ∈ ∂M1, können wir eine Karte

θ−1 : q(U t U)→ V

bauen aus einer Karte ψ : U → V ∩ H für M mit λ−1
1 (x) ∈ U und einer

offenen Teilmenge V ⊆ Rn mit V = τ(V ). Da x ∈ M1, ist θ−1(x) ∈ H ∩ V
und θ−1(x) = ψ(x) ∈ ∂H. Für alle k ∈ N existiert ein

yk ∈ V ∩ (]−∞, 0[×Rn−1)

mit ‖yk − θ−1(x)‖2 < 1/k. Dann gilt also yk → θ−1(x) für k →∞ und somit
θ(yk)→ x. Nun ist aber

θ(yk) = q(λ2(ψ−1(τ(yk)))) ∈M2 \ ∂M2

für alle k ∈ N und somit θ(yk) 6∈ M1. Es folgt x ∈ R1 = M1 \ M0
1 , was

x ∈M0
1 widerspricht. �
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3 Zellenkomplexe

Wir lernen nun eine sehr wichtige Klasse topologischer Räume kennen unter
halten erste Eigenschaften fest, zunächst von der Warte der mengentheore-
tischen Topologie.

Definition 3.1 Für n ∈ N0 nennen wir einen topologischen Raum D eine
n-Zelle, wenn D zur abgeschlossenen Einheitskugel Dn homöomorph ist. Wir
halten einen Homöomorphismus

φ : D → Dn

fest und definieren

∂D := φ−1(∂Dn) = φ−1(Sn−1).

Wir werden später sehen, dass ∂D unabhängig von φ ist, dies ist momentan
aber nicht relevant. Ist ein topologischer Raum e zur offenen Einheitskugel
D0
n ⊆ Rn (und somit zu Rn) homöomorph, so nennen wir e eine offene n-Zelle.

Für jede n-Zelle D ist D \ ∂D eine offene n-Zelle.

Bemerkung 3.2 Jeder einpunktige topologische Raum {x} ist sowohl eine
0-Zelle als auch eine offene 0-Zelle.

Wir betrachten nun topologische Räume (X,O), die wie folgt aufgebaut wer-
den können:

3.3 Wir starten mit einem diskreten topologischen Raum X0 6= ∅, dem so-
genannten 0-Gerüst. Jede Teilmenge von X0 ist also offen und es ist

X0 =
∐
x∈X0

{x}

mit den 0-Zellen {x}, die in X0 offen sind.

3.4 Rekursiv legen wir topologische Räume Xn für n ∈ N0 fest; für jedes
n ∈ N entsteht Xn aus Xn−1 durch Anheften einer Familie (Dn,j)j∈Jn von
n-Zellen Dn,j ∼ Dn mittels stetigen Anheftabbildungen

φn,j : ∂Dn,j → Xn−1 .

88



Dann ist also
Xn := Xn−1 ∪φn

∐
j∈Jn

Dn,j

mit der stetigen Funktion

φn := ∪j∈Jnφn,j :
∐
j∈Jn

∂Dn,j → Xn−1

auf der abgeschlossenen Teilmenge An :=
∐

j∈Jn ∂Dn,j der topologischen
Summe

∐
j∈Jn Dn,j.

3.5 Wir identifizieren Xn−1 mit der entsprechenden Teilmenge von Xn, die
in Xn abgeschlossen ist und auf welcher Xn die gegebene Topologie induziert
(siehe Satz 2.29 (a)). Die gerichtete Folge

X0 ⊆ X1 ⊆ X2 ⊆ · · ·

topologischer Räume ist also strikt. Wir definieren nun

X :=
⋃
n∈N0

Xn = lim
→
Xn

als die Vereinigung der Xn, versehen mit der direkten Limestopologie O.

3.6 Wie in jedem strikten direkten Limes induziert X auf Xn die dort
gegebene Topologie für jedes n ∈ N0 (siehe Lemma 1.71 (c)). Da—wie gerade
festgestellt—für alle n ∈ N0 die Teilmenge Xn in Xn+1 abgeschlossen ist, ist
Xn in Xm abgeschlossen für alle m ≥ n. Nach Lemma 1.71 (d) ist folglich
Xn eine abgeschlossene Teilmenge von X, für jedes n ∈ N0.

3.7 Für n ∈ N sei qn : Xn−1 t
∐

j∈Jn Dn,j → Xn die kanonische Quotienten-
abbildung und λn,i : Dn,i → Xn−1 t

∐
j∈Jn Dn,j die kanonische Abbildung in

die topologische Summe für i ∈ Jn. Für n ∈ N0 und j ∈ Jn betrachten wir
die Abbildung

Φn,j : Dn,j → X, x 7→ qn(λn,j(x)),

wobei wir Xn als Teilmenge von X betrachten. Die Abbildungen Φn,j werden
charakteristische Abbildungen genannt. Wir setzen

en,j := Φn,j(Dn,j \ ∂Dn,j)
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für j ∈ Jn, mit der von Xn induzierten Topologie; als Menge ist dann

Xn = Xn−1 ∪
⋃
j∈Jn

en,j

und dies ist eine Vereinigung disjunkter Mengen.

3.8 Wir setzen noch J0 := X0 und e0,j := {j} für j ∈ J0. Dann ist also

X0 =
⋃
j∈J0

e0,j .

Weiter ist für jedes n ∈ N0

Xn =
n⋃
k=0

⋃
j∈Jk

ek,j

und
X =

⋃
k∈N0

⋃
j∈Jk

ek,j,

jeweils als Vereinigung paarweise disjunkter Mengen.

3.9 Wir nennen (X, (Φn,j)n∈N0, j∈Jn) einen Zellenkomplex. Für n ∈ N0 nennt
man den topologischen Raum Xn =

⋃n
k=0

⋃
j∈Jk Φk,j(Dk,j) das n-Gerüst des

Zellenkomplexes, mit der von X induzierten Topologie (also der oben bere-
its benutzten). Missbräuchlich bezeichnet man manchmal den topologischen
Raum X als Zellenkomplex. Traditionell werden Zellenkomplexe auch CW-
Komplexe genannt. Ist X = Xd für ein d ∈ N0, so nennt man den Zellenkom-
plex (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) endlich-dimensional und das kleinste solche d die
Dimension des Zellenkomplexes.

Wir geben nun einige Beispiele von Zellenkomplexen (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) an
bzw. zu X homöomorphe topologische Räume.

Beispiel 3.10 Für n ∈ N sei X0 := e0,1 eine einpunktige Menge, e0,1 = {x0}.
Wir setzen

Xk := X0 für k ∈ {1, . . . , n− 1},
heften also eine leere Familie von k-Zellen an. Nun heften wir eine n-Zelle
Dn längs Sn−1 an Xn−1 an mit der Anheftabbildung

φn,1 : Sn−1 → Xn−1, x 7→ x0 .
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Dann ist
Xn := Xn−1 ∪φn,1 Dn ∼ Dn//Sn−1 ∼ Sn

(vergleiche Bemerkung 2.31). Wir können die n-Sphäre Sn also als einen n-
dimensionalen Zellenkomplex auffassen mit zwei Zellen, nämlich einer 0-Zelle
und einer n-Zelle. Es ist

Sn = e0,1 ∪ en,1 .
Die 0-Sphäre S0 = {−1, 1} = {−1} ∪ {1} ist ein Zellenkomplex mit zwei
0-Zellen.

Im Folgenden identifizieren wir x ∈ Rn mit (x, 0) ∈ Rn+1, so dass Rn ⊆ Rn+1.

Beispiel 3.11 Die 0-Sphäre S0 ist nach dem Vorigen ein Zellenkomplex mit
zwei 0-Zellen,

S0 = e0,1 ∪ e0,2

mit e0,1 = {−1}, e0,2 = {1}. Durch Anheften des oberen und unteren Halb-
kreises an S0 erhalten wir den Einheitskreis S1; es ist also S1 ein Zellenkom-
plex mit zwei 0-Zellen und zwei 1-Zellen,

S1 = S0 ∪ e1,1 ∪ e1,2 = e0,1 ∪ e0,2 ∪ e1,1 ∪ e1,2 .

Allgemein entsteht Sn für n ∈ N durch Anheften der oberen und unteren
Halbsphäre an Sn−1, es ist also Sn ein Zellenkomplex mit je zwei k-Zellen ek,1
und ek,2 für k ∈ {0, 1, . . . , n};

Sn = Sn−1 ∪ en,1 ∪ en,2 =
n⋃
j=0

(ek,1 ∪ ek,2) .

Beispiel 3.12 Die abgeschlossene Einheitskugel (und n-Zelle) Dn erhalten
wir durch Anheften von Dn an Sn−1 längs Sn−1 mittels der Anheftabbildung
idSn−1 . Mit Xn−1 = Sn−1, Xn = Dn ist also Dn ein n-dimensionaler Zel-
lenkomplex

Dn = Sn−1 ∪ Dn = Sn−1 ∪ en,1 = en,1 ∪
n−1⋃
k=0

(ek,1 ∪ ek,2)

mit einer n-Zelle und je zwei k-Zellen für k ∈ {0, 1, . . . , n − 1} (wobei
Beispiel 3.11 benutzt wurde). Ist n ≥ 2, so können wir Dn auch mittels
einer 0-Zelle, einer n− 1-Zelle und einer n-Zelle beschreiben,

Dn = Sn−1 ∪ en,1 = e0,1 ∪ en−1,1 ∪ en,1,

unter Benutzung von Beispiel 3.10.
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Definition 3.13 Für n ∈ N0 ist der reelle projektive Raum RPn der Dimen-
sion n definiert also die Menge aller 1-dimensionalen Untervektorräume von
Rn+1, also

RPn = {Rx : x ∈ Rn+1 \ {0}} .
Die Abbildung

qn : Sn → RPn, x 7→ Rx
ist surjektiv; man versieht RPn mit der Quotiententopologie bezüglich qn.
Da Sn kompakt ist, ist auch RPn kompakt. Weiter ist RPn Hausdorffsch
(siehe Aufgabe 22 auf Übungsblatt 6, wo auch gezeigt wird, dass RPn eine
n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist).

Beachten Sie, dass

q−1
n ({qn(x)}) = {x,−x} für alle x ∈ Sn. (11)

Beispiel 3.14 Der 0-dimensionale reelle projektive Raum ist die Menge aller
1-dimensionalen Untervektorräume in R; davon gibt es nur einen, nämlich
R. Mit e0,1 := {R} ist also

RP0 = e0,1

eine 0-Zelle. Wir zeigen per Induktion nach n ∈ N0, dass RPn zu einem
n-dimensionalen Zellenkomplex gemacht werden kann mit je einer k-Zelle für
alle k ∈ {0, 1, . . . , n}, also

RPn = e0,1 ∪ e1,1 ∪ · · · ∪ en,1 .

Für den Induktionsschritt sei n ≥ 1 und RPn−1 ein (n − 1)-dimensionaler
Zellenkomplex

RPn−1 = e0,1 ∪ · · · ∪ en−1,1 .

Die obere Halbsphäre

Dn,1 := {(x1, . . . , xn+1) ∈ Sn : xn+1 ≥ 0}

ist eine n-Zelle, denn

Dn,1 → Dn, (x1, . . . , xn+1) 7→ (x1, . . . , xn)

ist ein Homöomorphismus mit Umkehrabbildung

Dn → Dn,1, (x1, . . . , xn) 7→
(
x1, . . . , xn,

√
1− x2

1 − · · · − x2
n

)
.
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Weiter ist
Φn,1 := qn|Dn,1 : Dn,1 → RPn (12)

eine stetige surjektive Abbildung, welche wegen der Kompaktheit von Dn,1

und Hausdorff-Eigenschaft von RPn eine abgeschlossene Abbildung und Quo-
tientenabbildung ist. Es ist ∂Dn,1 = Sn−1 × {0} = Sn−1 mit der vorigen
Identifizierung. Sei

φn := qn−1 : Sn−1 → RPn−1 .

Dann ist

RPn−1 ∪φn Dn,1 ∼ RPn = RPn−1 ∪ en,1 = e0,1 ∪ · · · ∪ en,1

mit en,1 = q({(x1, . . . , xn) ∈ Sn : xn > 0}) (vergleiche 2.31).

Bemerkung 3.15 (Viualisierung von RP1 und RP2).

(a) Die obige Quotientenabbildung φ1 bildet den oberen Halbkreis D1,1 auf
RP1 ab. Sie ist auf Punkten (x, y) mit y > 0 injektiv und es ist φ1(−1, 0) =
φ1(1, 0). Mit A := {(−1, 0), (1, 0)} ist also

RP1 ∼ D1,1//A ∼ [0, 1]//{0, 1} ∼ S1 .

(b) Ähnlich wie man sich die Kleinsche Flasche (abgesehen von Selbstdurch-
dringungen) als Teilmenge von R3 vorstellen kann, wollen wir auch die reelle
projektive Ebene RP2 im R3 visualisieren. Wir starten mit der obigen Quo-
tientenabbildung φ2 : D2,1 → RP2, die auf der oberen Halbsphäre definiert
ist. Diese ist auf Punkten (x, y, z) mit z > 0 injektiv, jedoch ist φ2(x, y, 0) =
φ2(−x,−y, 0) für (x, y) ∈ S1. Wir gehen zunächst zu einem Quotienten von
D2,1 über, der lediglich (0, 1, 0) und (0,−1, 0) identifiziert. Als Teilmenge
von R3 können wir diesen erhalten, indem wir den Rand einer Halbsphäre
aus Gummi an zwei entgegengesetzten Punkten zusammenheften, so dass
daraus ein einziger Punkt P wird. Es entsteht eine Art oben geschlossene
Hose; die Öffnungen der Hosenbeine sind Kreise, die rechts und links an P
grenzen. Durchlaufen wir den rechten Kreis beginnend bei P , so sind dessen
Punkte gegenläufig mit den entsprechenden Punkten des linken Kreises zu
identifizieren. Wir können dies realisieren, indem wir den linken Kreis um
180 Grad drehen um die durch P laufende Achse (die Front über oben nach
hinten) und dann den Kreis unten herum um 180 Grad drehen bei Festhalten
von P , so dass die zwei Kreislinien aufeinander zu liegen kommen (Skizzen
siehe Vorlesung).
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Für schönere Visualisierungen der projektiven Ebene (etwa die sogenannte
Boysche Fläche) sei auf das Internet verwiesen.

Beispiel 3.16 Identifizieren wir wie zuvor Rn jeweils mit Rn×{0} ⊆ Rn+1,
so haben wir

S0 ⊆ S1 ⊆ S2 ⊆ · · ·

und können den direkten Limes

S∞ := lim
→

Sn

bilden als topologischer Raum. Nach Beispiel 3.11 ist dies ein Zellenkomplex
mit n-Gerüst

Sn =
n⋃
k=0

(ek,1 ∪ ek,2)

für alle n ∈ N0.

Beispiel 3.17 Ebenso haben wir die aufsteigende Folge

RP0 ⊆ RP1 ⊆ RP2 ⊆ · · ·

und können den direkten Limes

RP∞ := lim
→

RPn

bilden als topologischer Raum. Nach Beispiel 3.14 ist dies ein Zellenkomplex
mit n-Gerüst

RPn =
n⋃
k=0

ek,1

für alle n ∈ N0.

In den vorigen Beispielen waren alle n-Gerüste kompakt. Wir kommen zu
nicht-kompakten Beispielen.

Beispiel 3.18 Die reelle Gerade R kann als 1-dimensionaler Zellenkomplex
betrachtet werden mit 0-Gerüst

X0 := Z
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und der Familie (D1,j)j∈Z der 1-Zellen

D1,j := [j, j + 1],

welche mittels der Anheftabbildungen

φ1,j : {j, j + 1} → Z, x 7→ x

an X0 = Z angeheftet werden. Die Abbildung

f : Z ∪φ
∐
j∈Z

[j, j + 1]→ R,

welche auf Z und jedem Intervall [j, j + 1] die Inklusion nach R ist, ist stetig
und bijektiv. Als Spezialfall eines allgemeinen Arguments (Satz 3.29), das
wir im Laufe des Kapitels kennenlernen, ist f ein Homöomorphismus.

Beispiel 3.19 Ebenso sehen wir, dass R2 als 2-dimensionaler Zellenkom-
plex betrachtet werden kann (und R3 als 3-dimensionaler sowie Rn als n-
dimensionaler Zellenkomplex – siehe Übung). Es sei nämlich

X0 = Z2 .

Für j := (n, k) ∈ Z2 × {1, 2} sei

D1,j := n+ [0, 1]ek

mit dem kten Standard-Einheitsvektor ek. Dann ist

X0 t
∐

j∈Z2×{1,2}

D1,j ∼
⋃
m∈Z

({m} × R ∪ R× {m}) = X1

(vergleiche Satz 3.29). Für j ∈ Z2 sei D2,j := j+[0, 1]2 und φ2,j : ∂D2,j → X1

die Inklusion. Für φ2 := ∪j∈Z2φ2,j betrachten wir die Abbildung

f : X1 ∪φ2
∐
j∈Z2

D2,j → R2,

die auf X1 und jedem D2,j die Inklusion nach R2 ist. Dann ist f stetig und
bijektiv; nach Satz 3.29 ist f ein Homöomorphismus.
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Wir halten erste Eigenschaften von Zellenkomplexen fest.

Satz 3.20 Es sei (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) ein Zellenkomplex und Xn sein n-Gerüst
für n ∈ N0. Dann gilt:

(a) Xn ist Hausdorffsch und normal, für alle n ∈ N.

(b) X ist Hausdorffsch und normal.

(c) Jede kompakte Teilmenge K ⊆ X ist in Xn enthalten für ein n ∈ N.
Es ist

K ∩ ek,j 6= 0

nur für endlich viele (k, j) mit k ∈ N0 und j ∈ Jk.

(d) Für jedes n ∈ N0 und j ∈ Jn ist en,j eine offene Teilmenge von Xn und
eine offene n-Zelle in der induzierten Topologie.

(e) Die Topologie O auf X ist final bezüglich der Familie (Φn,j)n∈N0,j∈Jn
der charakteristischen Abbildungen. Für jedes n ∈ N0 ist die Topologie
auf Xn final bezüglich der Familie der Φk,j|Xn mit k ∈ {0, . . . , n} und
j ∈ Jk.

(f) Alle Wegkomponenten von X sind offen und sie stimmen mit den Zusam-
menhangskomponenten überein.

(g) X ist genau dann wegzusammenhängend, wenn sein 1-Gerüst X1 weg-
zusammenhängend ist.

Wir beweisen zunächst (a) und (b).

3.21 Wir zeigen per Induktion, dass Xn Hausdorffsch und normal ist für alle
n ∈ N0. Induktionsanfang n = 0: Wie jeder diskrete topologische Raum ist
X0 Hausdorffsch und normal. Induktionsschritt: Ist n ∈ N und ist Xn−1

Hausdorffsch und normal, so ist nach Satz 2.29 (d) auch

Xn = Xn−1 ∪φn
∐
j∈Jn

Dn,j

Hausdorffsch und normal, denn jedes Dn,j ist als kompakter Hausdorffraum
ein normaler topologischer Raum, so dass auch die topologische Summe∐

j∈Jn Dn,j normal und Hausdorffsch ist.
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3.22 Da jedes Xn normal und Hausdorffsch ist und abgeschlossen in Xn+1,
ist nach Lemma 1.85 (b) auch X = lim

→
Xn normal und Hausdorffsch.

3.23 Zum Beweis von (c) sei K ⊆ X kompakt. Nach Lemma 1.71 (b) ist
K ⊆ Xn für ein n ∈ N0. Für alle natürlichen Zahlen m > n und alle j ∈ Jm
ist em,j ∈ Xm \Xn, also K ∩ em,j = ∅. Nach Lemma 2.50 ist die Menge aller
j ∈ Jn mit en,j ∩ K 6= ∅ endlich. Für k ∈ {0, . . . , n − 1} ist Xk ∩ K eine
abgeschlossene Teilmenge von K, also kompakt. Zudem ist Xk ∩ K ⊆ Xk.
Nach dem schon Gezeigten ist die Menge der j ∈ Jk mit Xk ∩K ∩ ek,j 6= ∅
endlich.

3.24 Beweis von (d). Nach Satz 2.29 (a) können wir die offene Teilmenge

Q :=

(∐
j∈Jn

Dn,j

)
\

(∐
j∈Jn

∂Dn,j

)

von
∐

j∈Jn Dn,j mit der von
∐

j∈Jn Dn,j induzierten Topologie identifizieren
mit einer offenen Teilmenge von Xn, so dass als Menge

Xn = Xn−1 ∪Q .

Da die kanonische Abbildung

λn,i : Dn,i →
∐
j∈Jn

Dn,j

eine topologische Einbettung mit offenem Bild ist, ist λn,i(Dn,i \ ∂Dn,i) offen
in Q und somit in Xn, und es ist λn,i|Dn,i\∂Dn,i eine topologische Einbettung;
ohne die vorigen Identifizierungen ist diese Abbildung Φn,i|Dn,i\∂Dn,i . Ihr Bild
en,i ist also eine offene n-Zelle und offen in Xn.

3.25 Beweis von (e). Wir zeigen zuerst die Aussage über Xn, per Induktion
nach n ∈ N0. Die diskrete Topologie auf X0 ist final bezüglich den Inklusio-
nen Φ0,j : {j} → X0. Sei nun n ≥ 1 und gelte die Aussage für Xn−1. Die
Topologie auf Xn ist final bezüglich der kanonischen Abbildung

qn : Xn−1 t
∐
j∈Jn

Dn,j → Xn .

Die Topologie auf der topologischen Summe S im Definitionsbereich ist final
bezüglich den kanonischen Abbildungen Xn−1 → S und

∐
j∈Jn Dn,j → S.
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Erstere ist per Induktion final bezüglich den Φk,j|Xn−1 für k ∈ {0, . . . , n− 1}
und j ∈ Jk; zweitere ist final bezüglich den kanonischen Abbildungen Dn,i →∐

j∈Jn Dn,j für i ∈ Jn. Wegen der Transitivität finaler Topologien ist die
Topologie auf Xn final bezüglich den Kompositionen

Dk,j

Φk,j |Xn−1

→ Xn−1 → S
q→ Xn

für k ∈ {0, . . . , n−1} und j ∈ Jk (die wegen der gemachten Identifizierungen
gleich Φk,j|Xn sind) und den Kompositionen

Dn,i →
∐
j∈Jn

Dn,j → S
q→ Xn

für i ∈ Jn, also bezüglich den Φn,i|Xn .

3.26 Beweis von (f). Gegeben x ∈ X sei W seine Wegkomponente. Für
jedes n ∈ N0 und jedes j ∈ Jn ist Φn,j(Dn,j) wegzusammenhängend als
stetiges Bild eines wegzusammenhängenden Raums. Also gilt entweder

Φn,j(Dn,j) ⊆ W

(womit Φ−1
n,j(W ) = Dn,j offen in Dn,j ist) oder

Φn,j(Dn,j) ∩W = ∅,

in welchem Fall Φ−1
n,j(W ) = ∅ ebenfalls offen in Dn,j ist. Da nach (e) die

Topologie auf X final bezüglich der Familie der Φn,j ist, ist W offen in X.
Nach Satz 1.102 stimmen Wegkomponenten und Zusammenhangskomponen-
ten also überein.

3.27 Beweis von (g). Sei X1 wegzusammenhängend. Wir zeigen per Induk-
tion nach n ∈ N, dass Xn wegzusammenhängend ist. Wir wählen x0 ∈ X0.
Dann ist auch X =

⋃
n∈NXn wegzusammenhängend, denn jeder Punkt darin

ist mit x0 verbindbar. Für n = 1 gilt die Aussage per Voraussetzung. Sei
n ≥ 2 und Xn−1 wegzusammenhängend. Jedes x ∈ Xn liegt in Xn−1 (ist also
in Xn−1 mit x0 verbindbar) oder in Φn,j(Dn,j) für ein j ∈ Jn und ist dann
mit jedem Punkt y in Φn,j(∂Dn,j) durch einen Weg verbindbar, da Φn,j(Dn,j)
wegzusammenhängend ist. Da y in Xn−1 mit x0 verbindbar ist, ist x in Xn

mit x0 verbindbar.
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Sei nun X wegzusammenhängend. Wäre X1 nicht wegzusammenhängend, so
gäbe es x, y ∈ X1, die nicht in X1 durch einen Weg verbindbar sind. Es gibt
jedoch einen Weg γ : [0, 1] → X mit γ(0) = x und γ(1) = y. Da γ([0, 1])
kompakt ist, gibt es ein n ∈ N mit γ([0, 1]) ⊆ Xn. Nach dem Vorigen muss
n ≥ 2 sein. Für festes γ wählen wir n minimal. Wir wählen nun γ so, dass
das zugehörige n minimal ist. Für dieses minimale n wählen wir nun ein γ
so, dass die Zahl der j ∈ Jn mit

γ([0, 1]) ∩ en,j 6= ∅

minimal ist. Für ein solches j gibt es ein kleinstes t∗ ∈ [0, 1] und ein größtes
t∗ ∈ [0, 1] mit

γ(t∗), γ(t∗) ∈ Φn,j(Dn,j) .

Da en,j in Xn offen ist, muss t∗ < t∗ sein und

γ(t∗), γ(t∗) ∈ Φn,j(∂Dn,j) ⊆ Xn−1 .

Da Φn,j(∂Dn,j) wegen n ≥ 2 wegzusammenhängend ist, gibt es einen Weg
θ : [t∗, t

∗]→ Φn,j(∂Dn,j) ⊆ Xn−1 von γ(t∗) nach γ(t∗). Dann ist auch

η : [0, 1]→ Xn, t 7→
{
γ(t) wenn t ∈ [0, t∗] oder t ∈ [t∗, 1];
θ(t) wenn t ∈ [t∗, t

∗]

ein Weg in Xn von x nach y, der jedoch mindestens eine offene n-Zelle weniger
trifft, im Widerspruch zur Minimalitätseigenschaft von γ.

Bemerkung 3.28 Über Satz 3.20 (f) hinaus werden wir später sehen, dass
jeder Zellenkomplex X lokal wegzusammenhängend ist und sogar lokal

kontrahierbar in dem Sinne, dass für jeden Punkt jede Umgebung eine kon-
trahierbare Umgebung enthält (siehe Satz A.6).

Zwei Sätze ermöglichen uns, Zellenkomplexe (bzw. dazu homöomorphe topo-
logische Räume) zu erkennen.

Satz 3.29 Es sei (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) ein Zellenkomplex und f : X → Y eine
bijektive stetige Abbildung in einen Hausdorffraum Y derart, dass für jedes
y ∈ Y eine y-Umgebung W ⊆ Y existiert derart, dass

{(n, j) : n ∈ N und j ∈ Jn mit W ∩ f(en,j) 6= ∅}

endlich ist, wobei
en,j := Φn,j(Dn,j \ ∂Dn,j) .

Dann ist f ein Homöomorphismus.
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Beweis. Gegeben y ∈ Y sei W wie im Satz; die Menge F aller (n, j) mit
n ∈ N0 und j ∈ Jn, so dass W ∩ f(en,j) 6= ∅ sei also endlich. Dann ist

K :=
⋃

(n,j)∈F

Φn,j(Dn,j)

eine kompakte Teilmenge von X und f(K) eine kompakte Teilmenge von Y
mit W ⊆ f(K). Da K kompakt und Y Hausdorffsch ist, ist

ψ := f |f(K)
K : K → f(K)

ein Homöomorphismus, also

f−1|W = ψ−1|W

stetig. Somit ist f−1 stetig. 2

Den folgenden Satz behandeln wir später, zusammen mit Unterkomplexen
und Produkten von Zellenkomplexen.

Satz 3.30 Es sei (X,O) ein Hausdorffscher topologischer Raum mit X 6= ∅.
Für jedes n ∈ N0 sei eine Familie (Φn,j)j∈Jn von Abbildungen Φn,j : Dn,j → X
mit n-Zellen Dn,j gegeben derart, dass gilt:

(a) Für jedes n ∈ N0 und j ∈ Jn ist Φn,j|Dn,j\∂Dn,j eine topologische Ein-
bettung.

(b) Setzen wir en,j := Φn,j(Dn,j \ ∂Dn,j) für n ∈ N0 und j ∈ Jn, so ist
(en,j)n∈N0,j∈Jn eine Familie paarweise disjunkter Mengen und

X =
⋃
n∈N0

⋃
j∈Jn

en,j .

(c) Die Topologie O auf X ist final bezüglich der Familie (Φn,j)n∈N0,j∈Jn.

(d) Für jedes n ∈ N und j ∈ Jn ist Φn,j(∂Dn,j) in einer Vereinigung endlich
vieler der Zellen ek,j mit k ∈ {0, . . . , n− 1} und j ∈ Jk enthalten.

Dann ist (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) ein Zellenkomplex.

100



Beweis. Für n ∈ N0 sei Xn :=
⋃n
k=0

⋃
j∈Jk ek,j. Sei A ⊆ X0 eine beliebige

Teilmenge. Für j ∈ J0 ist Φ−1
0,j(A) abgeschlossen, wie jede Teilmenge von

D0,j. Für n ∈ N und j ∈ Jn ist wegen (d) und (b) die Menge F aller i ∈ J0

mit e0,i ⊆ A ∩ Φn,j(∂Dn,j) endlich. Wegen en,j ∩ A ⊆ en,j ∩X0 = ∅ ist

Φn,j(Dn,j) ∩ A = Φn,j(∂Dn,j) ∩ A =
⋃
i∈F

e0,i

eine endliche Menge und somit abgeschossen in X, folglich

Φ−1
n,j(A) = Φ−1

n,j

(⋃
i∈F

e0,i

)

abgeschlossen in Dn,j. Wegen (c) ist A also abgeschlossen in X. Somit ist X0

diskret in der von X induzierten Topologie und weiter X0 in X abgeschlossen.

Für n ∈ N ist
Xn = Xn−1 ∪

⋃
j∈Jn

en,j

als Menge und somit

Xn = Xn−1 ∪φn
∐
j∈Jn

Dn,j (13)

als Menge mit

φn := ∪j∈JnΦn,j|∂Dn,j :
∐
j∈Jn

∂Dn,j → Xn−1.

Wir zeigen nun induktiv für jedes n ∈ N0 die Aussage (An):

Die Teilmenge Xn von X ist abgeschlossen und die von X auf Xn induzierte
Topologie On ist final bezüglich der Familie der Φk,j|Xn mit k ∈ {0, . . . , n}
und j ∈ Jk.

Da die finale Topologie auf X0 bezüglich der Familie der Φ0,j|X0 mit j ∈ J0

diskret ist, gilt (A0) nach dem bereits Gezeigten. Sei nun n ∈ N und gelte
bereits (An−1). Für j ∈ Jn ist

Φn,j(Dn,j) = en,j ∪ Φn,j(∂Dn,j) ⊆ en,j ∪Xn−1 ⊆ Xn
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und somit (Φn,j)
−1(Xn) = Dn,j abgeschlossen in Dn,j. Für k ∈ {0, . . . , n−1}

folgt wegen Xk ⊆ Xn entsprechend Φ−1
k,j(Xn) = Dk,j für alle j ∈ Jk. Für

k ∈ N mit k > n und j ∈ Jk ist

Φk,j(Dn,j) = ek,j ∪ Φk,j(∂Dk,j)

mit ek,j ∩Xn = ∅, so dass

Φ−1
k,j(Xn) = Φ−1

k,j(Xn ∩ Φk,j(∂Dk,j)) .

Nach (d) ist

Φk,j(∂Dk,j) ⊆
⋃

(`,i)∈F

e`,i

mit einer endlichen Menge F von Paaren (`, i) mit ` ∈ {0, . . . , k − 1} und
i ∈ J`. Da e`,i ∩Xn = ∅ wenn ` > n, ist

Xn ∩ Φk,j(∂Dk,j) ⊆
⋃

(`,i)∈F0

e`,i ⊆
⋃

(`,i)∈F0

Φ`,i(D`,i)

mit F0 := {(`, i) ∈ F : ` ≤ n}. Da Φ`,i(D`,i) ⊆ Xn für alle (`, i) ∈ F0, folgt

Xn ∩ Φk,j(∂Dk,j) =

 ⋃
(`,i)∈F0

Φ`,i(D`,i)

 ∩ Φk,j(∂Dk,j);

dies ist eine kompakte Teilmenge von X, somit in X abgeschlossen. Also ist

Φ−1
k,j(Xn) = Φ−1

k,j(Xn ∩ Φk,j(∂Dk,j))

abgeschlossen in Dk,j. Wegen (c) ist also Xn abgeschlossen in X. Nach
Aufgabe 16 auf Übungsblatt 4 ist die von X auf Xn induzierte Topologie On
final bezüglich der Familie der Abbildungen Φk,j|XnΦ−1

k,j(Xn)
für k ∈ N0 und

j ∈ Jk. Im Falle k ≤ n ist die genannte Abbildung gleich Φk,j|Xn . Es sei Sn
die finale Topologie auf Xn bezüglich der kleineren Familie der Φk,j|Xn mit
k ∈ {0, . . . , n} und j ∈ Jk. Dann ist On ⊆ Sn. Für k > n und j ∈ Jk sei F0

wie oben. Für (`, i) ∈ F0 ist Φ`,i(D`,i) kompakt in (Xn,Sn) und somit auch
die endliche Vereinigung

K :=
⋃

(`,i)∈F0

Φ`,i(D`,i)
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kompakt. Auf dieser Menge induziert der Hausdorffraum (Xn,On) die gleiche
Topologie wie (Xn,Sn). Da Φk,j|XnΦ−1

k,j(Xn)
nur Werte in K annimmt, ist diese

Abbildung nicht nur nach (Xn,On), sondern auch nach (Xn,Sn) stetig. Also
ist Sn ⊆ On und somit Sn = On. Dies beendet den Induktionsbeweis.

Für n ∈ N sei nun Tn die Topologie auf Xn, die final ist bezüglich den
Φn,j|Xn mit j ∈ Jn und der Inklusion Xn−1 → Xn. Wegen (An−1) und der
Transitivität finaler Topologien ist diese auch final bezüglich den Φn,j|Xn mit
j ∈ Jn und den Φk,j|Xn mit k ∈ {0, . . . , n − 1} und j ∈ Jk. Wegen (An) ist
also Tn = On. Somit ist On gleich der Topologie Tn, für welche (13) auch als
topologischer Raum gilt. Mit der direkten Limestopologie T ist

X =
⋃
n∈N0

Xn = lim
→
Xn

dann also ein Zellenkomplex. Da T nach Satz 3.20 (e) final bezüglich der
Familie (Φn,j)n∈N0,j∈Jn ist, folgt T = O aus Voraussetzung (c), was den
Beweis beendet. 2

Definition 3.31 Es sei (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) ein Zellenkomplex und en,j :=
Φn,j(Dn,j \ ∂Dn,j) für n ∈ N0 und j ∈ Jn. Eine nicht leere Teilmenge A ⊆ X
wird ein Unterkomplex genannt, wenn gilt:

(i) A ist eine abgeschlossene Teilmenge von X.

(ii) A ist eine Vereinigung von Zellen von X. Bezeichnet Jn(A) für n ∈ N0

die Menge aller j ∈ Jn mit en,j ⊆ A, so ist also

A =
⋃
n∈N0

⋃
j∈Jn(A)

en,j .

Ist X ein Zellenkomplex wie zuvor und A ⊆ X ein Unterkomplex, so nennt
man (X,A) ein CW-Paar.

Beispiel 3.32 Für jedes n ∈ N0 ist das n-Gerüst Xn ein Unterkomplex
von X.

Beispiel 3.33 Für m ∈ {0, . . . , n} ist Sm =
⋃m
k=0(ek,1 ∪ ek,2) ein Unterkom-

plex von Sn =
⋃n
k=0(ek,1 ∪ ek,2), mit Notation wie in Beispiel 3.11.
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Beispiel 3.34 Für m ∈ {0, . . . , n} ist RPm =
⋃m
k=0 ek,1 ein Unterkomplex

von RPn =
⋃n
k=0 ek,1, mit Notation wie in Beispiel 3.14.

Lemma 3.35 In der Situation von Definition 3.31 wird der Unterkomplex A
ein Zellenkomplex, wenn wir ihn mit der von X induzierten Topologie verse-
hen; die charakteristischen Abbildungen sind

Φn,j|A : Dn,j → A

für n ∈ N0 und j ∈ Jn(A).

Beweis. Es ist A Hausdorffsch, da X nach Satz 3.20 (b) Hausdorffsch ist.
Wir prüfen nun die Voraussetzungen von Satz 3.30 nach für A statt X, der
Teilmenge Jn(A) an Stelle von Jn für n ∈ N0 und Φn,j|A an Stelle von Φn,j

für n ∈ N0 und j ∈ Jn(A).

Voraussetzung (a) von Satz 3.30 ist nach dem in 3.24 gegebenen Beweis für
Satz 3.20 (d) (angewandt auf X) erfüllt. Voraussetzung (d) des Satzes ist
wegen Satz 3.20 (c) erfüllt. Voraussetzung (b) gilt per Definition eines Un-
terkomplexes, mit Jn(A) an Stelle von Jn. Es ist nur noch Voraussetzung (c)
von Satz 3.30 nachzuweisen, dass also die von X auf A induzierte Topologie
final ist bezüglich der Familie (Φn,j|A)n∈N0,j∈Jn(A).

Für alle n ∈ N0 und j ∈ Jn(A) ist

Φn,j(Dn,j \ ∂Dn,j) = en,j ⊆ A

und somit Φn,j(Dn,j) ⊆ A, da Dn,j \ ∂Dn,j in Dn,j dicht, Φn,j stetig und A
in X abgeschlossen ist. Für n ∈ N0 versehen wir

An := A ∩Xn

mit der von X (also auch von Xn und von A) induzierten Topologie Tn. Da
Xn ∩ em,j = ∅ wenn m > n, ist dann

An =
n⋃
k=0

⋃
j∈Jk(A)

ek,j.

Nach Satz 3.20 (e) und Aufgabe 16 auf Übungblatt 4 ist die Topologie Tn
auf An final bezüglich den Abbildungen

Φk,j|An : Φ−1
k,j(An)→ An
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für k ∈ {0, . . . , n} und j ∈ Jk. Wir zeigen per Induktion nach n ∈ N0,
dass Tn final ist bezüglich den Φk,j|An für k ∈ {0, . . . , n} und j ∈ Jk(A). Im
Falle n = 0 sind T0 und letztere finale Topologie beide diskret, also gleich.
Ist n ∈ N und gilt die Aussage schon für n − 1 statt n, so sei T die finale
Topologie auf An bezüglich den Φk,j|An für k ∈ {0, . . . , n} und j ∈ Jk(A). Da
Tn die Abbildung Φk,j|An stetig macht für alle k ∈ {0, . . . , n} und j ∈ Jk(A),
ist

Tn ⊆ T .

Ist B ⊆ An abgeschlossen bezüglich T , so ist für jedes k ∈ {0, . . . , n−1} und
j ∈ Jk(A) das Urbild

(Φk,j|An−1)(B ∩ An−1) = (Φk,j|An)−1(B)

abgeschlossen in Dk,j, also B∩An−1 abgeschlossen in An−1 per Induktionsvo-
raussetzung. Nun ist für j ∈ Jn(A)

(Φn,j|An)−1(B)

abgeschlossen. Für j ∈ Jn mit j 6∈ Jn(A) ist en,j ∩ A = ∅, also en,j ∩ B = ∅
und folglich

Φ−1
n,j(B) = Φ−1

n,j(B ∩Xn−1) = Φ−1
n,j(B ∩ An−1)

abgeschlossen in Dn,j, da B ∩An−1 (wie gerade beobachtet) abgeschlossen in
An−1 = A ∩ Xn−1 und somit in X ist. Also ist B abgeschlossen in Xn und
somit in An. Es folgt T = Tn. Wieder nach Aufgabe 16 ist die von X =
lim
→
Xn auf A induzierte Topologie final bezüglich den Inklusionsabbildungen

µn : An = Xn ∩ A→ A.

Da die Topologie auf An nach dem Vorigen final ist bezüglich den Φk,j|An für
k ∈ {0, . . . , n} und j ∈ Jk(A), ist wegen der Transitivität finaler Topologien
die Topologie auf A final bezüglich den Abbildungen µn ◦ Φk,j|An = Φk,j|A
für n ∈ N0, k ∈ {0, . . . , n} und j ∈ Jk(A). 2

Wir erwähnen noch einige Fakten über die Topologie von Zellenkomplexen.
Die mit Sternchen markierten Resultate können übersprungen werden und
sind nicht prüfungsrelevant (ihre Beweise findet man wenn gewünscht im
Anhang zu Kapitel 3).
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Satz 3.36 Sei (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) ein Zellenkomplex.

(a) X ist genau dann kompakt, wenn es nur endlich viele Zellen gibt, also
die Menge der (n, j) mit n ∈ N0 und j ∈ Jn endlich ist.

(b)* X ist genau dann lokal kompakt, wenn der Zellenkomplex lokal endlich

ist, also für jedes x ∈ X eine Umgebung W ⊆ X existiert derart, dass
die Menge alle (n, j) mit en,j ∩W 6= ∅ endlich ist.

(c)* Ist X metrisierbar, so ist X lokal kompakt.

Beweis. (a) Gibt es nur endlich viele Zellen, so ist X = Xn für ein n ∈ N0.
Als endlicher topologischer Raum ist X0 kompakt. Ist k ∈ {0, . . . , n − 1}
und Xk kompakt, so ist auch Xk+1 kompakt, nach Lemma 2.51. Per Induk-
tion ist also X = Xn kompakt. Ist umgekehrt X kompakt, so hat X nach
Satz 3.20 (c) nur endlich viele Zellen. 2

Da X die Vereinigung der Φn,j(Dn,j) ist für n ∈ N0 und j ∈ Jn (und Xn

die Vereinigung der Φk,j(Dk,j) mit k ∈ {0, . . . , n} und j ∈ Jk), folgt aus
Satz 3.20 (e) und Folgerung 1.122:

Satz 3.37 Ist (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) ein Zellenkomplex, so gilt für jeden lokal
kompakten topologischen Raum Z:

(a) Die Produkttopologie auf X × Z ist final bezüglich den Abbildungen
Φn,j × idZ : Dn,j × Z → X × Z mit n ∈ N0 und j ∈ Jn.

(b) Für jedes n ∈ N0 ist die Produkttopologie auf Xn × Z final bezüglich
den Abbildungen Φk,j|Xn × idZ : Dk,j ×Z → Xn×Z mit k ∈ {0, . . . , n}
und j ∈ Jk.

Besonders wichtig ist der Fall Z := [0, 1]. Wir schließen:

Folgerung 3.38 Ist (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) ein Zellenkomplex, so ist für jeden
topologischen Raum Y eine Abbildung

f : X × [0, 1]→ Y

genau dann stetig, wenn für alle n ∈ N0 und j ∈ Jn die Abbildungen

Dn,j × [0, 1]→ Y, (x, t) 7→ f(Φn,j(x), t)
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stetig sind. Für n ∈ N0 ist eine Abbildung

f : Xn × [0, 1]→ Y

genau dann stetig, wenn für alle k ∈ {0, . . . , n} und j ∈ Jk die Abbildungen

Dk,j × [0, 1]→ Y, (x, t) 7→ f(Φk,j(x), t)

stetig sind.

Wir erinnern daran, dass [0, 1] ein Zellenkomplex ist mit 0-Gerüst {0, 1}
und 1-Gerüst [0, 1]. Mit der Produkttopologie ist das in Folgerung 3.38 be-
trachtete Produkt X × [0, 1] sogar ein Zellenkomplex mit 0-Gerüst

(X × [0, 1])0 = X0 × {0, 1}

und n-Gerüst
(Xn × {0, 1}) ∪ (Xn−1 × [0, 1])

für n ∈ N. Allgemeiner gilt:

Satz 3.39 Es seien (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) und (Y, (Ψn,i)n∈N0,i∈In) Zellenkom-
plexe, wobei Ψn,i : Bn,i → Y mit n-Zellen Bn,i. Dann gilt:

(a) Ist Y kompakt, so ist X×Y mit der Produkttopologie ein Zellenkomplex
mit n-Gerüst

(X × Y )n =
n⋃
k=0

(Xk × Yn−k)

und den charakteristischen Abbildungen

Θn,(k,j,i) := Φk,j×Ψn−k,i : Dk,j×Bn−k,i → Xk×Yn−k ⊆ (X×Y )n ⊆ X×Y

für n ∈ N0, k ∈ {0, . . . , n}, j ∈ Jk und i ∈ In−k.

(b)* Die Schlussfolgerung aus (a) gilt auch, wenn X und Y beide abzählbar
viele Zellen haben.

(c)* Die Kelleyfizierung k(X × Y ) ist immer ein Zellenkomplex, mit den in
(a) angegebenen charakteristischen Abbildungen.
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Beweis. (a) Man sieht leicht, dass X × Y mit den Abbildungen Θn,(k,j,i) die
Bedingungen (a), (b) und (d) aus Satz 3.30 erfüllt, da diese für (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn)
und (Y, (Ψn,i)n∈N0,i∈In) erfüllt sind. Wir haben noch Bedingung (c) nachzuweisen,
also, dass die Produkttopologie O auf X × Y final ist bezüglich der Familie
der Abbildungen Θn,(k,j,i). Da Y kompakt ist und die Topologie auf X final
bezüglich den Abbildungen Φn,j, ist nach Folgerung 1.122 O final bezüglich
den Abbildungen

Φn,j × idY : Dn,j × Y → X × Y

mit n ∈ N0 und j ∈ Jn. Da Dn,j kompakt ist und die Topologie auf Y
final bezüglich den Ψm,i, ist (wieder nach Folgerung 1.122) die Topologie auf
Dn,j × Y final bezüglich der Familie der Abbildungen

idDn,j ×Ψm,i

für m ∈ N0 und i ∈ Im. Wegen der Transitivität finaler Topologien ist O
also final bezüglich den Kompositionen(

Φn,j × idY

)
◦
(

idDn,j ×Ψm,i

)
= Φn,j ×Ψm,i = Θn+m,(n,j,i),

was den Beweis beendet. 2

Für die Allgemeinbildung erwähnen wir noch:

Satz 3.40 Es sei (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) ein Zellenkomplex. Dann gilt:

(a)* X ist ein k-Raum und ebenso Xn für jedes n ∈ N0.

(b)* X ist genau dann hemikompakt, wenn Jn für jedes n ∈ N0 abzählbar
ist.

(c)* Für n ∈ N0 ist Xn genau dann hemikompakt, wenn Jk für alle k ∈
{0, . . . , n} abzählbar ist.
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Anhang zu Kapitel 3

Wir beweisen Teile (b) und (c) von Satz 3.36, Teile (b) und (c) von Satz 3.39
sowie Satz 3.40.

Beweis von Satz 3.36 (b) und (c). (b) Ist X lokal kompakt, so hat jeder
Punkt x ∈ X eine kompakte Umgebung W in X. Nach Satz 3.20 (c) ist die
Menge F aller (n, j) mit en,j ∩W 6= ∅ endlich. Umgekehrt sei angenommen,
dass es für jedes x ∈ X eine x-Umgebung W ⊆ X gibt, für welche die vorige
Menge F endlich ist. Dann ist

W ⊆
⋃

(n,j)∈F

en,j ⊆
⋃

(n,j)∈F

Φn,j(Dn,j =: K,

wobei K kompakt ist. Also ist K eine kompakte x-Umgebung. Nach Auf-
gabe 15 von Übungsblatt 4 ist der Hausdorffraum X lokal kompakt.

(c) Es sei d eine die Topologie von X definierende Metrik. Wäre X nicht
lokal kompakt, so wäre X nach (b) nicht lokal endlich. Es gäbe somit einen
Punkt x ∈ X derart, dass jede Umgebung von x unendlich viele der offenen
Zellen en,j trifft. Insbesondere trifft die offene Kugel B1/k(x) von Radius 1/k
um x im metrischen Raum (X, d) unendlich viele offene Zellen. Wir können
daher eine Folge

(nk, jk)

mit nk ∈ N0 und jk ∈ Jnk finden derart, dass

B1/k(x) ∩ enk,jk 6= ∅

und (nk, jk) 6= (n`, j`) für alle k, ` ∈ N mit ` < k. Wir wählen (xk ∈
B1/k(x) ∩ enk,jk . Dann gilt

lim
k→∞

xk = x,

also ist K := {xk : k ∈ N} ∪ {x} kompakt. nach Satz 3.20 (c) ist die Menge
aller (n, j) mit K ∩ en,j endlich. Per Konstruktion enthält diese aber die
unendliche Menge aller (nk, jk) mit k ∈ N, Widerspruch. �

Beweis von Satz 3.40. (a) Die Topologie auf X ist final bezüglich der
Familie aller Φk,j : Dk,j → X mit k ∈ N0 und j ∈ Jk. Da jedes Dk,j kompakt
ist, ist X nach Lemma 1.129 (d) in k-Raum. Für jedes n ∈ N0 gilt die gleiche
Schlussfolgerung für Xn, da dessen Topologie final ist bezüglich den Φk,j wie
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zuvor mit k ≤ n.

(b) Ist X hemikompakt (oder nur σ-kompakt), so wählen wir eine Folge
(Km)m∈N kompakter Teilmengen mit X =

⋃
m∈NKm. Für jedes m ∈ N ist

die Menge Fm aller (k, j) mit k ∈ N0 und j ∈ Jk mit Km ∩ ek,j 6= ∅ endlich.
Dann gilt

X =
⋃
m∈N

Km ⊆
⋃
m∈N

⋃
(k,j)∈Fm

ek,j ⊆ X

und somit Gleichheit der Mengen. Es gibt somit nur abzählbar viele Zellen.
Ist umgekehrt die Menge A aller (k, j) mit k ∈ N0 und j ∈ Jk abzählbar,
so wählen wir eine surjektive Abbildung N → A, ` 7→ (k`, j`) und definieren
kompakte Teilmengen von X via

Km :=
m⋃
`=1

Φk`,j`(Dk`,j`) .

Jede kompakte Teilmenge K ⊆ X trifft wegen Satz 3.20 (c) nur endlich viele
der offenen Zellen ek,j; es gibt daher ein m ∈ N mit K ⊆ Km. Also ist
(Km)m∈N eine kω-Folge für X.

(c) kann wie (b) bewiesen werden, wir haben nur überall X durch Xn zu
ersetzen und überall k ≤ n anzunehmen. �

Beweis von Satz 3.39 (b) und (c). Unter den Voraussetzungen von (c)
verifiziert man die Bedingungen (b) und (d) aus Satz 3.30 für k(X × Y ) mit
den Θn,(k,j,i) wie im Beweis von (a). Zum Nachweis der Bedingung (a) aus
dem zitierten Satz beachten wir, dass die Produkttopologie O auf X × Y
jede der Abbildungen

Φk,j ×Ψn,i|(Dk,j×Bn,i)\∂(Dk,j×Bn,i) (14)

zu einer topologischen Einbettung. Da k(X × Y ) auf der kompakten Teil-
menge Φk,j(Dk,j)× Ψn,i(Bn,i) von (X × Y,O) die gleich Topologie induziert
(siehe Satz 1.145 (d)), ist die Abbildung (14) auch eine topologische Ein-
bettung in k(X × Y ). Also ist Bedingung (a) erfüllt. Zum Nachweis der
Bedingung (c) aus Satz 3.30 beachten wir, dass jede kompakte Teilmenge K
von (X × Y,O) in K1 ×K2 enthalten ist für kompakte Teilmengen K1 ⊆ X
und K2 ⊆ Y (zum Beispiel die Projektionen von K auf die Faktoren des
Produkts). Nach Satz 3.20 (c)ist

K1 ⊆
⋃

(k,j)∈F1

Φk,j(Dk,j)
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mit einer endlichen Menge F1 von Paaren (k, j) mit k ∈ N0 und j ∈ Jn;
entsprechend ist

K2 ⊆
⋃

(n,i)∈F2

Ψn,i(Bn,i)

mit einer endlichen Menge F2. Es ist also

K ⊆
⋃

(k,j)∈F1

⋃
(n,i)∈F2

Φk,j(Dk,j)×Ψn,i(Bn,i) =: L,

wobei L in X × Y kompakt ist. Die Topologie auf k(X × Y ) ist somit final
bezüglich den Inklusionsabbildungen L → X × Y . Die Topologie auf L
ist final bezüglich den Inklusionsabbildunge der endlich vielen kompakten
Mengen Φk,j(Dk,j) × Ψn,i(Bn,i) für (k, j) ∈ F1, (n, i) ∈ F2. Die surjektive
stetige Abbildung

Φk,j ×Ψn,i : Dk,j ×Bn,i → Φk,j(Dk,j)×Ψn,i(Bn,i)

ist jeweils eine Quotientenabbildung, die Topologie rechts also bezüglich
dieser final. Wegen der Transitivität finaler Topologien ist die Topologie
auf L somit final bezüglich den Abbildungen

(Φk,j ×Ψn,i)|L

für (k, j) ∈ F1 und (n, i) ∈ F2. Wegen der Transitivität finaler Topologien
ist die Topologie auf k(X × Y ) also final bezüglich den Abbildungen

Φk,j ×Ψn,i = Θk+n,(k,j,i)

für k, n ∈ N0, j ∈ Jk und i ∈ In.

(b) Sind X und Y hemikompakt, so stimmt die Topologie auf k(X × Y ) mit
der Produkttopologie überein, denn letztere macht X × Y nach Satz 1.142
zu einem k-Raum. Somit ist (b) ein Spezialfall von (c).
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4 Die geschlossenen Flächen

In diesem Kapitel stellen wir zwei Konstruktionen von geschlossenen Flächen
vor.24 In Anhang B werden wir sehen, dass diese alle voneinander ver-
schieden, also paarweise nicht zueinander homöomorph sind. Die Klassifika-
tion der geschlossenen Flächen (für die wir auf die Literatur verweisen) zeigt,
dass wir mit unseren Konstruktionen bereits alle geschlossenen Flächen er-
fasst haben, also jede solche zu einem der konstruierten Beispiele homöomorph
ist.

Zusammenhängende Mannigfaltigkeiten und geschlossene
Flächen

In einer n-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit hat jeder Punkt eine
Umgebung, die zu einer Kugel in Rn homöomorph und somit wegzusam-
menhängend ist. Also istM lokal wegzusammenhängend im Sinne von Defini-
tion 1.103. Die Wegkomponenten von M sind somit offen und abgeschlossen;
folglich istM genau dann wegzusammenhängend, wennM zusammenhängend
ist (siehe Lemma 1.99 und Satz 1.104).

Definition 4.1 Kompakte, zusammenhängende 2-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeiten (ohne Rand) nennt man auch geschlossene Flächen.

Beispiel 4.2 Die Sphäre S2 und der Torus aus Aufgabe 6 von Blatt 2 (den
wir in 2.40 auch als Quotient des Einheitsquadrats realisiert haben) sind
geschlossene Flächen. Ebenso die Kleinsche Flasche (als Doppel des Möbius-
bands). Auch die projektive Ebene RP2 ist eine 2-dimensionale topologi-
sche Mannigfaltigkeit (siehe Aufgabe 22 auf Aufgabenblatt 6) und somit
eine geschlossene Fläche, da sie als stetiges Bild der Sphäre S2 wegzusam-
menhängend und kompakt ist.

Definition 4.3 Eine geschlossene FlächeM wird nicht orientierbar genannt,
wenn sie eine (mit der induzierten Topologie) zum Möbiusband aus 2.42
homöomorphe Teilmenge enthält. Ist dies nicht der Fall, wird M orientier-
bar genannt.

Wir konstruieren nun systematisch Beispiele geschlossener Flächen.

24Dieses Kapitel profitierte insbesondere von Schuberts Buch (siehe Literaturverzeich-
nis), wo Sie auch hilfreiche Zeichnungen finden können.
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Die orientierbaren Flächen Mg vom Geschlecht g

Für g ∈ N0 konstruieren wir nun eine geschlossene Fläche Mg. Man kann
zeigen, dass diese orientierbar ist (siehe Bemerkung 4.9).

4.4 Es sei M0 := S2 die 2-Sphäre. Nach Beispiel 3.10 können wir diese als
einen Zellenkomplex mit einer 0-Zelle und einer 2-Zelle auffassen (der auch
das “Eineck” genannt wird).

4.5 Für g ∈ N betrachten wir ein (ausgefülltes) regelmäßiges 4g-Eck D in
der Ebene mit Schwerpunkt 0. Dieses ist eine kompakte konvexe Menge mit
dem Ursprung 0 im Inneren, also homöomorph zur Kreisscheibe D2; der Rand
∂D als Teilmenge von R2 entspricht dabei S1. Wir beziffern die Kanten des
Polygons D im Gegenuhrzeigersinn mit

a1, b1, a
−1
1 , b−1

1 , a2, b2, a
−1
2 , b−1

2 , . . . , ag, bg, a
−1
g , b−1

g .

Wir führen eine Äquivalenzrelation ∼ ein, welche für j ∈ {1, . . . , g} die
Punkte der Strecke aj, im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen, mit denen von
a−1
j identifiziert, wobei letztere im Uhrzeigersinn durchlaufen wird. Ebenso

für die Strecken, die mit bj bzw. b−1
j markiert sind. Wir setzen

Mg := D/∼

und versehen Mg mit der Quotiententopologie bezüglich der kanonischen Ab-
bildung D →Mg.

Bemerkung 4.6 Der Fall g = 1: Es ist M1 also genau der 2-dimensionale
Torus aus 2.40.

Im Folgenden sei g ≥ 2. Wir stellen einige Beobachtungen an, um Mg besser
zu verstehen.

4.7 Es sei Pj der Anfangspunkt der Strecke mit Markierung aj, wenn diese
im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen wird. Die mit a−1

j bezeichnete Strecke
endet in einem zu Pj äquivalenten Punkt und dies ist der Anfangspunkt der
Strecke b−1

j , also äquivalent zum Endpunkt von bj. Dieser ist äquivalent zum

Anfangspunkt von a−1
j , der zum Endpunkt der Strecke aj äquivalent ist, also

dem Anfangspunkt der Strecke bj. Dieser ist äquivalent zum Endpunkt der
mit b−1

j bezeichneten Strecke, also Pj+1 (bzw. P1, wenn j = g). Alle 4g Ecken
von D sind also zueinander äquivalent.
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Wir zeigen nun, dass Mg ein 2-dimensionaler Zellenkomplex ist mit einer 0-
Zelle, 2g Stück 1-Zellen und einer 2-Zelle. Insbesondere ist Mg Hausdorffsch.
Wir erläutern auch, warum Mg eine Mannigfaltigkeit ist.

4.8 Es sei X0 := e0,1 = {x0} ein einpunktiger topologischer Raum. Es seien
weiter 1-Zellen a1, b1, . . . , ag, bg gegeben; wir heften diese an X0 an, jeweils
mit der konstanten Anheftabbildung von ∂aj bzw. ∂bj nach {x0}. Wir bauen
diese zu einer Abbildung φ1 :

∐g
j=1(∂aj t ∂bj)→ {x0} zusammen und bilden

X1 := X0 ∪φ1
g∐
j=1

(aj t bj) .

Es bilde φ2 : ∂D → X1 die Punkte der mit ai markierten Kante von D auf
die 1-Zelle ai ab, gefolgt von den kanonischen Abbildungen

ai → X0 ∪φ1
g∐
j=1

(aj t bj)→ X1 .

Die Punkte der mit a−1
i markierten Kante bilde man gegenläufig auf ai ab,

gefolgt von letzteren Abbildungen. Analog verfährt man mit bi an Stelle
von ai. Wir setzen

X2 := X1 ∪φ2 D .

Nach Satz 3.20 (a) ist X2 Hausdorffsch; zudem ist X2 kompakt. Nach Auf-
gabe 20 auf Übungsblatt 6 ist die kanonische Abbildung

p : D → X2

eine Quotientenabbildung. Per Konstruktion gilt für x, y ∈ ∂D genau dann
p(x) = p(y), wenn x ∼ y. Es ist also

D/∼ homöomorph zu X2

und insbesondere D/ ∼ Hausdorffsch. Wir dürfen nun also Mg mit X2

identifizieren und betrachten dann p als die kanonische Quotientenabbil-
dung. Nach Satz 2.29 (a) (vgl. auch Satz 3.20 (d)) ist p(D \ ∂D) offen in
X2 = Mg und p|D\∂D eine topologische Einbettung. Also ist p(D \ ∂D)
eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. In der Vorlesung wird
erläutert, dass D/ ∼ eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist

114



und somit eine geschlossene Fläche, weil ja D zusammenhängend und kom-
pakt ist und somit auch D/∼. Es wird auch illustriert, wie sich eine zu Mg

homöomorphe Teilmenge des R3 finden lässt. In Worten erklärt:

(a) Für j ∈ {1, . . . , g} betrachten wir das ausgefüllte Fünfeck Fj, dessen
Kanten die Verbindungsstrecke Sj von Pj und Pj+1 (bzw. P1, wenn j = g) ist
und die durch aj, bj, a

−1
j sowie b−1

j markierten Kanten. Da Fj kompakt ist,
ist p|Fj : Fj → p(Fj) ⊆Mg eine Quotientenabbildung, das Bild also zu Fj/∼
homöomorph. Man überlegt sich anschaulich (und auf Wunsch rechnerisch),
dass dieser Quotient homöomorph zum Torus aus 2.40 ist, aus dem wir eine
den Punkt p(Pj) berührende offene Kreisscheibe entfernt haben.

(b) Nehmen wir aus Fj die Strecke Sj heraus und alle Ecken, erhalten wir eine
offene p-saturierte Teilmenge von D, deren Bild in Mg offen ist und zudem
einer offenen Teilmenge des Torus aus (a) entspricht, also eine 2-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit ist.

(c) Wir betrachten nun das ausgefüllte g-Eck E mit den Ecken P1, . . . , Pg,
also deren konvexe Hülle. Alle Ecken werden von p auf den gleichen Punkt
abgebildet. Im Falle g = 3 oder g = 4 (die Fälle g > 4 sind analog) stellen wir
uns also vor, alle Ecken eines Dreiecktuchs oder quadratischen Küchentuchs
in die Hand zu nehmen (wo sie einen einzigen Punkt P bilden) und das
Tuch unten durchhängen zu lassen; es entsteht eine 2-Sphäre ∼ S2, aus
der g Stück zu offenen Kreisscheiben (oder offenen Dreiecken) homöomorphe
Mengen entfernt wurden, die an die Stelle P angrenzen.

(d) Im Falle g ≥ 3 wird die Familie der Mengen Fj/∼ aus (a), für j ∈
{1, . . . , g}, nun längs der Kreislinie der ausgestanzten Kreisscheibe angeheftet
an E/∼, wobei die Anheftabbildung die Kreislinie jeweils homöomorph auf
eine der g Stück Kreislinien um die kreisförmigen Löcher aus (c) abbildet.
Um die Stelle P herum findet man eine zu einer Kreisscheibe homöomorphe
Menge, so dass (da dies für alle anderen Punkte schon erreicht war) Mg eine
zweidimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist. Im Falle g = 2 wird der
gelochte Torus F2/∼ längs der Kreislinie des Lochs an den gelochten Torus
F1/∼ angeheftet, wobei die Anheftabbildung die Kreislinie homöomorph auf
die Kreislinie um das Loch im gelochten Torus F1/∼ abbildet.

Durch Triangulieren kann man Argumente wie die vorigen mathematisch
präzisieren.
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Bemerkung 4.9 Man kann zeigen, dass für alle g ∈ N0 die Fläche Mg

orientierbar ist. Dies ist jedoch nicht trivial; als nicht prüfungsrelevante
Fußnote geben wir eine Begründung mit Methoden der algebraischen Topolo-
gie, Differentialgeometrie und der Theorie von niedrig-dimensionalen Man-
nigfaltigkeiten.25 In der Argumentation sind tiefere hier unbewiesene Sachver-
halte durch “(!)” gekennzeichnet.

Konstruktion nicht-orientierbarer Flächen

Für jedes g ∈ N lässt sich eine nicht-orientierbare geschlossene Fläche Ng

konstruieren, wie folgt.

4.10 Da D2,1 ∼ D2 in 3.14 mit n := 2, ist die projektive Ebene RP2

homöomorph zu
N1 := D2/≈

mit (x1, y1) ≈ (x2, y2) genau dann, wenn (x1, y2) = (x2, y2) gilt oder
(x1, y1), (x2, y2) ∈ S1 und (x2, y2) = −(x1, y1). Die Punkte auf der rechten
Halbkreislinie werden also mit je einem Punkt des linken Halbkreises identi-
fiziert, wobei man beide Halbkreise im Gegenuhrzeigersinn durchläuft.

4.11 Für g ∈ N mit g ≥ 2 betrachten wir ein (ausgefülltes) regelmäßiges 2g-
Eck D in der Ebene mit Schwerpunkt 0. Dieses ist eine kompakte konvexe
Menge mit dem Ursprung 0 im Inneren, also homöomorph zur Kreisscheibe

25Angenommen, Mg würde eine zum Möbiusband homöomorphe Teilmenge M enthal-
ten. Sei ∂M der Rand von M im Sinne von Mannigfaltigkeiten mit Rand. Dann ist M\∂M
offen in M und wegen Gebietsinvarianz (!) M \ ∂M eine offene Teilmenge von Mg. Da
aufgrund der Visualisierung als Teilmenge von R3 sich Mg als Rand eines Kompaktums
K mit glattem Rand auffassen lässt (z.B. M0 als Rand S2 von D3 und M1 als Rand eines
ausgefüllten Donuts), lässt sich Mg zu einer C∞-Mannigfaltigkeit machen und es gäbe
(entsprechend dem äußeren Normalenfeld auf ∂K) eine nirgends verschwindene 2-Form
(Volumenform) auf Mg. Es wäre also Mg im Sinne differenzierbarer Mannigfaltigkeiten
orientierbar. Dann gäbe es auch auf der offenen Teilmenge M \ ∂M eine Volumenform
und somit auf N \ ∂N , wobei N das Möbiusband in R3 ist und ∂N sein Rand für N
als Mannigfaltigkeit mit Rand. Auf einer 2-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit
sind nämlich alle differenzierbaren Mannigfaltigkeitsstrukturen diffeomorph (!), also wäre
N \ ∂N als Untermannigfaltigkeit von R3 diffeomorph zu M \ ∂M als offene glatte Unter-
mannigfaltigkeit von Mg. Somit gäbe es auf der Untermannigfaltigkeit N \∂N von R3 ein
nirgends verschwindendes Normalenfeld. Mit Methoden der Analysis 2 oder 3 kann man
zeigen (und zeigt dort oft als Übung), dass letzteres nicht möglich ist, Widerspruch!
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D2; der Rand ∂D als Teilmenge von R2 entspricht dabei S1. Wir beziffern
die Kanten des Polygons D im Gegenuhrzeigersinn mit

a1, a1, a2, a2, . . . , ag, ag .

Wir führen eine Äquivalenzrelation ∼ ein, die für j ∈ {1, . . . , g} die Punkte
der zwei mit aj gekennzeichneten Strecken aj jeweils im Gegenuhrzeigersinn
miteinander identifiziert. Wir setzen

Ng := D/∼

und versehen Ng mit der Quotiententopologie bezüglich der kanonischen Ab-
bildung D → Ng.

4.12 Der Endpunkt der ersten mit aj bezeichneten Strecke ist gleich dem
Anfangspunkt der folgenden, der zum Anfangspunkt der vorigen Strecke
äquivalent ist. Er ist zudem zum Endpunkt der zweiten mit aj bezeichneten
Strecke äquivalent. Alle Ecken von D sind also zueinander äquivalent.

Wir zeigen nun, dass Ng ein 2-dimensionaler Zellenkomplex ist mit einer 0-
Zelle, g Stück 1-Zellen und einer 2-Zelle. Insbesondere ist Ng Hausdorffsch.
Wir erläutern auch, warum Ng eine Mannigfaltigkeit ist.

4.13 Es sei X0 := e0,1 = {x0} ein einpunktiger topologischer Raum. Es seien
weiter 1-Zellen a1, . . . , an gegeben; wir heften diese an X0 an, jeweils mit der
konstanten Anheftabbildung von ∂aj nach {x0}. Wir bauen diese zu einer
Abbildung φ1 :

∐g
j=1 ∂aj → {x0} zusammen und bilden

X1 := X0 ∪φ1
g∐
j=1

aj .

Es bilde φ2 : ∂D → X1 die Punkte der mit ai markierten Kanten von D auf
die 1-Zelle ai ab, gefolgt von den kanonischen Abbildungen

ai → X0 ∪φ1
g∐
j=1

aj → X1 .

Wir setzen
X2 := X1 ∪φ2 D .
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Nach Satz 3.20 (a) ist X2 Hausdorffsch; zudem ist X2 kompakt. Nach Auf-
gabe 20 auf Übungsblatt 6 ist die kanonische Abbildung

p : D → X2

eine Quotientenabbildung. Per Konstruktion gilt für x, y ∈ ∂D genau dann
p(x) = p(y), wenn x ∼ y. Es ist also

D/∼ homöomorph zu X2

und insbesondere D/ ∼ Hausdorffsch. Wir dürfen nun also Ng mit X2

identifizieren und betrachten dann p als die kanonische Quotientenabbil-
dung. Nach Satz 2.29 (a) (vgl. auch Satz 3.20 (d)) ist p(D \ ∂D) offen in
X2 = Ng und p|D\∂D eine topologische Einbettung. Also ist p(D\∂D) eine 2-
dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. In der Vorlesung wird erläutert,
dass D/∼ eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist und somit
eine geschlossene Fläche, weil ja D zusammenhängend und kompakt ist und
somit auch D/∼. In Worten erklärt:

(a) Für j ∈ {1, . . . , g} sei Pj der Anfangspunkt der im Gegenuhrzeigersinn
ersten Kante, die mit aj bezeichnet ist. Wir betrachten das ausgefüllte
Dreieck Fj, dessen Kanten die Verbindungsstrecke Sj von Pj und Pj+1 (bzw.
P1, wenn j = g) sind sowie die zwei durch aj markierten Kanten. Da Fj
kompakt ist, ist p|Fj : Fj → p(Fj) ⊆ Ng eine Quotientenabbildung, das Bild
also zu Fj/∼ homöomorph. Man überlegt sich anschaulich (und auf Wunsch
rechnerisch), dass dieser Quotient homöomorph zur projektiven Ebene ist, in
welcher man eine den Punkt p(Pj) berührende offene Kreisscheibe entfernt
hat.

(b) Nehmen wir aus Fj die Strecke Sj heraus und alle Ecken, erhalten wir
eine offene p-saturierte Teilmenge von D, deren Bild in Ng offen ist und zu-
dem einer offenen Teilmenge der projektiven Ebene aus (a) entspricht, also
eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist.

(c) Wir betrachten nun das ausgefüllte g-Eck E mit den Ecken P1, . . . , Pg,
also deren konvexe Hülle. Alle Ecken werden von p auf den gleichen Punkt
abgebildet. Im Falle g ≥ 3 ist wie oben E/∼ eine 2-Sphäre ∼ S2, aus der
g zu offenen Kreisscheiben (oder offenen Dreiecken) homöomorphe Mengen
entfernt wurden, die an die Stelle P angrenzen.

(d) Im Falle g ≥ 3 wird die Familie der Mengen Fj/∼ aus (a), für j ∈
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{1, . . . , g}, nun längs der Kreislinie der ausgestanzten Kreisscheibe angeheftet
an E/∼, wobei die Anheftabbildung die Kreislinie jeweils homöomorph auf
eine der g Stück Kreislinien um die kreisförmigen Löcher aus (c) abbildet.
Um die Stelle P herum findet man eine zu einer Kreisscheibe homöomorphe
Menge, so dass (da dies für alle anderen Punkte schon erreicht war) Ng eine
zweidimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist. Im Falle g = 2 wird die
gelochte projektive Ebene F2/ ∼ längs der Kreislinie des Lochs an die ge-
lochte projektive Ebene F1/ ∼ angeheftet, wobei die Anheftabbildung die
Kreislinie homöomorph auf die Kreislinie um das Loch in der gelochten pro-
jetiven Ebene F1/∼ abbildet.

(e) Sei j ∈ {1, . . . , g} fest (dieser Beweisteil greift auch im Fall g = 1 der
projektiven Ebene, wenn man diese wie in Bemerkung 4.15 als Quotient des
Einheitsquadrats [0, 1]2 realisiert). In den zwei mit aj bezeichneten Kan-
ten, ohne ihren Rand, wählen wir jeweils eine gleich lange, aus mehr als
einem Punkt bestehende Strecke I1 bzw. I2, deren Mittelpunkt mit dem Mit-
telpunkt der jeweiligen Kante zusammenfällt. Die konvexe Hülle C von I1∪I2

in P ist dann ein konvexes Viereck und kompakt. Es ist C/∼ homöomorph
zum Möbiusband und dies ist eine Teilmenge von P/∼. Also ist Ng nicht
orientierbar.

Beispiel 4.14 Die Kleinsche Flasche ist zur nicht-orientierbaren Fläche N2

homöomorph (Übung).

Bemerkung 4.15 Übrigens lässt sich die projektive Ebene auch als Quo-
tient des Einheitsquadrats [0, 1]× [0, 1] beschreiben, wie folgt.

Für (x1, y1) und (x2, y2) in [0, 1]2 schreiben wir (x1, y1) ∼ (x2, y2), wenn
(x1, y1) = (x2, y2) oder {x1, x2} = {0, 1} und y2 = 1−y1 oder {y1, y2} = {0, 1}
und x2 = 1− x1. Wir betrachten

P := [0, 1]2/∼

mit der Quotiententopologie bezüglich q : [0, 1]2 → P , (x, y) 7→ [(x, y)]. Nun
sind die Abbildungen

[0, 1]2 → [−1/2, 1/2]2, z 7→ z − (1/2, 1/2)

und

[−1/2, 1/2]2 → D2, tw 7→ t

‖w‖2

w
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für w ∈ ∂[−1/2, 1/2]2 und t ∈ [0, 1] Homöomorphismen, die den jeweiligen
Rand als Teilmenge von R2 aufeinander abbilden. Ihre Verkettung liefert
einen Homöomorphismus

θ : [0, 1]2 → D2,

der den Rand des Einheitsquadrats als Teilmenge von R2 auf denjenigen der
Einheitskreisscheibe D2 abbildet. Für z, w ∈ [0, a]2 schreiben wir θ(z) ≈ θ(w)
genau dann, wenn z ∼ w. Für v, w ∈ ∂D = S1 gilt dann

v ≈ w ⇔ v = −w .

Mit der Quotiententopologie ist also D2/ ≈ gleich N1 aus 4.10 und somit
[0, 1]2/∼ zu N1 und somit zu RP2 homöomorph.

Klassifikation der geschlossenen Flächen

In Anhang B werden wir sehen, dass all die konstruierten Flächen voneinan-
der verschieden sind (siehe Bemerkung B.32):

Satz 4.16 (a) Sind g, h ∈ N0 mit Mg ∼Mh, so ist g = h.

(b) Sind g, h ∈ N mit Ng ∼ Nh, so ist g = h.

(c) Für alle g ∈ N0 und h ∈ N sind Mg und Nh nicht homöomorph.

Die Klassifikation der geschlossenen Flächen besagt, dass jede geschlossene
Fläche M homöomorph ist zu Mg für ein g ∈ N0 oder zu Ng für ein g ∈ N.
Nur einer der Fälle kann eintreten und g ist dann eindeutig, nach Satz 4.16.
Wir erwähnen die Klassifikation nur für die Allgemeinbildung, ein Beweis
würde uns zu lange beschäftigen. In Wikipedia finden Sie (wenn gewünscht)
eine sehr brauchbare, längere Liste von Lehrbuchliteratur mit verschiedenen
Beweisen.
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5 Homotopien und Fundamentalgruppen

Wir kommen nun zu einer zentralen Idee der algebraischen Topologie, dem
stetigen Umformen einer Abbildung in eine andere.

Definition 5.1 Es seien X und Y topologische Räume und f : X → Y sowie
g : X → Y stetige Abbildungen. Eine stetige Abbildung

F : [0, 1]×X → Y

wird Homotopie von f nach g genannt, wenn F (0, x) = f(x) und F (1, x) =
g(x) für alle x ∈ X, also

F (0, ·) = f und F (1, ·) = g .

Gilt für eine Teilmenge A ⊆ X zudem

F (t, a) = f(a) für alle t ∈ [0, 1] und a ∈ A,

so wird F eine Homotopie relativ A genannt. Existiert eine Homotopie von f
nach g, so werden f und g homotop genannt. Man nennt f und g homotop
relativ A, wenn eine Homotopie relativ A von f nach g existiert.

In diesem Kapitel studieren wir verschiedenen Aspekte und Anwendungen
von Homotopien. Insbesondere benutzen wir Homotopien als ein Hilfsmittel,
um jedem punktierten topologischen Raum (X, x0) eine Gruppe

π1(X, x0)

zuzuordnen, seine sogenannte Fundamentalgruppe. Jedem Morphismus

f : (X, x0)→ (Y, y0)

punktierter topologischer Räume (also einer stetigen Abbildung f : X → Y
mit f(x0) = y0) werden wir zudem einen Gruppenhomomorphismus

π1(f) : π1(X, x0)→ π1(Y, y0)

zuordnen (der meist einfach als f∗ bezeichnet wird). Es ist dann π1 eine
kovarianter Funktor von der Kategorie Top0 der punktierten topologischen
Räume in die Kategorie Grp der Gruppen, was oft von Nutzen ist.26 Die
Begriffe sind wie folgt.

26Später werden wir eine ganze Folge von Funktoren πk definieren für k ∈ N0, wobei
πk(X,x0) die kte Homotopiegruppe von (X,x0) genannt wird.
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Kategorien und Funktoren

5.2 Wir sprechen von einer Kategorie A, wenn folgende Daten gegeben sind:

• Eine Klasse ob(A) von Mengen (wobei wir die X ∈ ob(A) die Objekte
von A nennen);

• Für alle X, Y ∈ ob(A) eine Menge Hom(X, Y ) (deren Elemente f wir
Morphismen von X nach Y nennen und wie bei Abbildungen auch die
Notation f : X → Y benutzen);

• Weiter sei für alle X, Y, Z ∈ ob(A) eine Abbildung

Hom(Y, Z)× Hom(X, Y )→ Hom(X,Z), (f, g) 7→ f ◦ g

gegeben, so dass folgende Axiome erfüllt sind:

(i) Für alle X ∈ ob(A) existiert ein Morphismus idX ∈ Hom(X, Y )
derart, dass

idX ◦f = f für alle Y ∈ ob(A) und f ∈ Hom(Y,X), (15)

und

g ◦ idX = g für alle Y ∈ ob(A) und g ∈ Hom(X, Y ). (16)

(ii) Für alle A,B,C,D ∈ ob(A) gilt

(f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h)

für alle h ∈ Hom(A,B), g ∈ Hom(B,C) und f ∈ Hom(C,D).

Bemerkung 5.3 (a) Man schreibt auch HomA(X, Y ) statt Hom(X, Y ), wenn
verschiedene Kategorien unterschieden werden müssen.

(b) Üblicherweise verlangt man zusätzlich, dass die Mengen Hom(X, Y ) für
verschiedene Paare (X, Y ) disjunkt sind. Man kann dies immer erzwingen,
indem man Hom(X, Y ) durch {(X, Y )} × Hom(X, Y ) ersetzt.

(c) Für alle X ∈ ob(A) ist das Element idX durch die Bedingungen (15)
und (16) eindeutig festgelegt (Übung).

(d) Ist A eine Kategorie, so wird ein Morphismus f : X → Y ein Isomor-
phismus genannt, wenn ein Morphismus g : Y → X existiert mit g ◦ f = idX
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und f ◦ g = idY . Dann ist g eindeutig festgelegt (Übung) und man schreibt
f−1 := g.

(e) Ist f : X → Y ein Morphismus, so wird ein Morphismus g : Y → X eine
Rechtsinverse zu f genannt, wenn f ◦ g = idY . Ein Morphismus h : X → Y
mit h◦f = idX wird Linksinverse zu f genannt. Ein Morphismus f ist genau
dann ein Isomorphismus, wenn er eine Rechtsinverse g und einer Linksin-
verse h besitzt; in diesem Fall ist g = h = f−1 (Übung).

Beispiel 5.4 Die Kategorie Set der Mengen benutzt die Klasse aller Mengen
als ob(Set). Gegeben Mengen X und Y ist Hom(X, Y ) := Y X die Menge
aller Abbildungen f von X nach Y . Gegeben Abbildungen g : X → Y und
f : Y → Z definiert man f ◦ g : X → Z als die übliche Komposition von
Abbildungen, x 7→ f(g(x)).

Beispiel 5.5 Es sei Top die Kategorie der topologischen Räume; ihre Ob-
jekte sind die topologischen Räume und es ist Hom(X, Y ) := C(X, Y ) die
Menge aller stetigen Abbildungen f : X → Y für topologische Räume X
und Y . Komposition von Morphismen ist Komposition der zu Grunde liegen-
den Abbildungen.

Beispiel 5.6 Es sei Top0 die Kategorie der punktierten topologischen Räume;
ihre Objekte sind punktierte topologische Räume (X, x0). Ein Morphismus
f : (X, x0) → (Y, y0) ist eine stetige Abbildung f : X → Y mit f(x0) = y0.
Komposition von Morphismen ist Komposition der zu Grunde liegenden Ab-
bildungen.

Beispiel 5.7 Es sei Grp die Kategorie der Gruppen. Ihre Objekte sind
Gruppen; Morphismen f : G→ H sind Gruppenhomomorphismen. Kompo-
sition von Morphismen ist Komposition der zu Grunde liegenden Abbildun-
gen.

Definition 5.8 Es seien A und B Kategorien. Ein Funktor von A nach B
ist eine Abbildung (funktionale Klasse)

F : ob(A)→ obB,

zusammen mit Abbildungen

FX,Y : HomA(X, Y )→ HomB(F (X), F (Y ))

für alle X, Y ∈ ob(A) (für die man auch einfach F schreibt), so dass folgende
Bedingungen erfüllt sind:

123



(i) Für alle X ∈ ob(A) ist F (idX) = idF (X).

(ii) Für alle X, Y, Z ∈ ob(A) gilt

F (f◦g) = F (f)◦F (g) für alle f ∈ HomA(Y, Z) und g ∈ HomA(X, Y ).

Bemerkung 5.9 Die hier betrachteten Funktoren werden auch kovariante
Funktoren genannt.

Beispiel 5.10 Betrachten wir eine Gruppe als ein Paar (G, µ) aus einer
nicht-leeren Menge G und der Gruppenmultiplikation µ : G × G → G, so
können wir einen Funktor

Grp→ Set

erhalten, in dem wir (G, µ) auf die zu Grunde liegende Menge G abbilden
und einen Gruppen-Homomorphismus f : (G, µ)→ (H, ν) auf die Abbildung
f : G→ H.

Beispiel 5.11 Analog erhalten wir einen Funktor Top → Set, indem wir
einen topologischen Raum (X,O) auf die zugrunde liegende Menge X ab-
bilden und stetige Funktionen f : (X,O)→ (Y, T ) auf die Abbildung

f : X → Y.

Vergessen des Basispunkts x0 liefert einen Funktor Top0 → Top, der auf
Objekten durch (X, x0) 7→ X gegeben ist.

Funktoren dieser Art werden Vergiss-Funktoren genannt; sie vergessen einen
Teil der gegebenen Struktur.

Beim Verknüpfen von Morphismen können die Klammern weggelassen wer-
den, es gilt ein allgemeines Assoziativgesetz in der folgenden Form. Wir
überspringen es in der Vorlesung und benutzen nur Spezialfälle mit wenigen
Faktoren.

5.12 Es sei A eine Kategorie. Gegeben Objekte X0, . . . , Xn mit n ∈ N und
Morphismen fj : Xj → Xj−1 für j ∈ {1, . . . , n} definieren wir

f1 ◦ · · · ◦ fn

als f1, wenn n = 1 und rekursiv als

(f1 ◦ · · · ◦ fn−1) ◦ fn,
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wenn n ≥ 2. Wir nennen p : Xn → X0 ein Produkt von f1, . . . , fn, wenn
n = 1 und p = f1 oder n ≥ 2 und

p = p1 ◦ p2

mit einem k ∈ {1, . . . , n − 1}, einem Produkt p1 von f1, . . . , fk und einem
Produkt p2 von fk+1, . . . , fn.

Satz 5.13 Für jedes Produkt p von f1, . . . , fn gilt p = f1 ◦ · · · ◦ fn.

Beweis. Für n = 1 und n = 2 gibt es nur ein Produkt; für n = 3 ist
die Aussage das Assoziativgesetz. Sei nun n ≥ 4 und p ein Produkt von
der Form p = p1 ◦ p2 wie oben, mit einem Produkt p1 von f1, . . . , fk für
ein k ∈ {1, . . . , n − 1}. Gelte die Aussage für Produkte von < n Faktoren.
Per Induktionsannahme ist p1 = f1 ◦ · · · ◦ fk. Ist k = n − 1, so ist also wie
gewünscht p = (f1◦· · ·◦fn−1)◦fn. Ist k ≤ n−2, so ist per Induktionsannahme
p2 = fk+1 ◦ · · · ◦ fn = (fk+1 ◦ · · · ◦ fn−1) ◦ fn und somit unter Benutzung des
Assoziativgesetzes und der Induktionsannahme p1 ◦ p2 gleich

p1 ◦((fk+1 ◦· · ·◦fn−1)◦fn) = (p1 ◦(fk+1 ◦· · ·◦fn−1)◦fn = (f1 ◦· · ·◦fn−1)◦fn,

wie benötigt. 2

Für die Zwecke der Vorlesung benötigen wir keine weitergehende Kategorien-
theorie, sondern lediglich die Grundbegriffe Kategorie und Funktor.

Homotopien und Homotopieklassen

Wir gehen nun weiter auf die bereits definierten Homotopien (die man auch
als Homotopien relativ ∅ betrachten kann) sowie Homotopien relativ A ein.

Bemerkung 5.14 (a) Ist F : [0, 1]×X → Y eine Homotopie von f : X → Y
nach g : X → Y , so erhalten wir für jedes t ∈ [0, 1] eine stetige Abbildung

Ft := F (t, ·) : X → Y, x 7→ F (t, x) .

Die Homotopie liefert also eine Familie (Ft)t∈[0,1] von stetigen Abbildungen
Ft : X → Y derart, dass F0 = f und F1 = g.

(b) In der vorigen Situation ist die Homotopie F genau dann eine Homotopie
relativ A, wenn

Ft|A = f |A = g|A für alle t ∈ [0, 1].
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(c) In der Literatur werden Homotopien meist als AbbildungenX×[0, 1]→ Y
betrachtet mit dem Parameter als zweitem Argument.

Ein wichtiger Spezialfall ist wie folgt.

Definition 5.15 Es seien X ein topologischer Raum und γ : [0, 1] → X
sowie η : [0, 1] → X Wege. Homotopien F : [0, 1] × [0, 1] → X relativ {0, 1}
von γ nach η werden auch Homotopien von Wegen genannt.

Eine Homotopie F von γ nach η ist genau dann eine Homotopie von Wegen,
wenn

Ft(0) = γ(0) = η(0) für alle t ∈ [0, 1]

und
Ft(1) = γ(1) = η(1) für alle t ∈ [0, 1].

Alle Wege Ft müssen also den gleichen Anfangspunkt haben und alle Wege
Ft den gleichen Endpunkt.

Beispiel 5.16 (Konvexkombinationen im Wertebereich). Es sei X eine kon-
vexe Teilmenge in Rn (oder in einem reellen topologischen Vektorraum). Sind
γ : [0, 1]→ X und η : [0, 1]→ X Wege in X, so ist

F : [0, 1]× [0, 1]→ X, (t, s) 7→ (1− t)γ(s) + tη(s)

eine Homotopie von γ nach η, denn F ist stetig und offenbar ist F (0, s) = γ(s)
und F (1, s) = η(s) für alle s ∈ [0, 1].

Beispiel 5.17 Ist γ(0) = η(0) und γ(1) = η(1) in Beispiel 5.16, so ist F eine
Homotopie relativ {0, 1} von γ nach η, da für alle t ∈ [0, 1]

F (t, 0) = (1− t)γ(0) + t η(0)︸︷︷︸
=γ(0)

= ((1− t) + t)γ(0) = γ(0)

und analog F (t, 1) = γ(1).

Beispiel 5.18 Es sei X eine sternförmige Menge in Rn (oder einem reellen
topologischen Vektorraum); es gibt also ein x0 ∈ X derart, dass für alle
x ∈ X

(1− t)x+ tx0 ∈ X für alle t ∈ [0, 1].
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Sei nun γ : [0, 1]→ X eine Schleife an der Stelle x0, also ein Weg mit γ(0) =
γ(1) = x0. Dann ist

F : [0, 1]× [0, 1]→ X, (t, s) 7→ (1− t)γ(s) + tx0

eine Homotopie von γ zum konstanten Weg cx0 . Wie in Beispiel 5.17 sieht
man, dass diese eine Homotopie relativ {0, 1} ist.

Beispiel 5.19 (Umparametrisieren von Wegen). Es sei X ein topologischer
Raum, γ : [0, 1] → X ein Weg und φ : [0, 1] → [0, 1] eine stetige Funktion.
Dann ist

F : [0, 1]× [0, 1]→ X, F (t, s) := γ((1− t)s+ tφ(s))

eine stetige Abbildung mit F (0, s) = γ(s) und F (1, s) = γ(φ(s)), als eine
Homotopie von γ nach γ ◦ φ. Ist φ(0) = 0 und φ(1) = 1, so ist F eine
Homotopie relative {0, 1}. Für alle t ∈ [0, 1] ist wegen φ(0) = 0 nämlich

F (t, 0) = γ(t0 + (1− t)φ(0)) = γ(0)

und wegen φ(1) = 1 ist F (1, 0) = γ(t+ (1− t)φ(1)) = γ(1).

Definition 5.20 Es seien X und Y topologische Räume und f : X → Y
sowie g : X → Y stetige Abbildung. Existiert eine Homotopie F von f
nach g, so schreibt man

f ' g .

Ist A ⊆ X eine Teilmenge und existiert eine Homotopie relativ A von f
nach g, so schreibt man

f ' g (rel. A) .

Satz 5.21 Für alle topologischen Räume X und Y ist ' auf C(X, Y ) eine
Äquivalenzrelation. Für jede Teilmenge A ⊆ X ist zudem ' (rel. A) eine
Äquivalenzrelation auf C(X, Y ).

Beweis. Es seien f, g, h ∈ C(X, Y ). Reflexivität. Es ist

F : [0, 1]×X → Y, F (t, x) := f(x)

eine Homotopie von f nach f mit F (t, ·) = f und somit F (t, ·)|A = f |A für
alle t ∈ [0, 1], also eine Homotopie relativ A.
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Symmetrie. Ist F : [0, 1]×X → Y eine Homotopie relativ A von f nach g so
ist

F− : [0, 1]×X → Y, F−(t, x) := F (1− t, x)

eine Homotopie relative A von g nach f .

Transitivität. Ist F : [0, 1] × X → Y eine Homotopie von f nach g und
G : [0, 1]×X → Y eine Homotopie relativ A von g nach h, so ist

H : [0, 1]×X → Y, (t, x) 7→
{

F (2t, x) wenn (t, x) ∈ [0, 1
2
]×X];

G(2t− 1, x) wenn (t, x) ∈ [1
2
, 1]×X

wohldefiniert (da F (1, x) = g(x) = G(0, x)). Nach dem Klebelemma ist H
stetig und somit eine Homotopie von H(0, ·) = F (0, · = f nach H(1, · =
G(1, ·) = h. Für a ∈ A und gilt H(t, a) = F (2t, a) = f(a) = g(a) falls
t ∈ [0, 1

2
]. Ist t ∈ [1

2
, 1], so ist H(t, a) = G(2t − 1, a) = g(a) = h(a). Also

ist H eine Homotopie relativ A. 2

Definition 5.22 Wir schreiben [f ]A für die Äquivalenzklasse von f ∈ C(X, Y )
bezüglich der Äquivalenzrelation ' (rel. A) oder kurz [f ], wenn A aus dem
Zusammenhang klar ist. Man nennt [f ] die Homotopieklasse von f (rel. A).

Fundamentalgruppe und Fundamentalgruppoid

Definition 5.23 Ist X ein topologischer Raum, so schreiben wir

π1(X) := C([0, 1], X)/ ' rel. {0, 1}

für die Menge aller Homotopieklassen von Wegen γ : [0, 1]→ X relativ {0, 1}.
Ist (X, x0) ein punktierter topologischer Raum, so schreiben wir

π1(X, x0) ⊆ π1(X)

für die Menge aller Homotopieklassen relativ {0, 1} von Wegen γ : [0, 1]→ X
mit γ(0) = γ(1) = x0.

Wir zeigen nun, dass sich π1(X, x0) zu einer Gruppe machen lässt und dass
sich π1(X) mit einer partiellen Multiplikation versehen lässt, die π1(X) zu
einem Gruppoid macht.

128



Definition 5.24 Mit diesen Strukturen nennen wir π1(X, x0) die Funda-
mentalgruppe von (X, x0) und π1(X) das Fundamentalgruppoid von X.

In den folgenden vier Lemmata ist X ein topologischer Raum.

Lemma 5.25 Es seien γ : [0, 1] → X und γ1 : [0, 1] → X Wege, die relativ
{0, 1} homotop sind. Auch η : [0, 1] → X und η1 : [0, 1] → X seien homotop
relativ {0, 1}. Ist γ(1) = η(0), so sind der zusammengesetzte Weg

γ · η : [0, 1]→ X, s 7→
{

γ(2s) wenn s ∈ [0, 1
2
];

η(2s− 1) wenn s ∈ [1
2
, 1]

und der Weg γ1 · η1 homotop relativ {0, 1}, also [γ · η] = [γ1 · η1].

Somit ist [γ] [η] := [γ · η] wohldefiniert.

Beweis. Es gibt Homotopien F und G relativ {0, 1} von γ nach γ1 bzw. von
η nach η1. Die Abbildung

H : [0, 1]×[0, 1]→ X, (t, s) 7→
{

F (t, 2s) wenn (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1
2
];

G(t, 2s− 1) wenn (t, s) ∈ [0, 1]× [1
2
, 1]

ist wohldefiniert, da F (t, 1) = γ(1) = η(0) = G(t, 0) für alle t ∈ [0, 1]. Nach
dem Klebelemma ist H stetig. per Konstruktion ist H(0, ·) = γ · η und
H(1, ·) = γ1 · η1. Für alle t ∈ [0, 1] gilt weiter H(t, 0) = F (t, 0) = γ(0) und
H(t, 1) = G(t, 1) = η(1). Also ist H eine Homotopie relativ {0, 1} von γ · η
nach γ1 · η1. 2

Lemma 5.26 Sind γ : [0, 1] → X, η : [0, 1] → X und θ : [0, 1] → X Wege
in X mit γ(1) = η(0) und η(1) = θ(0), so ist

(γ · η) · θ ' γ · (η · θ) relativ {0, 1},

also ([γ][η])[θ] = [γ]([η][θ]).

Beweis. Die Abbildung

φ : [0, 1]→ [0, 1], s 7→


1
2
s wenn s ∈ [0, 1

2
];

s− 1
4

wenn s ∈ [1
2
, 3

4
];

2s− 1 wenn s ∈ [3
4
, 1]
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ist stetig und es ist φ(0) = 0 sowie φ(1) = 1. Weiter ist (γ ·η)·θ◦φ = γ ·(η ·θ).
Nach Beispiel 5.19 ist also

(γ · η) · θ '
(

(γ · η) · θ
)
◦ φ = γ · (η · θ)

relativ {0, 1}. 2

Lemma 5.27 Ist γ : [0, 1] → X ein Weg von x := γ(0) nach y := γ(1), so
gilt für die jeweiligen konstanten Wege

γ ' cx · γ und γ ' γ · cy relativ {0, 1},

also [γ] = [cx][γ] und [γ] = [γ][cy].

Beweis. Die Abbildung

φ : [0, 1]→ [0, 1], s 7→
{

0 wenn s ∈ [0, 1
2
];

2s− 1 wenn s ∈ [1
2
, 1]

ist stetig und φ(0) = 0 sowie φ(1) = 1. Weiter ist γ ◦ φ = cx · γ. Nach
Beispiel 5.19 ist γ ' γ ◦ φ = cx · γ. Definiert man stattdessen φ(s) := 2s für
s ∈ [0, 1

2
] und φ(s) := 1 für s ∈ [1

2
, 1], so folgt die Behauptung mit cy. 2

Lemma 5.28 Es sei γ : [0, 1]→ X ein Weg von x nach y und

γ− : [0, 1]→ X, t 7→ γ(1− t)

der umgekehrte Weg. Dann gilt

γ− · γ ' cx und γ · γ− ' cy

relativ {0, 1}, also [γ−][γ] = [cx] und [γ][γ−] = [cy].

Beweis. Die Aussage mit cy, indem wir die erste Aussage auf γ− statt γ
anwenden und beachten, dass (γ−)− = γ. Zum Beweis der ersten Aussage
betrachten wir die Abbildung F : [0, 1]× [0, 1]→ X,

(t, s) 7→
{

γ((1− t)2s) wenn (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1
2
];

γ((1− t)(2− 2s)) wenn (t, s) ∈ [0, 1]× [1
2
, 1].

Da 2s = 2− 2s = 1 wenn s = 1
2
, ist F wohldefiniert. Nach dem Klebelemma

ist F stetig. Weiter ist F (0, ·) = γ ·γ− und F (1, ·) = cx. Da zudem F (t, 0) =
γ(0) für alle t ∈ [0, 1] und F (t, 1) = γ(0), ist F eine Homotopie relativ {0, 1}
von γ · γ− nach cx. 2
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Satz 5.29 Für jeden topologischen Raum X und jedes x0 ∈ X macht die
Verknüpfung

([γ], [η]) 7→ [γ][η] = [γ · η]

aus π1(X, x0) eine Gruppe mit Neutralelement [cx0 ] und Inversem [γ]−1 =
[γ−] für [γ] ∈ π1(X, x0).

Beweis. Die Verknüpfung ist nach Lemma 5.25 wohldefiniert. Sie ist as-
soziativ wegen Lemma 5.26. Nach Lemma 5.27 ist [cx0 ] ein Neutralelement
und nach Lemma 5.28 ist für jedes Element [γ] die Homotopieklasse [γ−] ein
Inverses. 2

Definition 5.30 Eine Kategorie A heißt klein, wenn die Klasse ob(A) der
Objekte eine Menge ist. Eine kleine Kategorie A, in der jeder Morphismus
ein Isomorphismus ist, wird ein Gruppoid genannt.

Satz 5.31 Es sei X ein topologischer Raum. Nehmen wir X als Menge von
Objekten und für x, y ∈ X die Menge

{[γ] ∈ π1(X) : γ(0) = x und γ(1) = y}

als Hom(x, y), so erhalten wir ein Gruppoid mit der Verknüpfung

[η] ◦ [γ] := [γ][η] = [γ · η]

für x, y, z ∈ X und Morphismen [γ] von x nach y und [η] von y nach z.

Beweis. Die Verknüpfung ist nach Lemma 5.25 wohldefiniert. Sie ist assozia-
tiv wegen Lemma 5.26. Nach Lemma 5.27 ist für x ∈ X die Homotopieklasse
[cx] ein Neutralelement idx in Hom(x, x) und nach Lemma 5.28 ist für jedes
Element [γ] die Homotopieklasse [γ−] ein Inverses. 2

Man stellt sich ein Gruppoid am besten vor als eine Menge mit einer par-
tiell definierten Verknüpfung (wobei wir die Bemerkung in der Vorlesung
überspringen).

Bemerkung 5.32 Es sei A ein Gruppoid. Wir nehmen an, dass die Mengen
HomA(x, y) für verschiedene Paare (x, y) von Objekten disjunkt sind und
bilden die Vereinigung

G :=
⋃

x,y∈ob(A)

HomA(x, y) .
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Die Verknüpfung (f, g) 7→ f ◦ g von Morphismen liefert eine partielle zwei-
stellige Verknüpfung auf G. Genauer: Wir setzen X := ob(A) und und
betrachten die Abbildung

α : G→ X,

die einem Morphismus f ∈ HomA(x, y) das Objekt α(f) := x zuordnet und
die Abbildung

ω : G→ X,

die einem Morphismus f ∈ HomA(x, y) das Objekt ω(f) := y zuordnet. Wir
setzen

D := {(f, g) ∈ G×G : α(f) = ω(g)} ⊆ G×G

und erhalten die partielle 2-stellige Verknüpfung

D → G, (f, g) 7→ f ◦ g

unter Benutzung der in A gegebenen Verknüpfung

HomA(α(f), ω(f))× HomA(α(g), ω(g))→ HomA(α(g), ω(f))

von Morphismen. Für alle x, y ∈ X ist dann also

HomA(x, y) = {f ∈ G : α(f) = x und ω(f) = y} (17)

und folgende Bedingungen sind erfüllt:

(a) Für alle f, g, h ∈ G mit α(f) = ω(g) und α(g) = ω(h) sind sowohl
(f ◦ g) ◦ h als auch f ◦ (g ◦ h) definiert und es ist

(f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h).

(b) Für alle x ∈ X existiert ein idX ∈ G mit α(x) = ω(x) = x derart,
dass idX ◦f = f für alle f ∈ G mit ω(f) = x und g ◦ idX = g für alle
g ∈ G mit α(g) = x. (Das Element idX ist hierbei wegen (a) und (b)
eindeutig festgelegt).

(c) Für alle f ∈ G existiert ein g ∈ G mit ω(g) = α(f) =: x und α(g) =
ω(f) =: y derart, dass g ◦ f = idx und f ◦ g = idy.
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Sind umgekehrt G und X Mengen und α : G → X sowie ω : G → X Ab-
bildungen derart, dass (a), (b) und (c) erfüllt sind, so erhalten wir eine Ka-
tegorie A, die ein Gruppoid ist, indem wir ob(A) := X setzen, HomA(x, y)
für x, y ∈ X durch (17) definieren und die partielle Verknüpfung D → G zu
einer Abbildung

HomA(y, z)× HomA(x, y)→ HomA(x, z)

einschränken für alle x, y, z ∈ X. Ein Gruppoid ist somit durch Angabe von
(G,X, α, ω) mit (a)–(c) festgelegt und kann folglich mit (G,X, α, ω) identi-
fiziert werden.

Bemerkung 5.33 Mit der vorigen Sichtweise haben wir für einen topolo-
gischen Raum X also das Fundamentalgruppoid

(X, π1(X), α, ω),

wobei für jeden Weg γ : [0, 1]→ X

α([γ]) := γ(0) und ω([γ]) := γ(1) .

π1 als Funktor

Die folgenden Aussagen rechnet man sofort nach.

Lemma 5.34 Es seien X, Y und Z topologische Räume, f : X → Y sowie
g : X → Y stetige Abbildungen und F : [0, 1]×X → Y eine Homotopie von f
nach g.

(a) Ist φ : Y → Z eine stetige Abbildung, so ist φ ◦ F eine Homotopie von
φ◦ f nach φ◦ g. Ist F eine Homotopie relativ einer Teilmenge A ⊆ X,
so ist auch φ ◦ F eine Homotopie relativ A.

(b) Ist ψ : Z → X eine stetige Abbildung, so ist

F ◦ (id[0,1]×ψ) : [0, 1]× Z → Y, (t, z) 7→ F (t, ψ(z))

eine Homotopie von f ◦ ψ nach g ◦ ψ. Ist F eine Homotopie relativ
einer Teilmenge A ⊆ X und B ⊆ Z eine Teilmenge mit ψ(B) ⊆ A, so
ist F ◦ (id[0,1]×ψ) eine Homotopie relativ B. �
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5.35 Es sei f : (X, x0) → (Y, y0) ein Morphismus punktierter topologischer
Räume. Für [γ] ∈ π1(X, x0) ist die Homotopieklasse

f∗([γ]) := [f ◦ γ] ∈ π1(Y, y0)

wohldefiniert, also unabhängig von der Wahl des Repräsentanten γ:

Sind nämlich γ : [0, 1] → X und η : [0, 1] → X Wege von x0 nach x0 und ist
F eine Homotopie relativ {0, 1} von γ nach η, so ist nach Lemma 5.34 (a)
die Abbildung f ◦ F eine Homotopie relativ {0, 1} von f ◦ γ nach f ◦ η, also
[f ◦ γ] = [f ◦ η] für die Homotopieklassen relativ {0, 1}.

Wir erhalten also eine Abbildung

f∗ : π1(X, x0)→ π1(X, y0), [γ] 7→ f∗([γ]) = [f ◦ γ] .

Diese ist ein Homomorphismus von Gruppen, denn für [γ], [η] ∈ π1(X, x0) ist

(f ◦ (γ · η))(t) = f(γ(2t)) für alle t ∈ [0, 1
2
]

und
(f ◦ (γ · η))(t) = f(η(2t− 1)) für alle t ∈ [1

2
, 1],

also f ◦ (γ · η) = (f ◦ γ) · (f ◦ η) und somit

f∗([γ] [η]) = f∗([γ·η]) = [f◦(γ·η)] = [(f◦γ)·(f◦η)] = [f◦γ] [f◦η] = f∗([γ])f∗([η]) .

Man schreibt auch π1(f) := f∗ für den gerade konstruierten Gruppenhomo-
morphismus f∗ : π1(X, x0)→ π1(Y, y0).

Satz 5.36 Ordnen wir jedem punktierten topologischen Raum (X, x0) seine
Fundamentalgruppe π1(X, x0) zu und ordnen wir jedem Morphismus

f : (X, x0)→ (Y, y0)

punktierter topologischer Räume den Gruppenhomomorphismus

π1(f) = f∗ : π1(X, x0)→ π1(Y, y0), [γ] 7→ [f ◦ γ]

zu, so erhalten wir einen Funktor π1 von der Kategorie Top0 der punktierten
topologischen Räume in die Kategorie Grp der Gruppen.

134



Beweis. Für x ∈ X ist (idX)∗([γ]) = [idX ◦γ] = [γ] für alle [γ] ∈ π1(X, x),
also π1(idX) = (idX)∗ gleich der identischen Abbildung π1(X, x)→ π1(X, x).
Für alle Morphismen f : (X, x) → (Y, y) und g : (Y, y) → (Z, z) punktierter
topologischer Räume ist weiter

f∗(g∗([γ])) = f∗([g ◦ γ]) = [f ◦ g ◦ γ]) = (f ◦ g)∗([γ]) für alle [γ] ∈ π1(X, x),

also f∗ ◦ g∗ = (f ◦ g)∗ und somit π1(f ◦ g) = π1(f) ◦ π1(g). 2

Wechsel des Basispunkts

Ist X ein topologischer Raum, so haben wir für jedes x0 ∈ X eine Fundamen-
talgruppe π1(X, x0). Wir wollen untersuchen, wie diese vom Basispunkt x0

abhängt (insbesondere, wenn X wegzusammenhängend ist). Wir beginnen
mit Beobachtungen über Gruppoide.

Lemma 5.37 Wir betrachten ein Gruppoid A mit der Menge X von Objek-
ten. Dann ist HomA(x, x) eine Gruppe für alle x ∈ X. Für alle x, y ∈ X
und g ∈ HomA(x, y) ist

Ig : HomA(x, x)→ HomA(y, y), f 7→ g ◦ f ◦ g−1

ein Isomorphismus von Gruppen.

Beweis. Für alle f1, f2 ∈ HomA(x, x) ist

Ig(f1 ◦ f2) = g ◦ f1 ◦ f2 ◦ g−1 = g ◦ f1 ◦ g−1 ◦ g ◦ f2 ◦ g−1 = Ig(f1) ◦ Ig(f2) ,

also Ig ein Gruppenhomomorphismus. Offenbar ist Ig−1 ◦ Ig die identi-
sche Abbildung auf HomA(x, x) und Ig ◦ Ig−1 die identische Abbildung auf
HomA(y, y), also Ig ein Isomorphismus. 2

Wir folgern direkt:

Satz 5.38 Ist X ein topologischer Raum, so ist für jeden Weg θ : [0, 1]→ X
von x nach y die Abbildung

θ] := I[θ] : π1(X, x)→ π1(X, y), [γ] 7→ [θ]−1[γ] [θ]

ein Gruppenisomorphismus (und sie hängt nur von [θ] ab). Ist X wegzusam-
menhängend, so ist

π1(X, x) ∼= π1(X, y) für alle x, y ∈ X.
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Einfach zusammenhängende Räume

Definition 5.39 Ein topologischer RaumX wird einfach zusammenhängend
genannt, wenn X wegzusammenhängend ist und π1(X, x0) = {0} für jedes
x0 ∈ X.

Bemerkung 5.40 Ist X wegzusammenhängend und π1(X, x0) trivial für ein
x0 ∈ X, so ist π1(X, y0) trivial für alle y0 ∈ X (und somit X einfach zusam-
menhängend), nach Satz 5.38.

Lemma 5.41 Ein topologischer Raum X ist genau dann einfach zusam-
menhängend, wenn es für alle x, y ∈ X genau eine Homotopieklasse [γ] von
Wegen von x nach y gibt.

Beweis. Sei X einfach zusammenhängend. Sind γ und η Wege in X von x
nach y, so ist γ ·η− eine Schleife an der Stelle x, also [cx] = [γ ·η−] = [γ] [η]−1.
Multiplikation mit [η] von rechts liefert [η] = [γ]. Gibt es für x ∈ X nur eine
Homotopieklasse von Wegen γ von x nach x, so ist π1(X, x) eine Gruppe mit
nur einem Element, also π1(X, x) = {e}. 2

Kontrahierbare Räume

Definition 5.42 Ein topologischer Raum X wird kontrahierbar genannt,
wenn ein x0 ∈ X existiert, für das die identische Abbildung idX : X → X
homotop zur konstanten Abbildung kx0 : X → X, x 7→ x0 ist.

Es existiert also ein x0 ∈ X und eine stetige Abbildung

F : [0, 1]×X → X

derart, dass F (0, x) = x für alle x ∈ X und F (1, x) = x0 für alle x ∈ X.

Beispiel 5.43 Für jedes n ∈ N0 ist jede sternförmige Teilmenge X ⊆ Rn

kontrahierbar und ebenso jede sternförmige Teilmenge X eines reellen topo-
logischen Vektorraums E.

Insbesondere ist jede nicht-leere konvexe Teilmenge X ⊆ Rn kontrahierbar.
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[Sei nämlich x0 ∈ X derart, dass für alle x ∈ X und t ∈ [0, 1]

F (t, x) := (1− t)x + t x0 ∈ X .

Dann ist F : [0, 1] × X → X stetig und F (0, x) = x sowie F (1, x) = x0

für alle x ∈ X, also F eine Homotopie von idX zur konstanten Abbildung
kx0 : X → X. ]

Lemma 5.44 Jeder kontrahierbare topologische Raum X ist wegzusammen-
hängend.

Beweis. Sei F : [0, 1] × X → X eine Homotopie von idX zur konstanten
Abbildung kx0 für ein x0 ∈ X. Für jedes x ∈ X ist dann F (0, x) = idX(x) = x
und F (1, x) = kx0(x) = x0, also t 7→ F (t, x) ein Weg von x nach x0. Jedes
x ∈ X ist also in der Wegkomponente W von x0 enthalten, ergo W = X. 2

Es gilt sogar:

Satz 5.45 Jeder kontrahierbare topologische Raum X ist einfach zusammen-
hängend.

Das folgende Lemma ist nützlich für den Beweis.

Lemma 5.46 Sei X ein topologischer Raum und F : [0, 1]× [0, 1]→ X eine
stetige Abbildung. Es seien α, β, γ und δ die Wege in X, die wir erhalten,
wenn wir im Ursprung beginnend die Kanten des Quadrats [0, 1] × [0, 1] im
Gegenuhrzeigersinn durchlaufen und F längs der Kanten betrachten; für s ∈
[0, 1] ist also

α(s) = F (s, 0), β(s) = F (1, s), γ(s) = F (1− s, 1) und δ(s) = F (0, 1− s).

In π1(X) ist dann
[α] [β] [γ] [δ] = [cx] = idx

mit x := α(0) = δ(1) und folglich

[δ−] = [α] [β] [γ],

also δ− ' (α · β) · γ relativ {0, 1}.
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Beweis. Für t ∈ [0, 1] seien die Wege αt, βt, γt und δt analog zu α, β, γ und
δ definiert, jedoch unter Benutzung des Quadrats [0, t] × [0, t] an Stelle von
[0, 1]× [0, 1]. Es ist also

αt(s) = F (ts, 0), βt(s) = F (t, ts), γt(s) = F (t(1−s), t) und δt(s) = F (0, t(1−s)).

Definieren wir
G(t, s) := (((αt · βt) · γt) · δt)(s)

für (t, s) ∈ [0, 1] × [0, 1], so ist G : [0, 1] × [0, 1] → X stetig, denn G ist auf
jeder der abgeschlossenen Mengen [0, 1] × [0, 1

8
], [0, 1] × [1

8
, 1

4
], [0, 1] × [1

4
, 1

2
]

und [0, 1]× [1
2
, 1] stetig. Zum Beispiel ist für (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1

8
]

G(t, s) = αt(8s) = F (8ts, 0) .

Nun ist G(0, ·) = cx und G(1, ·) = (((α · β) · γ) · δ, zudem G(t, 0) = αt(0) =
F (0, 0) = x und G(t, 1) = δt(1) = F (0, 0) = x für alle t ∈ [0, 1]. Also ist G
eine Homotopie relativ {0, 1} von cx nach (((α · β) · γ) · δ und folglich

[cx] = [(((α · β) · γ) · δ] = [α] [β] [γ] [δ],

wie behauptet. 2

Bemerkung 5.47 Eine entsprechende Schlussfolgerung gilt, wenn wir [0, 1]2

durch ein Dreieck ersetzen oder ein regelmäßiges n-Eck, siehe Aufgabe 29 auf
Übungsblatt 9.

Beweis von Satz 5.45. Wir wissen bereits, dass X wegzusammenhängend
ist. Es sei F : [0, 1] × X → X eine Homotopie von idX zu einer konstanten
Abbildung kx0 : X → X, x 7→ x0. Ist γ : [0, 1]→ X eine Schleife an der Stelle
x0, so ist

G : [0, 1]× [0, 1]→ X, (t, s) 7→ F (t, γ(s))

eine Homotopie von γ zum konstanten Weg cx0 . Setzen wir α(t) := G(t, 0) =
F (t, x0), so ist weiter

G(1− t, 1) = F (1− t, x0) = α(1− t) .

Nach Lemma 5.46 ist nun

[γ] = [α] [cx0 ] [α−] = [α] [α]−1 = [cx0 ]

das Neutralelement von π1(X, x0), die Gruppe also trivial. �
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Retrakte und Deformationsretrakte

Definition 5.48 Es sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A ⊆ X
wird ein Retrakt von X genannt, wenn es eine stetige Abbildung

r : X → A

gibt mit r(a) = a für alle a ∈ A, also r|A = idA bzw. r ◦ i = idA mit der
Inklusionsabbildung i : A → X, a 7→ a. Eine solche Abbildung r wird ein
Retraktion von X auf A genannt. Kann r so gewählt werden, dass zudem
die identische Abbildung idX zu

i ◦ r : X → X, x 7→ i(r(x)) = r(x)

homotop ist, so wird A ein Deformationsretrakt von X genannt und r eine
Deformationsretraktion. Kann sogar

idX ' i ◦ r relativ A

erreicht werden, so nennt man A eine starken Deformationsretrakt von X
und r eine starke Deformationsretraktion.

Bemerkung 5.49 Im Falle eines Deformationsretrakts gibt es also eine stetige
Abbildung

F : [0, 1]×X → X

derart, dass F (0, x) = x für alle x ∈ X, r(x) := F (1, x) ∈ A für alle x ∈ X
und

F (1, a) = a für alle a ∈ A. (18)

Im Falle eines starken Deformationsretrakts gibt es ein F , für das (18) ersetzt
werden kann durch

F (t, a) = a für alle t ∈ [0, 1] und a ∈ A.

Bemerkung 5.50 Abweichend vom Üblichen werden im Buch von Hatcher
starke Deformationsretrakte als Deformationsretrakte bezeichnet.

Beispiel 5.51 Versehen wir X := {0, 1} mit der diskreten Topologie, so ist
A := {0} ein Retrakt von {0, 1}, denn die Abbildung

r : {0, 1} → {0}, x 7→ 0
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ist eine Retraktion. Jedoch ist A kein Deformationsretrakt von X. Dann
müsste nämlich obiges r (das die einzige Abbildung von {0, 1} nach {0} ist)
eine Deformationsretraktion sein, es gäbe also eine Homotopie

F : [0, 1]× {0, 1} → {0, 1}

von id{0,1} nach r. Dann wäre

γ : [0, 1]→ {0, 1}, t 7→ F (t, 1)

ein Weg von F (0, 1) = id{0,1}(1) = 1 nach F (1, 1) = r(1) = 0, was dem
Zwischenwertsatz widerspricht.

Die Nützlichkeit von Retrakten und Deformationsretrakten deutet sich be-
reits im folgenden Satz an.

Satz 5.52 Es sei X ein topologischer Raum, A ⊆ X eine Teilmenge und
i : A→ X, a 7→ a die Inklusionsabbildung. Dann gilt:

(a) Ist A ein Retrakt von X, so ist für jedes x0 ∈ A der Gruppenhomomor-
phismus

i∗ : π1(A, x0)→ π1(X, x0), [γ] 7→ [i ◦ γ]

injektiv.

(b) Ist A ein Deformationsretrakt von X, so ist i∗ : π1(A, x0) → π1(X, x0)
ein Isomorphismus für alle x0 ∈ A, also insbesondere

π1(A, x0) ∼= π1(X, x0) .

Beweis. Im Beweis von (a) sein r : X → A eine Retraktion; im Beweis
von (b) sei r eine Deformationsretraktion. Da r(x0) = x0 wegen x0 ∈ A,
können wir

r∗ : π1(X, x0)→ π1(A, x0)

betrachten.

(a) Da r ◦ i = idA, ist

r∗ ◦ i∗ = (r ◦ i)∗ = (idA)∗

die identische Abbildung π1(A, x0)→ π1(X, x0), folglich i∗ injektiv.
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(b) Es gibt eine Homotopie G : [0, 1]×X von i◦r nach idX . Für jede Schleife
γ : [0, 1]→ X in X an der Stelle x0 ist dann

F : [0, 1]× [0, 1]→ X, (t, s) 7→ G(t, γ(s))

eine Homotopie von i ◦ r ◦ γ nach γ. Setzen wir α(t) := F (t, 0) = G(t, x0),
so ist

F (1− t, 1) = G(1− t, x0) = α(1− t) = α−(t) .

Nach Lemma 5.46 ist also

i ◦ r ◦ γ ' (α · γ) · α− relativ {0, 1},

somit (i ◦ r)∗([γ]) = [i ◦ r ◦ γ] = [α] [γ] [α]−1 = (α−)]([γ]). Da

(α−)] : π1(X, x0)→ π1(X, x0)

ein Isomorphismus ist, ist auch (i ◦ r)∗ = i∗ ◦ r∗ ein Isomorphismus von
Gruppen, also i∗ surjektiv und folglich i∗ ein Isomorphismus. 2

Beispiel 5.53 Für jedes n ∈ N ist Sn−1 ein starker Deformationsretrakt von
Rn \ {0}.

Es ist nämlich die stetige Abbildung

r : Rn \ {0} → Sn−1, x 7→ 1

‖x‖2

x

eine starke Deformationsretraktion, was man wie folgt einsieht: Zunächst ist
offenbar r(x) = x für alle x ∈ Sn−1, also r eine Retraktion. Weiter nimmt
die Abbildung

F : [0, 1]× (Rn \ {0})→ Rn \ {0}, (t, x) 7→ (1− t)x+ t r(x) (19)

tatsächlich nur Werte in Rn \ {0} an. Für alle t ∈ [0, 1] und x ∈ Rn \ {0} ist
nämlich

F (t, x) =

(
(1− t) + t

1

‖x‖2

)
x;

mit dem Minimum a von 1 und 1
‖x‖2 ist hierbei

(1− t) + t
1

‖x‖2

≥ (1− t)a+ ta = ((1− t) + t)a = a > 0 .

Weiter ist F stetig und F (0, ·) = idX sowie F (1, ·) = r.
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Beispiel 5.54 Für jedes n ∈ N ist Sn−1 ein starker Deformationsretrakt der
gelochten Kreisscheibe X := Dn \ {0}.

Die Retraktion r : Rn\{0} → Sn−1 aus dem vorigen Beispiel lässt sich nämlich
zu einer Retraktion

Dn \ {0} → Sn−1

einschränken und für F wie in (19) ist dann

[0, 1]× (Dn \ {0})→ Dn \ {0}, (t, x) 7→ F (t, x)

eine Homotopie von idX nach i ◦ r|X mit der Inklusion i : Sn−1 → X.

Allgemeiner gilt:

Beispiel 5.55 Für jede kompakte konvexe Teilmenge K ⊆ Rn mit Innerem
K0 6= ∅ ist ∂K ein starker Defomationsretrakt von K \{w} für jedes w ∈ K0.

[Es ist nämlich L := K − w eine kompakte konvexe Teilmenge von Rn mit
L0 = K0 − w 6= ∅. Wir wissen, dass es einen Homöomorphismus

g : L→ Dn

gibt mit g(0) = 0 und g(∂L) = ∂(Dn) = Sn−1 (siehe Beispiel 1.46). Weiter
ist

τ : K → L, x 7→ x− w

ein Homöomorphismus mit τ(w) = 0 und τ(∂K) = ∂L. Also ist

h := g ◦ τ : K → Dn

ein Homöomorphismus mit h(w) = 0 und h(∂K) = Sn−1. Ist

R : Dn \ {0} → Sn−1

eine starke Deformationsretraktion, so ist also auch

r := (h|Sn−1

∂K )−1 ◦R ◦ h|K\{w}

eine starke Deformationsretraktion. ]

Insbesondere gilt:
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Beispiel 5.56 Für jedes w ∈ D0
n = Dn \ Sn−1 ist Sn−1 ein starker Deforma-

tionsretrakt von Dn \ {w}.

Bemerkung 5.57 Wir werden sehen, dass für jedes x0 im Einheitskreis S1

π1(S1, x0) ∼= (Z,+) .

(a) Da S1 ein Deformationsretrakt von R2 \ {0} ist, folgt dann

π1(R2 \ {0}, x0) ∼= (Z,+)

für alle x0 ∈ S1 (und sogar für alle x0 ∈ R2\{0}, da R2\{0} wegzusam-
menhängend ist).

(b) Wir können dann auch folgern, dass S1 kein Retrakt der Einheitskreiss-
cheibe D2 ist. Da D2 kontrahierbar ist, ist nämlich D2 einfach zusam-
menhängend und somit für alle x0 ∈ D2

π1(D2, x0) = {e} .

Wäre S1 ein Retrakt, so wäre für die Inklusionsabbildung i : S1 → D2

und jedes x0 ∈ S1

i∗ : π1(S1, x0)→ π1(D2, x0)

injektiv, es gäbe also einen injektiven Gruppenhomomorphismus von
(Z,+) zur trivialen Gruppe {e}, Widerspruch.

Berechnung von π1(Sn, x0) für n ≥ 2

Wir zeigen nun, dass π1(Sn, x0) = {e} wenn n ≥ 2.

Satz 5.58 Für alle natürlichen Zahlen n ≥ 2 ist die n-Sphäre Sn einfach
zusammenhängend.

Das folgende Lemma ist hilfreich.

Lemma 5.59 Für eine natürliche Zahl n ≥ 2 sei U ⊆ Rn eine offene kon-
vexe Teilmenge und γ : [0, 1] → U ein Weg. Dann existiert ein zu γ relativ
{0, 1} homotoper Weg η, dessen Bild η([0, 1]) in U leeres Inneres hat.
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Beweis. Für alle s ∈ [0, 1] ist die Konvexkombination η(s) := (1− s) γ(0) +
s γ(1) in U , also die so definierte Funktion η : [0, 1] → U ein Weg von γ)(0)
nach γ(1). Für alle t ∈ [0, 1] ist dann auch

F (t, s) := (1− t)γ(s) + tη(s) ∈ U

und die so erhaltene Funktion F : [0, 1]× [0, 1]→ U ist eine Homotopie von
γ nach η. Es ist η([0, 1]) die Verbindungsstrecke von γ(0) und γ(1); diese hat
in Rn (und somit auch in U) leeres Inneres. 2

Es ist auch nützlich, dass Sphären homogene topologische Räume sind.

Definition 5.60 Ein topologischer Raum X heißt homogen, wenn für alle
x, y ∈ X ein Homöomorphismus φ : X → X existiert mit φ(x) = y.

Lemma 5.61 Für jedes n ∈ N0 ist die n-Sphäre Sn ein homogener topolo-
gischer Raum.

Beweis. Seien e1, . . . , en+1 die Standard-Einheitsvektoren in Rn+1. Es genügt,
zu zeigen, dass es für jedes y ∈ Sn einen Homöomorphismus φy : Sn → Sn
gibt mit

φy(e1) = y .

Für alle x, y ∈ Sn ist dann nämlich φ := φy ◦ φ−1
x ein Homöomorphismus

mit φ(x) = y. Wir ergänzen v1 := x zu einer Orthonormalbasis v1, . . . , vn+1

von Rn+1 bezüglich des Standard-Skalarprodukts und schreiben A für die
(n + 1) × (n + 1)-Matrix mit den Spalten v1, . . . , vn+1. Dann ist A eine
orthogonale Matrix, die zugehörige lineare Abbildung

ψ : Rn+1 → Rn+1, w 7→ Aw

also eine lineare Isometrie. Folglich ist ψ(Sn) = Sn und somit φx := ψ|SnSn ein
Homöomorphismus mit φx(e1) = Ae1 = v1 = x. 2

Lemma 5.62 Es sei n ∈ N0. Für jedes w ∈ Sn ist dann Sn \ {w} zu Rn

homöomorph.

Beweis. Es ist Sn = e0,1 ∪ en,1 ein n-dimensionaler Zellenkomplex mit
einer 0-Zelle und einer n-Zelle (siehe Beispiel 3.10), also Sn die Einpunkt-
Kompaktifizierung von en,1. Dann ist e0,1 = {x0} für ein x0 ∈ Sn und
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es ist Sn \ {x0} = en,1 ∼ ]0, 1[n∼ Rn. Nach Lemma 5.61 gibt es einen
Homöomorphismus φ : Sn → Sn mit φ(w) = x0. Dann ist Sn \ {w} →
Sn \ {x0}, x 7→ φ(x) ein Homöomorphismus, also auch Sn \ {w} ∼ Rn. 2

Beweis von Satz 5.58. Als Quotient des wegzusammenhängenden topo-
logischen Raums Dn ist auch Sn ∼ Dn//Sn−1 wegzusammenhängend. Wir
brauchen daher nur noch zu zeigen, dass die Fundamentalgruppe π1(Sn, x0)
für x0 := (0, . . . , 0, 1) trivial ist. Sei hierzu γ : [0, 1] → Sn ein Weg mit
γ(0) = γ(1) = x0.

Behauptung. Es existiert ein Weg η : [0, 1] → Sn mit γ ' η relativ {0, 1}
derart, dass η([0, 1]) eine echte Teilmenge von Sn ist.

Ist das wahr, so wählen wir ein w ∈ Sn \ η([0, 1]). Dann ist also

η([0, 1]) ⊆ Sn \ {w} .

Nach Lemma 5.62 ist Sn \ {w} ∼ Rn, also Sn \ {w} (wie Rn) einfach zusam-
menhängend. Es ist somit27 η ' cx0 in Sn \ {w} und folglich in Sn. Es ist
also [γ] = [η] = [cx0 ] in π1(Sn, x0) und somit π1(Sn, x0) die triviale Gruppe.

Zum Beweis der Behauptung betrachten wir die Teilmengen

U1 := {x ∈ Sn : xn+1 > −
1

2
}

mit x = (x1, . . . , xn+1) und

U2 := {x ∈ Sn : xn+1 < 0}

von Sn; diese bilden eine offene Überdeckung von Sn. Folglich bilden die
Mengen

γ−1(U1) und γ−1(U2)

eine offene Überdeckung von [0, 1]. Es sei δ > 0 eine Lebesguesche Zahl für
dies Überdeckung; für alle s ∈ [0, 1] ist also

{t ∈ [0, 1] : |t− s| ≤ δ} ⊆ γ−1(Uk)

27Es sei E := Sn \ {w} und i : E → Sn die Inklusionsabbildung. Da E ∼ Rn einfach
zusammenhängend ist, gilt [η|E ] = [cx0 ] = e in π1(E, x0) und folglich [η] = [i ◦ η|E ] =
i∗([η|E ]) = i∗(e) = e.
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für ein k ∈ {1, 2}. Wir wählen

a = s0 < s1 < · · · < sm = 1

mit sj − sj−1 ≤ δ für alle j ∈ {1, . . . ,m}. Für jedes j ∈ {1, . . . ,m} ist
dann [sj−1, sj] ⊆ γ−1(Uk) für ein k ∈ {1, 2}. Es sei Φ die Menge aller j ∈
{1, . . . ,m} mit

[sj−1, sj] ⊆ γ−1(U2) .

Es ist U2 ∼ D0
n, was eine offene konvexe Teilmenge von Rn. Als Konsequenz

von Lemma 5.59 finden wir für alle j ∈ Φ eine Homotopie

Fj : [0, 1]× [sj−1, sj]→ U2 ⊆ Sn

relativ {sj−1, sj} von γ|[sj−1,sj ] zu einem Weg ηj : [sj−1, sj]→ X, dessen Bild
leeres Inneres in U2 hat. Wir definieren F (t, s) := Fj(t, s) für t ∈ [0, 1] und
s ∈ [sj−1, sj] wie zuvor. Für j ∈ {1, . . . ,m} \ Φ und (t, s) ∈ [0, 1]× [sj−1, sj]
setzen wir F (t, s) := γ(s). Dann ist F eine Homotopie relativ {0, 1} von γ
zu einem Weg η derart, dass für U3 := {x ∈ Sn : xn+1 < −1

2
}

U3 ∩ η([0, 1]) = U3 ∩
⋃
j∈Φ

ηj([sj−1, sj])

gilt. Da jede der Mengen ηj([sj−1, sj]) in U2 leeres Inneres hat, hat U3 ∩
ηj([sj−1, sj]) leeres Inneres als Teilmenge der offenen Menge U3 und somit
auch U3∩η([0, 1]) =

⋃
j∈Φ(U3∩ηj([sj−1, sj]), als Vereinigung von endlich vie-

len abgeschlossenen Teilmengen von U3 mit leerem Inneren (siehe Lemma 5.63).
Insbesondere ist U3 ∩ η([0, 1]) 6= U3 und somit η([0, 1]) 6= Sn. �

Lemma 5.63 Es sei X ein topologischer Raum. Für alle n ∈ N gilt: Sind
A1, . . . , An abgeschlossene Teilmengen von X derart, dass die Vereinigung
als Teilmenge von X ein nicht leeres Inneres

(A1 ∪ · · · ∪ An)0 6= ∅

besitzt, so ist A0
k 6= ∅ für ein k ∈ {1, . . . , n}.

Beweis. Der Beweis ist per Induktion nach n, wobei der Fall n = 1 trivial
ist. Sei nun n = 2. Wäre A0

1 = A0
2 = ∅, so gäbe es für jedes x ∈ A1 ∪A2 und

jede offene x-Umgebung U in X ein y ∈ U mit y 6∈ A1 (da sonst U ⊆ A1 wäre
und somit x ∈ A0

1). Dann ist U \ A1 eine offene y-Umgebung. Da A0
2 = ∅,
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muss es ein z ∈ U \ A1 geben mit z 6∈ A2. Dann ist z ∈ U \ (A1 ∪ A2), also
U nicht in A1 ∪A2 enthalten. Da für festes x die Umgebung U beliebig war,
folgt x 6∈ (A1 ∪ A2)0. Da x beliebig war, folgt (A1 ∩ A2)0 = ∅, Widerspruch.

Sei nun n ≥ 3 und gelte die Aussage für n−1 statt n. Da A1∪· · ·∪An = B∪An
mit B := A1 ∪ · · · ∪ An−1, gilt wegen des Falls n = 2, dass A0

n 6= ∅ (womit
wir fertig sind) oder B0 6= ∅, woraus wegen der Induktionsvoraussetzung (für
Vereinigungen von n− 1 Mengen) A0

k 6= ∅ folgt für ein k ∈ {1, . . . , n− 1}. 2

Homotopiekategorie und Homotopie-Äquivalenzen

Lemma 5.64 Es seien X, Y und Z topologische Räume und f, f1 : Y → Z
sowie g, g1 : X → Y stetige Abbildungen. Ist f ' f1 und g ' g1, so ist

f ◦ g ' f1 ◦ g1

und somit [f ] ◦ [g] := [f ◦ g] wohldefiniert.

Beweis. Es ist f ◦ g ' f ◦ g1 nach Lemma 5.34 (a) und f ◦ g1 ' f1 ◦ g1 nach
Lemma 5.34 (b). Wegen der Transitivität von ' ist auch f ◦ g ' f1 ◦ g1. 2

Für stetige Funktionen f : Y → Z, g : X → Y und h : U → X ist

([f ] ◦ [g]) ◦ [h])((f ◦ g) ◦ h] = (f ◦ (g ◦ h)] = [f ] ◦ ([g] ◦ [h]) .

Zudem ist [idY ] ◦ [f ] = [idY ◦f ] = [f ] und [f ] ◦ [idX ] = [f ◦ idX ] = [f ] für jede
stetige Funktion f : X → Y . Also gilt:

Satz 5.65 Die Klasse aller topologischen Räume liefert eine Kategorie [Top],
wenn wir für topologische Räume X und Y die Menge [X, Y ] aller Morphis-
men X → Y definieren als die Menge aller Homotopieklassen [f ] von stetigen
Abbildungen f : X → Y . Die Komposition ist vertreterweise,

[f ] ◦ [g] := [f ◦ g]

für topologische Räume X, Y und Z und Morphismen [f ] : Y → Z und
[g] : X → Y . Das Neutralelement am Objekt X ist die Homotopieklasse [idX ]
der identischen Abbildung idX : X → X. Ordnen wir einem topologischen
Raum sich selbst zu und einer stetigen Abbildung f : X → Y die Homo-
topieklasse [f ] ∈ [X, Y ], so erhalten wir einen Funktor

Top→ [Top] .
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Definition 5.66 Topologische RäumeX und Y werden homotopieäquivalent
genannt, wenn sie in der Homotopiekategorie [Top] isomorph sind, also ein
Isomorphismus [f ] : X → Y existiert.

Bemerkung 5.67 Genau dann ist für eine stetige Abbildung f : X → Y
zwischen topologischen Räumen die Homotopieklasse [f ] : X → Y ein Iso-
morphismus in der Homotopiekategorie [Top], wenn eine stetige Abbildung
g : Y → X existiert mit

[g] ◦ [f ] = [idX ] und [f ] ◦ [g] = [idY ],

also g ◦ f ' idX und f ◦ g ' idY . Eine solche stetige Abbildung f nennt man
eine Homotopieäquivalenz (oder auch: eine starke Homotopieäquivalenz) und
g eine Homotopie-Inverse für f .

Beispiel 5.68 Ist X ein topologischer Raum und A ⊆ X ein Deforma-
tionsretrakt, so ist jede Deformationsretraktion r : X → A eine Homotopie-
Äquivalenz und auch die Inklusionsabbildung i : A→ X.

Es ist nämlich r ◦ i = idA und i ◦ r ' idX .

Beispiel 5.69 Der Buchstabe E (als Teilmenge der Ebene) hat | (als Teil-
menge der y-Achse) als einen starken Deformationsretrakt.

[Die Retraktion r von E nach | schickt (x, y) auf (0, y). Ist i die Inklusionsab-
bildung von | nach E, so definiert F (t, (x, y)) := ((1− t)x, y) eine Homotopie
von der identischen Abbildung nach i ◦ r. Diese “fährt die Antennen ein.”]

Weiter hat | eine einpunktige Teilmenge als starken Deformationsretrakt. Es
sind also E und die einpunktige Menge homotopieäquivalent. Ebenso hat der
Buchstabe T den Strich | als starken Deformationsretrakt, es ist also auch
T zu einer einpunktigen Menge homotopieäquivalent. Somit sind E und T
homotopieäquivalent.

Bemerkung 5.70 Aus Beispiel 5.68 folgt auch:

Ist Z ein topologischer Raum und sind sowohl X ⊆ Z als auch Y ⊆ Z
Deformationsretrakte von Z, so sind X und Y homotopieäquivalent.

Wir werden sehen, dass nach Ersetzen von X und Y durch dazu homöomophe
Räume jede Homotopieäquivalenz f : X → Y so erhalten werden kann (man
nimmt für Z den Abbildungszylinder Zf ); siehe Folgerung 8.33.
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Definition 5.71 Ist f : X → Y eine stetige Abbildung, so nennt man eine
stetige Abbildung

g : Y → X

eine Homotopie-Rechtsinverse für f , wenn f ◦ g ' idY . Wir nennen eine
stetige Abbildung h : Y → X eine Homotopie-Linksinverse für f , wenn
h ◦ f ' idX .

Bemerkung 5.72 Hat eine stetige Abbildung f : X → Y eine Homotopie-
Rechtsinverse g und eine Homotopie-Linksinverse h, so sind g und h beide
Homotopie-Äquivalenzen und es ist [g] = [h].

Aus [h] ◦ [f ] = [idX ] und [f ] ◦ [g] = [idY ] folgt wegen Bemerkung 5.3 (e)
nämlich [h] = [g], so dass beide Morphismen Isomorphismen sind.

Grob gesagt bedeutet Homotopieäquivalenz zweier topologischer Räume, dass
man sie mit Methoden der algebraischen Topologie (allein mit Hilfe von Ho-
motopien) nicht unterscheiden kann. Die kontrahierbaren Räume sind durch
Homotopieäquivalenz festgelegt.

Satz 5.73 Ein topologischer Raum X ist genau dann kontrahierbar, wenn
er zu einem einpunktigen topologischen Raum {y0} homotopieäquivalent ist.

Beweis. Ist X kontrahierbar, so gibt es ein x0 ∈ X derart, dass idX ' kx0 .
Ist r : X → {x0} die konstante Abbildung und i : {x0} → X die Inklusions-
abbildung, so ist kx0 = i ◦ r und somit i ◦ r ' idX . Weiter ist r ◦ i = id{x0}.

Ist umgekehrt f : X → {y0} eine Homotopieäquivalenz, so sei g : {y0} → X
eine Homotopie-Inverse. Dann ist idX ' g ◦ f , wobei g ◦ f die konstante
Abbildung X → X, x 7→ g(y0) ist. Also ist X kontrahierbar. 2

Wir erwähnen:

Satz 5.74 Es seien X und Y topologische Räume, f und g stetige Abbildun-
gen von X nach Y und F : [0, 1] ×X → Y eine Homotopie von X nach Y .
Für x0 ∈ X betrachten wir den Weg

θ : [0, 1]→ Y, t 7→ F (t, x0)

von f(x0) nach g(x0). Dann ist

g∗ = θ] ◦ f∗
mit f∗ : π1(X, x0) → π1(Y, f(x0)), g∗ : π1(X, x0) → π1(Y, g(x0)) und dem
Isomorphismus θ] : π1(Y, f(x0))→ π1(Y, g(x0)), [η] 7→ [θ]−1 [η] [θ].
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Beweis. Sei η : [0, 1] → X eine Schleife an der Stelle x0. Wenden wir
Lemma 5.46 auf die Homotopie

G : [0, 1]× [0, 1]→ Y, (t, s) 7→ F (t, η(s))

an, so ist α = θ, β = g ◦ η, γ = θ− und δ = (f ◦ η)−, also

f ◦ η = δ− ' (θ · (g ◦ η)) · θ−

relativ {0, 1}. Folglich ist f∗([η]) = [θ] g∗([η]) [θ]−1 und somit g∗([η]) =
[θ]−1f∗([η])[θ] = θ](f∗([η])). 2

Die punktierte Homotopiekategorie*

In der Vorlesung überspringen wir den Begriff der punktierten Homotopiekat-
egorie (ganz oder zunächst). Für die Allgemeinbildung wird jedoch im Skript
kurz darauf eingegangen. Wie Lemma 5.64 beweist man:

Lemma 5.75 Es seien (X, x0), (Y, y0) und (Z, z0) punktierte topologische
Räume und f, f1 : (Y, y0) → (Z, z0) sowie g, g1 : (X, x0) → (Y, y0) Morphis-
men punktierter topologischer Räume. Ist f ' f1 relativ {y0} und g ' g1

relativ {x0}, so ist
f ◦ g ' f1 ◦ g1 relativ {x0}

und somit [f ] ◦ [g] := [f ◦ g] wohldefiniert im Sinne von Homotopieklassen
relativ dem jeweiligen Basispunkt. �

Dies ermöglicht folgende Definition.

Definition 5.76 Die punktierte Homotopiekategorie [Top0] habe als Klasse
der Objekte die Klasse der punktierten topologischen Räume. Gegeben Ob-
jekte (X, x0) und (Y, y0) sei die Menge [(X, x0), [Y, y0)] der Morphismen die
Menge der Homotopieklassen [f ] relativ {x0} von Morphismen f : (X, x0)→
(Y, y0) punktierter topologischer Räume. Die Komposition [g] ◦ [f ] := [g ◦ f ]
ist wie in Lemma 5.75.

Bemerkung 5.77 Definieren wir (X, x0) 7→ (X, x0) auf Objekten und f 7→
[f ] auf Morphismen, so erhalten wir einen Funktor

Top0 → [Top0]

von der Kategorie punktierter topologischer Räume in die punktierte Homo-
topiekategorie.
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Lemma 5.78 Es seien (X, x0) und (Y, y0) punktierte topologische Räume
und f : (X, x0) → (Y, y0) sowie g : (X, x0) → (Y, y0) Morphismen topologis-
cher Räume. Ist f ' g relativ {x0}, so stimmen die Gruppenhomomorphis-
men

f∗ : π(X, x0)→ π1(Y, y0)

und g∗ : π1(X, x0)→ π1(Y, y0) überein. Somit ist

[f ]∗ := f∗ : π1(X, x0)→ π1(Y, y0)

wohldefiniert für die Homotopieklasse [f ] relativ {x0}.

Beweis. Es sei F : [0, 1]×X → Y eine Homotopie relativ {x0} von f nach
g. Für jede Schleife γ : [0, 1] → X an der Stelle x0 ist nach Lemma 5.34 (b)
dann F ◦ (id[0,1]×γ) eine Homotopie relativ {0, 1} von f ◦ γ nach g ◦ γ, so
dass also f∗([γ]) = [f ◦ γ] = [g ◦ γ] = g∗([γ]). 2

Wir können die Fundamentalgruppe daher als einen Funktor auf [Top0] auf-
fassen:

Satz 5.79 Ordnet man jedem punktierten topologischen Raum (X, x0) seine
Fundamentalgruppe π1(X, x0) zu und jedem Morphismus [f ] : (X, x0)→ (Y, y0)
in [(X, x0), (Y, y0)] den Gruppenhomomorphismus

[f ]∗ : π1(X, x0)→ π1(Y, y0),

so erhält man einen Funktor [Top0]→ Grp. �
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6 Überlagerungstheorie

Definition 6.1 Es seien X und Y topologische Räume und q : X → Y eine
surjektive, stetige Abbildung.

(a) Man sagt, dass eine offene Teilmenge U ⊆ Y durch q trivial überlagert
wird, wenn das Urbild q−1(U) als eine Vereinigung

q−1(U) =
⋃
α∈A

Vα

paarweise disjunkter offener Mengen Vα geschrieben werden kann, für
welche

q|UVα : Vα → U

ein Homöomorphismus ist.

(b) Hat jedes y ∈ Y eine offene Umgebung U , welche durch q trivial
überlagert wird, so nennt man q eine Überlagerung. Man nennt X
den Überlagerungsraum, Y die Basis.

Details der folgenden Beispiele behandeln wir in der Übung.

Beispiel 6.2 Die Abbildung q : R → S1 ⊆ R2 = C, t 7→ e2πit ist eine
Überlagerung.

Beispiel 6.3 Für jedes n ∈ N ist die Abbildung q : S1 → S1, z 7→ zn eine
Überlagerung.

Beispiel 6.4 Für jedes n ∈ N ist die Abbildung

q : Sn → RPn, x 7→ Rx

eine Überlagerung bzw. die Abbildung Sn → Sn/∼ mit x ∼ y genau dann,
wenn y ∈ {x,−x}.

Beispiel 6.5 Es sei Y ein topologischer Raum und F ein diskreter topolo-
gischer Raum. Dann ist

pr1 : Y × A→ Y, (y, α) 7→ y

eine Überlagerung (wir können U := Y nehmen, A := F und Vα := Y × {α}
für α ∈ F ).
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Allgemeine Überlagerungen sehen lokal so aus wie das vorige Beispiel.

Definition 6.6 Eine Abbildung q : X → Y zwischen topologischen Räumen
wird lokaler Homöomorphismus genannt, wenn für jedes x ∈ X eine offene x-
Umgebung V ⊆ X existiert derart, dass q(V ) offen in Y ist und q|q(V )

V : V →
q(V ) ein Homöomorphismus.

Lemma 6.7 (a) Jede Überlagerung ist ein lokaler Homöomorphismus.

(b)* Jeder lokale Homöomorphismus ist eine offene Abbildung.

Beweis. (a) Es sei q : X → Y eine Überlagerung und x ∈ X. Es gibt dann
eine offene Umgebung U von f(x), die durch q trivial überlagert ist und somit

q−1(U) =
⋃
α∈A

Vα

wie in Definition 6.1. Es ist dann x ∈ Vα für ein α ∈ A. Dann ist q|UVα ein
Homöomorphismus, wobei Vα eine offene x-Umgebung ist und U offen in Y .

(b) Es sei q : X → Y ein lokaler Homöomorphismus und W eine offene Teil-
menge von X. Für jedes x ∈ W gibt es eine offene x-Umgebung V in X
derart, dass q(V ) offen in Y ist und q|q(V )

V ein Homöomorphismus. Dann ist

V ∩W eine offene x-Umgebung in V , also q(V ∩W ) = q|q(V )
V (V ∩W ) eine

offene Umgebung von f(x) in q(V ) und somit in Y . Also ist auch q(W ) eine
Umgebung von q(x) in Y . Da x beliebig war, ist q(W ) offen in Y . 2

Definition 6.8 Es sei q : X → Y eine stetige Abbildung zwischen topol-
ogischen Räumen, Z ein topologischer Raum und f : Z → Y stetig. Eine
stetige Abbildung g : Z → X wird eine Hochhebung von f genannt (kurz:
ein “Lift”), wenn q ◦ g = f .

Satz 6.9 (Eindeutigkeitsatz für Hochhebungen). Es seien X, Y und Z
topologische Räume, q : X → Y eine Überlagerung und f : Z → Y stetig.
Weiter seien

g1 : Z → X und g2 : Z → X

Hochhebungen von f über q, also stetige Abbildungen derart, dass q ◦ g1 = f
und q ◦ g2 = f . Ist

g1(z0) = g2(z0)

für ein z0 ∈ Z und Z zusammenhängend, so folgt g1 = g2.
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Beweis. Wir zeigen, dass die Menge

E := {z ∈ Z : g1(z) = g2(z)}

in Z offen ist. Sei z ∈ E. Als Überlagerung ist q ein lokaler Homöomorphismus,
es gibt somit eine offene Umgebung V von g1(z) = g2(z) in X derart, dass

q(V ) offen in Y und q|q(V )
V ein Homöomorphismus ist. Insbesondere ist q|V

injektiv. Da g1 und g2 stetig sind, gibt es eine offene Umgebung W von z
derart, dass g1(W ) ⊆ V und g2(W ) ⊆ V . Für jedes w ∈ W ist

q|V (gj(w)) = (q ◦ gj)(w) = f(w)

sowohl für j = 1 als auch für j = 2. Wegen der Injektivität von q|V ist also
g1(w) = g2(w), also W ⊆ E.

Wir behaupten, dass E auch abgeschlossen ist. Stimmt das, so ist E also offen
und abgeschlossen in Z und zudem nicht leer, da x0 ∈ E Per Voraussetzung.
Da Z zusammenhängend ist, folgt E = Z und somit g1 = g2.

Zum Beweis der Behauptung zeigen wir, dass Z \ E offen in Z ist. Hierzu
sei z ∈ Z \ E, also g1(z) 6= g2(z). Es gibt eine durch q trivial überlagerte
Umgebung U von x := f(z) in Y , so dass also

q−1(U) =
⋃
α∈A

Vα

wie in Definition 6.1. Es ist g1(z) ∈ Vα für ein α ∈ A und g2(z) ∈ Vβ für
ein β ∈ A. Da q|Vα injektiv ist und q(g1(z)) = f(z) = q(g2(z)), kann wegen
g1(x) 6= g2(x) nicht g2(x) ∈ Vα sein; also ist α 6= β. Dann ist

W := g−1
1 (Vα) ∩ g−1

2 (Vβ)

eine offene w-Umgebung in Z mit W ⊆ Z \ E (so dass wir auf Offenheit
von Z \ E schließen können). Für jedes w ∈ W ist nämlich g1(w) ∈ Vα und
g2(w) ∈ Vβ und folglich g1(w) 6= g2(w), da Vα ∩ Vβ = ∅. 2

Die folgende Bemerkung überspringen wir.

Bemerkung 6.10 Die Schlussfolgerung von Satz 6.9 bleibt bestehen, wenn q
nicht notwendig eine Überlagerung ist, jedoch q ein lokaler Homöomorphismus
ist und X Hausdorffsch.
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[Die Offenheit von E im Beweis sieht man nämlich genauso. Da X Haus-
dorffsch angenommen ist, ist die Diagonale ∆X := {(x, x) : x ∈ X} in X×X
abgeschlossen und somit

E = (g1, g2)−1(∆)

abgeschlossen in Z. Man kann den Beweis nun wie oben beenden.]

Satz 6.11 (Hochheben von Wegen). Es sei q : X → Y eine Überlagerung,
γ : [0, 1] → Y ein Weg und x0 ∈ X mit q(x0) = γ(0). Dann existiert genau
ein Weg γ̃ : [0, 1]→ X derart, dass γ̃(0) = x0 und q ◦ γ̃ = γ.

Beweis. Da das Einheitsintervall zusammenhängend ist, folgt die Ein-
deutigkeit von γ̃ aus Satz 6.9. Für jedes t ∈ [0, 1] existiert eine offene
Umgebung Wt von γ(t) in Y , die durch q trivial überlagert wird. Es sei
δ > 0 eine Lebesguesche Zahl für die offene Überdeckung (γ−1(Wt))t∈[0,1].
Für jedes s ∈ [0, 1] existiert also ein t ∈ [0, 1] derart, dass

{r ∈ [0, 1] : |r − s| ≤ δ} ⊆ γ−1(Wt).

Wir wählen 0 = s0 < · · · < sm = 1 derart, dass sj − sj−1 ≤ δ für alle
j ∈ {1, . . . ,m}. Wir behaupten, dass es für alle j ∈ {0, 1, . . . ,m} einen Weg
ηj : [0, sj]→ X gibt mit

q ◦ ηj = γ|[0,sj ] und ηj(0) = x0 . (20)

Für j = 0 ist dies trivial: Dann ist [0, sj] = {0} und η0 : {0} → X, s 7→ x0

leistet das Gewünschte. Sei nun j ∈ {0, . . . ,m−1} und existiere ηj mit (20).
Da sj+1 − sj ≤ δ, existiert ein t ∈ [0, 1] mit

[sj, sj+1] ⊆ γ−1(Wt) .

Da U := Wt durch q trivial überlagert wird, finden wir eine Familie (Vα)α∈A
wie in Definition 6.1. Da q(ηj(sj)) = γ(sj) ∈ Wt = U , ist

ηj(sj) ∈ Vα

für ein α ∈ A. Dann ist

ηj+1 : [0, sj+1]→ X, s 7→
{

ηj(s) wenn s ∈ [0, sj];
(q|UVα)−1(γ(s)) wenn s ∈ [sj, sj−1]
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wohldefiniert und stetig nach dem Klebelemma. Weiter ist ηj+1(0) = ηj(0) =
x0. Ist s ∈ [0, sj+1], so ist im Falle s ∈ [0, sj]

q(ηj+1(s)) = q(ηj(s)) = γ(s)

und im Falle s ∈ [sj, sj+1]

q(ηj+1(s)) = q((qUVα)−1(γ(s))) = γ(s)

per Konstruktion. Also ist q ◦ ηj+1 = γ|[0,sj+1] und somit ηj+1 von der
geforderten Form. Nun leistet γ̃ := ηm das Gewünschte. 2

Definition 6.12 Es sei q : X → Y eine stetige Abbildung zwischen topolo-
gischen Räumen. Man sagt, q habe die Homotopie-Hochhebungseigenschaft
für einen topologischen Raum Z, wenn für jede stetige Abbildung

F : [0, 1]× Z → Y

und jede stetige Abbildung f̃ : Z → X mit q ◦ f̃ = F (0, ·) eine stetige Abbil-

dung F̃ : [0, 1]× Z → X existiert derart, dass

q ◦ F̃ = F und F̃ (0, ·) = f̃ .

Hat q die Homotopie-Hochhebungseigenschaft für alle topologischen Räume Z,
so wird q eine Faserung genannt.

Satz 6.13 (Homotopie-Hochhebungssatz) Jede Überlagerung q : X → Y ist
eine Faserung, hat also die Homotopie-Hochhebungseigenschaft für alle topo-
logischen Räume Z.

Beweis. Es seien F : [0, 1]× Z → Y und f̃ : Z → X wie in Definition 6.12.
Nach Satz 6.11 gibt es für jedes z ∈ Z genau einen Weg γz : [0, 1]→ X derart,

dass q ◦ γz = F (·, z) und γz(0) = f̃(z). Wir definieren

F̃ : [0, 1]× Z → X, (t, z) 7→ γz(t) .

Dann ist F̃ (0, z) = γz(0) = f̃(z) für alle z ∈ Z und (q ◦ F̃ )(t, z) = q(γz(t)) =

F (t, z) für alle (t, z) ∈ [0, 1] × Z, also q ◦ F̃ = F . Es muss nur noch gezeigt

werden, dass F̃ stetig ist. Hierzu definieren wir für z ∈ Z

Iz ⊆ [0, 1]
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als die Menge aller t ∈ [0, 1] derart, dass F̃ |[0,t]×Q stetig ist für eine offene

z-Umgebung Q ⊆ Z. Können wir zeigen, dass stets Iz = [0, 1], so ist F̃ stetig

und der Beweis beendet. Wir halten z ∈ Z fest. Da F̃ (0, ·) = f̃ stetig ist, ist
0 ∈ Iz. Offenbar ist Iz ein Intervall. Für jedes s ∈ [0, 1] existiert eine offene
Umgebung Ws von F (s, z) in Y , die durch q trivial überlagert wird. Dann
enthält F−1(Ws) ein Produkt

Js ×Qs

mit einer offenen s-Umgebung Js ⊆ [0, 1] und einer offenen z-Umgebung
Qs ⊆ Z. Es sei δ > 0 eine Lebesguesche Zahl für die offene Überdeckung
(Js)s∈[0,1]. Wir behaupten, dass für jedes t ∈ Iz auch

t∗ := min{t+ δ, 1} ∈ Iz .

Wenden wir dies mehrmals an, finden wir, dass t, t+ δ, . . . , t+ kδ, 1 ∈ Iz für
ein k ∈ N0, insbesondere also 1 ∈ Iz was den Beweis beendet. Für t ∈ Iz gibt
es per Definition eine offene z-Umgebung Q ⊆ Z, so dass F̃ |[0,t]×Q stetig ist.
Es gibt ein s ∈ [0, 1] derart, dass [t, t∗] ⊆ Js und somit

[t, t∗]×Qs ⊆ F−1(Ws)

für die von q trivial überlagerte offene Menge Ws =: U . Es sei (Vα)α∈A wie
in Definition 6.1. Da

q(F̃ (t, z)) = F (t, z) ∈ Ws = U,

ist F̃ (t, z) ∈ Vα für ein α ∈ A. Da F̃ |[0,t]×Q stetig ist, gibt es eine z-Umgebung
P ⊆ Q ∩Qs derart, dass

F̃ (t, p) ∈ Vα für alle p ∈ P .

Für alle p ∈ P ist dann

ηp : [t, t∗]→ X, r 7→ (q|UVα)−1(F (r, p))

ein Weg derart, dass ηp(t) = F̃ (t, p) = γp(t) und

q ◦ ηp = F (·, p)|[t,t∗] = q ◦ γp|[t,t∗].

Wegen der Eindeutigkeit von Hochhebungen ist also

ηp = γp|[t,t∗]
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und somit F̃ (r, p) = ηp(r) = (q|UVα)−1(F (r, p)) für alle (r, p) ∈ [t, t∗]× P , was
eine stetige Funktion von (r, p) ist. Nach dem Klebelemma ist die Funktion
F |[0,t∗]×P also stetig, weil sie auf [0, t] × P ⊆ [0, 1] × Q und auf [t, t∗] × P
stetig ist und somit ist t∗ ∈ Iz. 2

Folgerung 6.14 Es sei q : X → Y eine Überlagerung. Sind Wege γ1 : [0, 1]→
Y und γ2 : [0, 1] → Y homotop relativ {0, 1} und γ̃1 : [0, 1] → X sowie
γ̃2 : [0, 1]→ X Hochhebungen von γ1 bzw. γ2 mit

γ̃1(0) = γ̃2(0),

so sind γ̃1 und γ̃2 homotop relativ {0, 1}. Insbesondere gilt

γ̃1(1) = γ̃2(1).

Beweis. Es sei F : [0, 1] × [0, 1] → Y eine Homotopie relativ {0, 1} von
γ1 nach γ2. Da F (0, ·) = γ1 die Hochhebung γ̃1 besitzt, gibt es nach dem
Homotopiehochhebungssatz eine stetige Abbildung

F̃ : [0, 1]× [0, 1]→ X

derart, dass q ◦ F̃ = F und F̃ (0, ·) = γ̃1. Sei y0 := γ1(0) = γ2(0), x0 := γ̃1(0)
und z0 := γ̃1(1). Es ist

F̃ (·, 0) : [0, 1]→ X

eine Hochhebung von F (·, 0) = cy0 mit F̃ (0, 0) = γ̃1(0) = x0. Da auch der
konstante Weg cx0 : [0, 1]→ X eine Hochhebung von cy0 mit cx0(0) = x0 ist,

folgt F̃ (·, 0) = cx0 , also

F̃ (t, 0) = x0 für alle t ∈ [0, 1] (21)

und insbesondere F̃ (1, 0) = x0. Somit ist F̃ (1, ·) ein in x0 startender Lift von
γ2 und somit

F̃ (1, ·) = γ̃2 .

Analog zu (21) ist

F̃ (t, 1) = z0 für alle t ∈ [0, 1].

Also ist F̃ eine Homotopie relativ {0, 1} von γ̃1 nach γ̃2. Insbesondere haben
γ̃1 und γ̃2 den gleichen Endpunkt. 2
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Folgerung 6.15 Es sei q : X → Y . Für jedes x0 ∈ X und y0 := q(x0) ist
dann

q∗ : π1(X, x0)→ π1(Y, y0)

injektiv.

Beweis. Sei [γ] im Kern von q∗. Dann ist [q ◦ γ] = q∗([γ]) = [cy0 ], also
q ◦ γ zum konstanten Weg cy0 homotop relativ {0, 1}. Nun ist der konstante
Weg cx0 : [0, 1] → X der in x0 startende Lift von cy0 und es ist γ der in x0

startende Lift von q ◦γ. Nach Folgerung 6.14 sind γ und cx0 homotop relativ
{0, 1}, also [γ] = [cx0 ] = e. 2

Satz 6.16 (Hochheben beliebiger Abbildungen) Es seien q : X → Y eine
Überlagerung, x0 ∈ X und y0 := q(x0). Weiter seien Z ein topologischer
Raum, der zusammenhängend und lokal wegzusammenhängendend ist, z0 ∈ Z
und f : Z → Y eine stetige Abbildung derart, dass

f(z0) = y0

und
im(f∗) ⊆ im(q∗) (22)

gilt für die Bilder der Gruppen-Homomorphismen

f∗ : π1(Z, z0)→ π1(Y, y0) und q∗ : π1(X, x0)→ π1(Y, y0) .

Dann existiert genau eine stetige Abbildung f̃ : Z → X derart, dass

q ◦ f̃ = f und f̃(z0) = x0 . (23)

Bemerkung 6.17 Die Bedingung (22) ist notwendig für die Existenz der

Hochhebung f̃ , denn aus f = q ◦ f̃ folgt ja

f∗ = q∗ ◦ (f̃)∗

und somit im(f∗) ⊆ im(q∗).

Beweis von Satz 6.16. Als zusammenhängender, lokal wegzusammen-
hängender topologischer Raum ist Z nach Satz 1.104 wegzusammenhängend.
Für jedes z ∈ Z existiert also einen Weg γz von z0 nach z. Nach Satz 6.11
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gibt es genau einen Lift γ̃z : [0, 1] → X von γz mit γ̃z(0) = x0. Wir zeigen,
dass

f̃(z) := γ̃z(1)

unabhängig von der Wahl von γz ist. Sei also auch η ein Weg in Z von z0

nach z. Dann ist γz · η− eine Schleife in Z an der Stelle z0 und somit

θ := f ◦ (γz · η−) = (f ◦ γz) · (f ◦ η)−

eine Schleife in Y an der Stelle y0. Wegen (22) gibt es eine Schleife ζ in X
an der Stelle x0 mit q∗([ζ]) = [θ], so dass also

q ◦ ζ ' θ relativ {0, 1}.

Ist θ̃ : [0, 1]→ X der in x0 startende Lift von θ, so ist nach Folgerung 6.14 θ̃
zu ζ homotop relativ {0, 1} und somit

θ̃(1) = ζ(1) = x0 .

Setzen wir α(s) := θ̃(s/2) für s ∈ [0, 1] und β(s) := θ̃(1− s
2
), so ist

(q ◦ α)(s) = θ(s/2) = (f ◦ γz)(s)

und α(0) = x0, also α der in x0 startende Lift von f ◦ γz und somit

α = γ̃z .

Weiter ist
(q ◦ β)(s) = θ(1− s

2
) = (f ◦ η)(s)

und β(0) = x0, also β der in x0 startende Lift von f ◦ η und somit

β = η̃.

Es folgt
γ̃z(1) = α(1) = θ̃(1/2) = β(1) = η̃(1).

Also ist f̃(z) unabhängig von der Wahl von γz.

Für alle z ∈ Z ist

q(f̃(z)) = q(γ̃z(1)) = f(γz(1)) = f(z)
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und da wir für γz0 den konstanten Weg cz0 wählen können mit in x0 starten-
dem Lift γ̃z0 = cx0 für f ◦ γz0 = cy0 , ist

f̃(z0) = γ̃z0(1) = cx0(1) = x0 .

Wir zeigen noch, dass für jedes w ∈ Z die Funktion f̃ : Z → X auf einer
offenen Umgebung W von w stetig ist; also ist f̃ stetig, was den Beweis
beendet. Hierzu sei U ⊆ Y eine offene Umgebung von f(w), die durch q
trivial überlagert ist, und es sei (Vα)α∈A wie in Definition 6.1. Für ein α ∈ A
ist

f̃(w) ∈ Vα
(da ja q(f̃(w)) = f(z) ∈ U) und somit

f̃(w) = (q|UVα)−1(q|UVα(f̃(w))) = (q|UVα)−1(f(w)). (24)

Da f stetig ist, gibt es eine offene w-Umgebung W ⊆ Z mit f(W ) ⊆ U .
Da Z lokal wegzusammenhängend ist, dürfen wir nach Verkleinern von W
annehmen, dass W wegzusammenhängend ist. Für alle z ∈ W gibt es also
einen Weg ξz : [0, 1]→ W von w nach z in W . Für alle z ∈ W \{w} ist γw ·ξz
ein Weg von z0 nach z, wir dürfen also annehmen, dass

γz = γw · ξz

gewählt ist. Für jedes z ∈ W ist dann γ̃z gleich dem Weg

[0, 1]→ X, s 7→
{

γ̃w(2s) wenn s ∈ [0, 1/2];
(q|UVα)−1(f(ξz(2s− 1))) wenn s ∈ [1/2, 1],

denn dieser ist ein in x0 startender Lift für γw · ξz = γz (er ist wohldefiniert,

da γ̃w(1) = f̃(w) durch (24) gegeben ist und stetig nach dem Klebelemma).
Also ist für alle z ∈ W \ {w}

f̃(z) = f̃z(1) = (q|UVα)−1(f(ξz(1)))

mit ξz(1) = z und folglich

f̃(z) = (q|UVα)−1(f(z));

diese Formel gilt auch für z = w, wegen (24). Somit ist

f̃ |W = (q|UVα)−1 ◦ f |UW
stetig. �
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Folgerung 6.18 Es sei q : X → Y eine Überlagerung, x0 ∈ X und y0 :=
q(x0). Weiter sei Z ein topologischer Raum und z0 ∈ Z. Ist Z einfach zusam-
menhängend und lokal wegzusammenhängend, so existiert für jede stetige Ab-
bildung f : Z → Y mit f(z0) = y0 ein Lift

f̃ : (Z, z0)→ (X, x0)

von f .

Beweis. Da π1(Z, z0) = {e}, ist die Bedingung im(f∗) ⊆ im(q∗) aus Satz 6.16
automatisch erfüllt. 2

Definition 6.19 Es sei Y ein lokal wegzusammenhängender topologischer
Raum. Eine Überlagerung q : X → Y wird eine universelle Überlagerung
von Y genannt, wenn X einfach zusammenhängend ist.

Da q ein lokaler Homöomorphismus ist, ist dann auch X lokal wegzusam-
menhängend.

Beispiel 6.20 Es ist q : R→ S1, t 7→ e2πit eine universelle Überlagerung von
S1.

Beispiel 6.21 Für alle natürliche Zahlen n ≥ 2 ist q : Sn → RPn, x 7→ Rx
eine universelle Überlagerung.

Ist p : Y → Z eine universelle Überlagerung, so kann Y nur trivial überlagert
werden. Wir erwähnen ohne Beweis (der nur im Anhang des Kapitels gegeben
wird):

Satz 6.22 Es sei Y ein lokal wegzusammenhängender, einfach zusammen-
hängender topologischer Raum und q : X → Y eine Überlagerung. Dann
ist jede Zusammenhangskomponente W von X offen und q|W : W → Y ein
Homöomorphismus. Ist X zusammenhängend, so ist q ein Homöomorphismus.

Für die Zwecke der Analysis sei noch erwähnt:

Satz 6.23 Es seien X und Y topologische Räume und q : X → Y eine
Überlagerung. Ist Y Hausdorffsch, so auch X.
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Beweis. Seien x1, x2 ∈ X mit x1 6= x2. Ist q(x1) 6= q(x2), so haben q(x1)
und q(x2) disjunkte offene Umgebungen W1 bzw. W2 in Y ; es sind dann
q−1(W1) und q−1(W2) disjunkte offene Umgebungen für x1 und x2 in X. Ist
y := q(x1) = q(x2), so sei U ⊆ Y eine durch q trivial überlagerte y-Umgebung
und

q−1(U) =
⋃
α∈A

Vα

wie in Definition 6.1. Dann ist x1 ∈ Vα und x2 ∈ Vβ für gewisse α, β ∈ A.
Da q|Vα injektiv ist, q(x1) = q(x2) und x1 6= x2, kann nicht x2 ∈ Vα sein und
somit ist α 6= β. Es sind dann Vα und Vβ disjunkte Umgebungen von x1 bzw.
x2 in X. 2
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Anhang für Kapitel 6

Wir beweisen Satz 6.22.

Beweis für Satz 6.22. Einen trivialen Fall ausschließend seien X und Y
nicht leer. Gegeben x0 ∈ X sei y0 := q(x0). Da Y einfach zusammenhängend
ist und lokal wegzusammenhängend, existiert genau ein Lift

φx0 : (Y, y0)→ (X, x0)

von idY . Wegen q ◦ φx0 = idY ist φx0 injektiv und sogar eine topologische
Einbettung mit Umkehrabbildung q|φx0 (Y ). Jedes y ∈ Y hat eine von q
trivial überlagerte offene Umgebung U in Y . Sei q−1(U) =

⋃
α∈A Vα wie in

Definition 6.1. Es ist φx0 ∈ Vα für ein α ∈ A. Da φx0 stetig ist, gibt es eine
offene y-Umgebung W ⊆ U mit φx0(Q) ⊆ Vα. Für alle w ∈ W ist dann

q|UVα(φx0(w)) = idY (w) = w,

also φx0(w) = (q|UVα)−1(w) und somit

φx0|W = (q|UVα)−1|W
eine offene Einbettung. Da Bild

Bx0 := im(φx0)

ist also offen in X. Sind x0, z0 ∈ X mit

Bx0 ∩Bz0 6= ∅,

so sei x in diesem Durchschnitt. Es ist x = φx0(y) für ein y ∈ Y . Dann ist

y = idY (y) = q(φx0(y)) = q(x),

also x = φx0(q(x)). Ebenso ist x = φz0(q(x)). Dann sind φx0 und φz0 Lifts
von idY mit

φx0(y) = φz0(y)

und somit φx0 = φz0 ; insbesondere ist Bx0 = Bz0 . Es ist

{Bx0 : x ∈ X}

also eine Partition von X in offene Teilmengen. Das Komplement von Bx0

ist die Vereinigung aller By0 mit By0 ∩ Bx0 = ∅; also ist auch X \ Bx0 offen
und somit Bx0 in X abgeschlossen. Da Bx0 ∼ Y wegzusammenhängend ist,
gilt Bx0 ⊆ W für die Zusammenhangskomponente W von x0 in X. Da Bx0

offen und abgeschlossen ist und nicht leer, folgt Bx0 = W . �
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7 Die Fundamentalgruppe des Kreises

Wir berechnen die Fundamentalgruppe des Einheitskreises S1 und geben eine
Anwendung. Das Kapitel kann bereits nach Folgerung 6.14 gelesen werden.

Satz 7.1 Es sei x0 := 1 ∈ C. Für S1 ⊆ C ist dann

π1(S1, x0) ∼= (Z,+) .

Beweis. Wir betrachten die Überlagerung

q : R→ S1, t 7→ e2πit .

Da q(0) = 1 = x0, hat für jedes [γ] ∈ π1(S1, x0) der Weg γ : [0, 1]→ S1 einen
eindeutigen in 0 startenden Lift γ̃ : [0, 1]→ R. Dann ist also γ̃(0) = 0 und

e2πiγ̃(t) = γ(t),

insbesondere also
e2πiγ̃(1) = γ(1) = x0 = 1

und somit
γ̃(1) ∈ Z .

Nach Folgerung 6.14 ist
φ([γ]) := γ̃(1) ∈ Z

wohldefiniert, unabhängig von der Wahl der Vertreters γ der Homotopieklasse
[γ]. Es ist dann

φ : π1(S1, x0)→ Z

ein Gruppen-Homomorphismus. Um dies einzusehen, beachten wir, dass

q : (R,+)→ (S1, ·)

ein Gruppen-Homomorphismus ist. Gegeben [γ], [η] ∈ π1(S1, x0) mit in 0
startenden Lifts γ̃ und η̃ ist auch

θ : [0, 1]→ R, s 7→ γ̃(1) + η̃(s)

ein Lift von η, da

q(θ(s)) = q(γ̃(1) + η̃(s)) = q(γ̃(1))︸ ︷︷ ︸
=1

q(η̃(s)︸ ︷︷ ︸
=η(s)

= η(s)
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für alle s ∈ [0, 1]. Weiter ist θ(0) = γ̃(1), so dass wir γ̃ und η zu einem Weg

γ̃ · θ : [0, 1]→ R

zusammensetzen können. Dieser ist per Konstruktion ein Lift von γ · η, also

φ([γ]) + φ([η]) = γ̃(1) + η̃(1) = (γ̃ · θ)(1) = φ([γ · η]) = φ([γ] [η]).

Für n ∈ Z ist γn : [0, 1] → Sn, t 7→ e2πint eine Schleife in S1 an der Stelle x0

mit in 0 startendem Lift

γ̃n : [0, 1]→ R, s 7→ ns;

es ist also φ([γn]) = n und somit φ surjektiv. Ist [γ] ∈ ker(φ), so ist

γ̃(1) = 0,

also γ̃ eine Schleife in R an der Stelle 0. Da R einfach zusammenhängend
ist, ist [γ̃] = e und auch

[γ] = [q ◦ γ̃] = q∗([γ̃]) = e.

Es ist also ker(φ) = {e} und somit φ injektiv. 2

Intrinsische Charakterisierung des Randes einer abge-
schlossenen Halbebene

Wir betrachten die abgeschlossene rechte Halbebene

H := [0,∞[ ×R

und ihren Rand ∂H = {0} × R als Teilmenge von R2. Wir zeigen:

Satz 7.2 Es sei H := [0,∞[×R und U ⊆ H eine relativ offene Teilmenge.
Es sei x ∈ U . Dann gilt:

(a) Ist x ∈ ∂H, so gibt es eine x-Umgebung V in U , für welche V \ {x}
kontrahierbar (und somit einfach zusammenhängend) ist.

(b) Ist x 6∈ ∂H, so gibt es keine x-Umgebung V ⊆ U derart, dass V \ {x}
einfach zusammenhängend ist.
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Beide Fälle schließen sich aus und involvieren nur den topologischen Raum U
(unabhängig von seiner Einbettung in H und R2). Somit folgt direkt:

Folgerung 7.3 Sind U1 und U2 offene Teilmengen der abgeschlossenen Halb-
ebene H = [0,∞[×R und φ : U1 → U2 ein Homöomorphismus, so gilt für alle
x ∈ U1

x ∈ ∂H ⇔ φ(x) ∈ ∂H .

Es ist also φ(U1 ∩ ∂H) = U2 ∩ ∂H. �

Beweis von Satz 7.2. (a) Ist x ∈ U ∩ ∂H

V := {y ∈ H : ‖y − x‖2 ≤ ε} ⊆ U

für ein ε > 0. Dann ist V konvex und das Innere V 0 6= ∅ als Teilmenge von
R2. Wir wählen x0 ∈ V 0; da x ∈ ∂H, ist x 6∈ V 0 und somit x 6= x0. Dann
ist V \ {x} sternförmig bezüglich x0: Für alle y ∈ V \ {x} ist nämlich

(1− t)y + tx0 ∈ V 0 ⊆ V \ {x}

für alle t ∈ ]0, 1] und für t = 0 ist ebenfalls (1 − t)y + tx0 = y ∈ V \ {x}.
Nach Beispiel 5.43 ist V \ {x} kontrahierbar.

(b) Sei x ∈ U \∂H und V ⊆ U eine x-Umgebung. Ist V \{x} nicht wegzusam-
menhängend, so ist V \ {x} nicht einfach zusammenhängend. Ist V \ {x}
wegzusammenhängend, so wählen wir ein ε > 0 mit

{y ∈ R2 : ‖y − x‖2 ≤ ε} ⊆ V .

Dann ist
A := {y ∈ R2 : ‖y − x‖2 = ε}

eine zu S1 homöomorphe Teilmenge von V \ {x} und die Abbildung

r : V \ {x} → A, y 7→ x+ ε
y − x
‖y − x‖2

ist eine Retraktion. Sei x0 ∈ A. Bezeichnet i : A → V \ {0} die Inklusions-
abbildung, so ist nach Satz 5.52 (a)

i∗ : π1(A, x0)→ π1(V \ {x}, x0)

injektiv. Da π1(A, x0) ∼= Z, ist im(i∗) ∼= Z und somit π1(V \ {x}, x0) nicht
die triviale Gruppe. Es ist V \ {x} also nicht einfach zusammenhängend. �
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8 Mehr über Retrakte und Homotopien

Wir geben weitere Beispiele von Retrakten, die später von Nutzen sind. Zu-
dem diskutieren wir die Homotopie-Fortsetzungseigenschaft und Anwendun-
gen dieser Eigenschaft, die ebenfalls in späteren Beweisen benutzt werden.

Weitere Grundbeispiele von Retrakten

Beispiel 8.1 Ist X eine sternförmige Teilmenge in Rn (oder einem topolo-
gischen Vektorraum) und x0 ∈ X ein Punkt mit x0 + [0, 1](x − x0) ⊆ X für
alle x ∈ X, so ist {x0} ein starker Deformationsretrakt von X.

Die durch F (t, x) = (1− t)x+ tx0 gegebene Homotopie von idX nach kx0 aus
Beispiel 5.43 erfüllt nämlich F (t, x0) = x0 = F (0, x0) für alle t ∈ [0, 1], ist
also eine Homotopie relativ {x0}.

Lemma 8.2 Es seien X und Y topologische Räume und A ⊆ X eine Teil-
menge. Ist A ein Retrakt, Deformationsretrakt bzw. starker Deformation-
sretrakt von X, so ist A × Y ein Retrakt, Deformationsretrakt bzw. starker
Deformationsretrakt von X × Y .

Beweis. Es sei i : A → X die Inklusionsabbildung. Dann ist i × idY die
Inklusionsabbildung A× Y → X × Y . Ist r : X → A eine Retraktion, so ist

r(a) = a

für alle a ∈ A und somit (r × idY )(a, y) = (r(a), y) = (a, y) für alle (a, y) ∈
A× Y , also r × idY : X × Y → A× Y eine Retraktion. Ist r eine Deforma-
tionsretraktion, so gibt es eine Homotopie F : [0, 1]×X → X von idX nach
i ◦ r. Dann ist

G : [0, 1]× (X × Y )→ X × Y, (t, (x, y)) 7→ (F (t, x), y)

stetig mit
G(0, (x, y)) = (F (0, x), y) = (x, y)

und
G(1, (x, y)) = (F (1, x), y) = (r(x), y)

für alle (x, y) ∈ X×Y , also G eine Homotopie von idX×Y nach (i◦r)× idY =
(i× idY )◦ (r× idY ). Somit ist r× idY eine Deformationsretraktion. Ist r eine

168



starke Deformationsretraktion, so kann F als Homotopie relativ A gewählt
werden. Für alle t ∈ [0, 1] und (a, y) ∈ A× Y ist dann

G(t, (a, y)) = (F (t, a), y) = (a, y),

also G eine Homotopie relativ A × Y und somit r × idY eine starke Defor-
mationsretraktion. 2

Beispiel 8.3 Da {0} nach Beispiel 8.1 ein starker Deformationsretrakt von
[0, 1] ist, ist Dn × {0} nach Lemma 8.2 ein starker Deformationsretrakt von
Dn × [0, 1], für jedes n ∈ N0.

Beispiel 8.4 Aus dem gleichen Grund ist [0, 1]n×{0} ein starker Deforma-
tionsretrakt von [0, 1]n × [0, 1] = [0, 1]n+1.

Beispiel 8.5 Für jedes n ∈ N ist Sn−1 ein starker Deformationsretrakt von
Dn \ {0}, denn die Abbildung

φ : Sn−1× ]0, 1]→ Dn \ {0}, (x, t) 7→ tx

ist ein Homöomorphismus28 mit

φ(Sn−1 × {1}) = Sn−1

und (ähnlich den vorigen zwei Beispielen) ist Sn−1×{1} ein starker Deforma-
tionsretrakt von Sn−1× ]0, 1] (siehe auch schon Beispiel 5.54 für ein anderes
Argument).

Lemma 8.6 Es gibt einen Homöomorphismus θ : [0, 1]2 → [0, 1]2 des Ein-
heitsquadrats, welcher ∂([0, 1]2) auf sich abbildet,

F := {(s, t) ∈ [0, 1]2 : t = 0 oder s = 1}

auf [0, 1]× {0} abbildet und θ(0, t) = (0, t) erfüllt für alle t ∈ [0, 1].

28Die Umkehrabbildung ist z 7→
(

1
‖z‖2 z, ‖z‖2

)
.
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Beweis. Es seien

A := (0, 0), B := (1, 0), C := (1, 1), D :=
(1

2
, 1
)
, E := (0, 1)

und

A′ := (0, 0), B′ :=
(1

2
, 0
)
, C ′ := (1, 0), D′ := (1, 1) sowie E ′ := (0, 1) .

Dann ist [0, 1]2 die Vereinigung der ausgefüllten Dreiecke ∆1, ∆2 und ∆3 mit
den Ecken A, B und D bzw. B, C und D bzw. D, E und A. Ebenso ist [0, 1]2

die Vereinigung der ausgefüllten Dreiecke ∆′1, ∆′2 und ∆′3 mit den Ecken A′,
B′ und D′ bzw. B′, C ′ und D′ bzw. D′, E ′ und A′. Für j ∈ {1, 2, 3} sei
fj : R2 → R2 die eindeutige affin-lineare Abbildung, welche die Ecken von
∆j auf die Ecken von ∆′j abbildet, in der obigen Reihenfolge. Wir definieren
θ : [0, 1]2 → [0, 1]2 stückweise via

x 7→ fj(x) für j ∈ {1, 2, 3} und x ∈ ∆j.

Nach dem Klebelemma ist θ stetig und man sieht sofort, dass die entsprechende
Abbildung mit vertauschten Rollen von ∆′j und ∆j die Umkehrabbildung
für θ ist. 2

Satz 8.7 Für jedes n ∈ N0 gibt es einen Homöomorphismus

φ : Dn × [0, 1]→ Dn × [0, 1],

welcher die Teilmenge

A := (Dn × {0}) ∪ ((∂Dn)× [0, 1])

auf Dn × {0} abbildet. Insbesondere ist A ein starker Deformationsretrakt
von Dn × [0, 1].

Beweis. Für n = 0 ist die Aussage trivial. Sei nun n ≥ 1. Es sei θ : [0, 1]2 →
[0, 1]2, (s, t) 7→ (θ1(s, t), θ2(s, t)) ein Homöomorphismus wie in Lemma 8.6.
Weiter sei en+1 = (0, . . . , 0, 1) ∈ Rn+1. Identifizieren wir Dn mit Dn×{0}, so
ist

φ : Dn × [0, 1]→ Dn × [0, 1], sx+ ten+1 7→ θ1(s, t)x+ θ2(s, t)en+1 (25)
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für (s, t) ∈ [0, 1]2 und x ∈ Sn−1 wohldefiniert. Ist nämlich

sx+ ten+1 = s′x′ + t′en+1,

so zeigt Vergleich der (n + 1)ten Komponenten, dass t = t′ und folglich
sx = s′x′. Dann ist s = ‖sx‖2 = ‖s′x′‖2 = s′. Ist s 6= 0, folgt x = x′, es sind
(s, x, t) dann also eindeutig festgelegt. Ist s = 0, so ist θ(s, t) = θ(0, t) =
(0, t), also θ1(s, t) = 0 und somit die rechte Seite von (25) unabhängig von x
und x′.

Per Konstruktion ist φ bijektiv. Nun ist

q : Sn−1 × [0, 1]2 → Dn × [0, 1], (x, t, s) 7→ sx+ ten+1

stetig und surjektiv. Da der Definitionsbereich kompakt und der Wertebe-
reich Hausdorffsch ist, ist q nach Folgerung 1.43 eine Quotientenabbildung.
Weil

φ ◦ q : Sn−1 × [0, 1]2 → Dn × [0, 1], (x, s, t) 7→ θ1(s, t)x+ θ2(s, t)en+1

stetig ist, ist φ nach Satz 1.41 stetig und somit ein Homöomorphismus, nach
Folgerung 1.24. 2

Es ist R0 := {0} und [0, 1]0 :=]0, 1[0:= {0} mit ∂([0, 1]0) = ∅ in R0.

Definition 8.8 Für n ∈ N definieren wir

Jn−1 := ∂([0, 1]n) \ (]0, 1[n−1×{1}),

also Jn−1 = ([0, 1]n−1 × {0}) ∪ ((∂[0, 1]n−1)× [0, 1]).

Es ist also J0 = {0} (das können Sie gern auch als Definition betrachten),
J1 = ([0, 1]×{0})∪({0, 1}×[0, 1]) und J2 = ([0, 1]2×{0})∪(∂([0, 1]2) ×[0, 1]).

Folgerung 8.9 Für jedes n ∈ N gibt es einen Homöomorphismus

ψ : [0, 1]n → [0, 1]n,

welcher Jn−1 auf [0, 1]n−1 × {0} abbildet. Insbesondere ist Jn−1 ein starker
Deformationsretrakt von [0, 1]n.
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Beweis. Wir nehmen an, dass n ≥ 2, da der Fall n = 1 trivial ist. Es sei
φ : Dn−1 × [0, 1] → Dn−1 × [0, 1] der Homöomorphismus aus Satz 8.7, ange-
wandt mit n−1 statt n. Nach Beispiel 1.46 gibt es einen Homöomorphismus
g : [0, 1]n−1 → Dn−1, der die Ränder als Teilmenge von Rn−1 aufeinander
abbildet. Dann ist

g × id[0,1] : [0, 1]n−1 × [0, 1]→ Dn−1 × [0, 1]

ein Homöomorphismus von [0, 1]n auf Dn−1 × [0, 1], welcher Dn−1 × {0} auf
[0, 1]n−1 × {0} abbildet und Sn−2 × [0, 1] auf ∂[0, 1]n−1 × [0, 1]. Also leistet

ψ := (g−1 × id[0,1]) ◦ φ ◦ (g × id[0,1])

das Gewünschte. 2

Bemerkung 8.10 Statt den oberen Deckel aus ∂Ik zu entfernen in der Def-
inition von Jk−1 wie im aktuellen Kapitel, war es später doch nützlicher, den
unteren Deckel zu entfernen (siehe Definition 11.1). Die vorigen Resultate
gelten entsprechend, denn Ik → Ik, (s1, . . . , sk) 7→ (s1, . . . , sk−1, 1 − sk) ist
ein Homöomorphismus, der die zwei Mengen ineinander überführt.

Definition 8.11 Sei n ∈ N. Wir definieren

Fj := {(x1, . . . , xn) ∈ [0, 1]n : xj = 0}

für j ∈ {1, . . . , n}. Für eine Teilmenge Φ ⊆ {1, . . . , n} sei FΦ :=
⋃
j∈Φ Fj.

Ist n = 1, so ist F1 = {0}. Ist n = 2, so ist F1 = {0} × [0, 1], F2 =
[0, 1] × {0} und F{1,2} = ({0} × [0, 1]) ∪ ([0, 1] × {0}). Ist n = 3, so ist z.B.
F2 = [0, 1]× {0} × [0, 1].

Satz 8.12 Für alle n ∈ N und nicht-leeren Teilmengen Φ ⊆ {1, . . . , n} ist
FΦ =

⋃
j∈J Fj ein starker Deformationsretrakt von [0, 1]n.

Beweis. Permutieren von Koordinaten liefert einen Homöomorphismus g
von [0, 1]n, welcher FΦ auf Fg(Ψ) abbildet. Wir brauchen daher nur den Fall
zu behandeln, dass

Φ = {1, . . . , k}
für ein k ∈ {1, . . . , n}. Der Beweis ist per Induktion nach n. Ist n = 1, so
ist FΦ = F1 = {0}; nach Beispiel 8.1 ist dies ein starker Deformationsretrakt
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von [0, 1]. Sei nun n ≥ 2 und gelte die Aussage für n − 1 statt n. Für
j ∈ {1, . . . , n− 1} sei

Gj := {(x1, . . . , xn−1) ∈ [0, 1]n−1 : xj = 0}.

Dann ist Fj = Gj × [0, 1]. Ist k ≤ n− 1, so GΦ per Induktionsvoraussetzung
ein starker Deformationsretrakt von [0, 1]n−1 und somit nach Lemma 8.2

FΦ = GΦ × [0, 1]

ein starker Deformationsretrakt von [0, 1]n−1 × [0, 1] = [0, 1]n. Ist k = n,
so betrachten wir die kompakte konvexe Menge K := [0, 3]n und den Punkt
x0 = (2, 2, . . . , 2) ∈ K0. Wir wissen, dass ∂([0, 3]n) ein starker Deformations-
retrakt von K \ {x0} ist mit der Deformationsretraktion

r : K \ {x0} → ∂K,

welche x ∈ K \ {x0} den eindeutigen Punkt

r(x) ∈ x0+ ]0,∞[ (x− x0) ∩ ∂K

zuordnet (vgl. Beispiele 5.55 und 5.54). Ist x ∈ [0, 1]n, so ist jede der Kom-
ponenten von x − x0 negativ. Sei t > 0 mit x0 + t(x − x0) ∈ ∂K. Da
x0 + 1(x − x0) = x ∈ K, ist t ≥ 1. Also ist für jedes j ∈ {1, . . . , n} die jte
Komponente von

r(x) = x0 + t(x− x0) = x0 + 1(x− x0) + (t− 1)(x− x0) = x+ (t− 1)(x− x0)

kleiner gleich xj, woraus r(x) ∈ [0, 1]n folgt und somit

r(x) ∈ [0, 1]n ∩ ∂([0, 3]n) =
n⋃
j=1

Fj = FΦ.

Wir können also r zu einer Abbildung ρ : [0, 1]n → FΦ, x 7→ r(x) ein-
schränken. Für jedes x ∈ FΦ ist x ∈ ∂([0, 3]n), also ρ(x) = r(x) = x
und somit ρ eine Retraktion. Da [0, 1]n konvex ist, definiert F (t, x) :=
(1 − t)x + tρ(x) eine Homotopie von id[0,1]n nach ρ. Für alle x ∈ FΦ und
t ∈ [0, 1] ist F (t, x) = (1 − t)x + tρ(x) = (1 − t)x + tx = x, also F eine
Homotopie relativ FΦ von id[0,1]n nach i ◦ ρ mit der Inklusion i : FΦ → [0, 1]n.
Also ist ρ eine starke Deformationsretraktion. 2
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Raumpaare und Raumtripel

Definition 8.13 Ein Raumpaar ist ein Paar (X,A) aus einem topologischen
Raum X und einer Teilmenge A ⊆ X, versehen mit der induzierten Topolo-
gie. Ein Morphismus f : (X,A) → (Y,B) zwischen Raumpaaren ist eine
stetige Abbildung f : X → Y mit f(A) ⊆ B.

Wir erhalten eine Kategorie von Raumpaaren. In dieser ist ein Morphismus
f : (X,A) → (Y,B) genau dann ein Isomorphismus, wenn f : X → Y ein
Homöomorphismus ist und f(A) = B. Ein punktierter topologischer Raum
(X, x0) entspricht dem Raumpaar (X, {x0}).

Definition 8.14 Analog besteht ein Raumtripel (X,A,B) aus einem topol-
ogischen Raum X und Teilmengen B ⊆ A ⊆ X. Ein Morphismus

f : (X1, A1, B1)→ (X2, A2, B2)

von Raumtripeln ist eine stetige Abbildung f : X1 → X2 derart, dass

f(A1) ⊆ A2 und f(B1) ⊆ B2 .

Ist B = {x0} einpunktig, schreibt man auch (X,A, x0) statt (X,A, {x0});
ebenso kann {x0} als x0 abgekürzt werden, falls A = {x0}.

Die Homotopie-Fortsetzungseigenschaft

Der Rest des Kapitels lehnt sich an die Seiten 14–17 aus Hatchers Buch an,
es werden jedoch die dort abkürzend umschriebenen Argumente in explizite
Formeln umgesetzt.

Definition 8.15 Ein Raumpaar (X,A) hat die Homotopie-Fortsetzungseigen-
schaft, wenn für jede stetige Abbildung f : X → Y in einen topologischen
Raum Y und jede stetige Abbildung

H : [0, 1]× A→ Y

mit H(0, ·) = f |A eine stetige Funktion F : [0, 1] × X → Y existiert derart,
dass

F |[0,1]×A = H und F (0, ·) = f .

Diese ist ein Spezialfall eines allgemeineren Begriffs.

174



Definition 8.16 Ein Raumpaar (X,A) hat die Abbildungs-Fortsetzungseigen-
schaft, wenn für jeden topologischen Raum Y und jede stetige Abbildung
g : A→ Y eine stetige Abbildung g̃ : X → Y existiert mit g̃|A = g.

Lemma 8.17 Ein Raumpaar (X,A) hat genau dann die Homotopie-Fortsetzungs-
eigenschaft, wenn das Raumpaar aus

[0, 1]×X

und seiner Teilmenge
({0} ×X) ∪ ([0, 1]× A)

die Abbildungs-Fortsetzungseigenschaft besitzt.

Beweis. Ist f : X → Y stetig und H : [0, 1]×A→ Y eine stetige Abbildung
mit H(0, ·) = f |A, so ist

g : ({0}×X)∪([0, 1]×A)→ Y, (t, x) 7→
{

f(x) wenn (t, x) ∈ {0} ×X;
H(t, x) wenn (t, x) ∈ [0, 1]× A

wohldefiniert und nach dem Klebelemma stetig. Hat das zweitgenannte
Raumpaar die Abbildungs-Fortsetzungseigenschaft, so lässt sich g zu einer
stetigen Abbildung

F := g̃ : [0, 1]×X → Y

fortsetzen wie in Definition 8.15 benötigt. Ist umgekehrt g : ({0} × X) ∪
([0, 1]× A)→ Y stetig, so sind H := g|[0,1]×A und

f : X → Y, x 7→ g(0, x)

stetig und es ist H(0, x) = f(x) für alle x ∈ A. Hat (X,A) die Homo-
topiefortsetzungseigenschaft, so sei g̃ := F wie in Definition 8.15; dann ist g̃
eine stetige Fortsetzung von g. 2

Satz 8.18 Ein Raumpaar (X,A) hat genau dann die Abbildungs-Fortsetzungs-
eigenschaft, wenn A ein Retrakt von X ist.

Beweis. Gibt es eine Retraktion r : X → A, so ist für jede stetige Abbildung
f : A→ Y die Abbildung

f ◦ r : X → Y
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eine stetige Fortsetzung von f . Hat umgekehrt (X,A) die Abbildungs-
Fortsetzungseigenschaft, so gibt es eine stetige Fortsetzung r := (idA)̃ : X →
A für die identische Abbildung idA : A→ A. 2

Kombination von Satz 8.18 und Lemma 8.17 zeigt:

Folgerung 8.19 Ein Raumpaar (X,A) hat genau dann die Homotopie-Fort-
setzungseigenschaft, wenn

({0} ×X) ∪ ([0, 1]× A)

ein Retrakt von [0, 1]×X ist. �

Folgerung 8.20 Hat ein Raumpaar (X,A) die Homotopie-Fortsetzungseigen-
schaft, so hat für jeden topologischen Raum Y auch das Raumpaar

(X × Y,A× Y )

die Homotopie-Fortsetzungseigenschaft.

Beweis. Nach Folgerung 8.19 ist B := ({0} ×X) ∪ ([0, 1]× A) ein Retrakt
von [0, 1]×X. Nach Lemma 8.2 ist dann

B × Y = ({0} ×X × Y ) ∪ ([0, 1]× A× Y )

ein Retrakt von [0, 1]×X×Y . Nach Folgerung 8.19 hat also (X×Y,A×Y )
die Homotopie-Fortsetzungseigenschaft. 2

8.21 Wir betrachten nun eine stetige Abbildung f : X → Y zwischen topo-
logischen Räumen, den Abbildungszylinder Zf , die kanonischen Abbildungen

λ1 : Y → Y t ([0, 1]×X) und λ2 : [0, 1]×X → Y t ([0, 1]×X)

sowie die kanonische Quotientenabbildung

q : Y t ([0, 1]×X)→ Y ∪φ ([0, 1]×X) = Zf

mit φ : {0}×X → Y , (0, x) 7→ f(x), wie in Definition 2.45 und Lemma 2.47.
Wir identifizieren Y mit q(λ1(Y )) mittels der abgeschlossenen topologischen
Einbettung

Y → Zf , y 7→ q(λ1(y))
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und X mit q(λ2({1}×X) via der abgeschlossenen topologischen Einbettung

X → Zf , x 7→ q(λ2(1, x)) .

Die Schreibweise

[s, x] := q(λ2(s, x)) für s ∈ [0, 1] und x ∈ X (26)

ist nützlich; mit den obigen Identifizierungen ist dann also

[1, x] = x und [0, x] = f(x) für alle x ∈ X.

Lemma 8.22 Y ist ein starker Deformationsretrakt von Zf .

Beweis. Die Abbildung F : [0, 1]× Zf → Zf mit

F (t, [s, x]) := [ts, x] für (t, s, x) ∈ [0, 1]× [0, 1]×X

und
F (t, y) := y für y ∈ Y

ist wohldefiniert, da
[ts, x] = f(x) = [s, x]

wenn s = 0 und somit y := [s, x] ∈ Y . Per Konstruktion ist

F (0, ·) = idZf und F (t, ·)|Y = idY für alle t ∈ [0, 1]. (27)

Weiter gilt
F (1, z) ∈ Y für alle z ∈ Zf . (28)

Die Topologie auf Zf ist final bezüglich q ◦λ1 und q ◦λ2 und die Vereinigung
der Bilder dieser Abbildungen ist Zf . Die Topologie auf [0, 1]× Zf ist nach
Folgerung 1.122 also final bezüglich den Abbildungen id[0,1]×(q ◦ λj) mit
j ∈ {1, 2}. Nun ist

F ◦ (id[0,1]×(q ◦ λ1)) : [0, 1]× Y → Zf , (t, y) 7→ y

(also q(λ1(y))) stetig und ebenso

F ◦ (id[0,1]×(q ◦ λ2)) : [0, 1]× [0, 1]×X → Zf , (t, s, x) 7→ [ts, x] .
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Also ist F stetig. Wegen (28) und (27) ist

r := F (1, ·)|Y : Zf → Y

eine Retraktion. Wegen (27) ist F weiter eine Homotopie relativ Y von idZf
nach i ◦ r mit der Inklusionsabbildung i : Y → Zf . Also ist r eine starke
Deformationsretraktion. 2

Die mit X bzw. Y identifizierten Teilmengen von Zf sind disjunkt und diese
sind gemeint, wenn wir im Folgenden X ∪ Y schreiben.

Lemma 8.23 Es ist ({0}×Zf )∪([0, 1]×(X∪Y )) ein Retrakt von [0, 1]×Zf .
Somit hat das Raumpaar (Zf , X∪Y ) die Homotopie-Fortsetzungseigenschaft.

Beweis. Es sei

r : [0, 1]× [0, 1]→ ({0} × [0, 1]) ∪ ([0, 1]× {0, 1})

eine Retraktion (vgl. Folgerung 8.9); wir schreiben

r(t, s) = (r1(t, s), r2(t, s)) mit r1(t, s), r2(t, s) ∈ [0, 1].

Wir definieren eine Abbildung

R : [0, 1]× Zf → ({0} × Zf ) ∪ [0, 1]×(X ∪ Y ) =: A

mit der von [0, 1]× Zf auf dem Wertebereich induzierten Topologie via

R(t, [s, x]) := (r1(t, s), [r2(t, s), x]) für (t, s, x) ∈ [0, 1]× [0, 1]×X

und
R(t, y) := (t, y) für (t, y) ∈ [0, 1]× Y ⊆ [0, 1]× Zf .

Es ist R wohldefiniert, denn ist s = 0, so ist r(t, 0) = (t, 0) wegen (t, 0) ∈
[0, 1]× {0, 1} und somit r1(t, 0) = t und r2(t, 0) = 0, also

(r1(t, s), [r2(t, s), x]) = (t, [0, x]) = (t, f(x)) = (t, y)

mit y := f(x) = [0, x]. Zudem ist R(t, z) ∈ A für alle t ∈ [0, 1] und z ∈ Zf .
Wie im vorigen Beweis ist R stetig, da

R ◦ (id[0,1]×(q ◦ λj))
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für j ∈ {1, 2} stetig ist. Für j = 1 ist dies nämlich die stetige Abbildung

[0, 1]× Y → A ⊆ [0, 1]× Zf , (t, y) 7→ (t, y)

und für j = 2 ist es die Abbildung

[0, 1]× [0, 1]×X → Zf , (t, s, x) 7→ (r1(t, s), [r2(t, s), x]),

die ebenfalls stetig ist. 2

Definition 8.24 Es sei X ein topologischer Raum und A ⊆ X eine ab-
geschlossene Teilmenge. Eine abgeschlossene Teilmenge N ⊆ X wird eine
Abbildungszylinderumgebung von A in X genannt, wenn gilt:

(a) A ⊆ N0 mit dem Inneren als Teilmenge von X;

(b) Es gibt eine abgeschlossene Teilmenge B ⊆ N mit B ∩ A = ∅ derart,
dass N \ B in X offen ist, und eine stetige Abbildung f : B → A, für
welche ein Homöomorphismus

φ : N → Zf

auf den Abbildungszylinder Zf existiert mit φ|A∪B = idA∪B.

Satz 8.25 Es sei X ein topologischer Raum und A ⊆ X eine abgeschlossene
Teilmenge. Hat A eine Abbildungszylinderumgebung N in X, so hat (X,A)
die Homotopie-Fortsetzungseigenschaft.

Beweis. Es seien B ⊆ N , f : B → A und φ : N → Zf wie in Definition 8.24.
Dann ist φ ein Isomorphismus von Raumpaaren (N,A ∪ B) → (Zf , A ∪ B).
Da (Zf , A ∪ B) nach Lemma 8.23 die Homotopie-Fortsetzungseigenschaft
besitzt, hat auch (N,A ∪ B) die Homotopie-Fortsetzungseigenschaft. Es sei
nun g : X → Y eine stetige Abbildung in einen topologischen Raum Y und
G : [0, 1]×A→ Y eine stetige Abbildung mit G(0, ·)|A = g|A. Für die stetige
Funktion

F : [0, 1]× (A ∪B)→ Y, (t, x) 7→
{
G(t, x) wenn x ∈ A;
g(x) wenn x ∈ B

mit F (0, ·)|A∪B = (g|N)|A∪B gibt es also eine stetige Funktion

HN : [0, 1]×N → Y
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derart, dass HN(0, ·) = g|N und HN |[0,1]×(A∪B) = F , so dass insbesondere

HN(t, x) = F (t, x) = g(x) für alle t ∈ [0, 1] und x ∈ B.

Die Abbildung

H : [0, 1]×X → Y, (t, x) 7→
{
HN(t, x) wenn (t, x) ∈ [0, 1]×N ;
g(x) wenn (t, x) ∈ X \ (N \B)

ist also wohldefiniert. Nach dem Klebelemma ist H stetig. Per Konstruktion
ist H(0, ·) = g und H|[0,1]×A = HN |[0,1]×A = G. 2

Beispiel 8.26 In einem Abbildungszylinder Zf mit f : X → Y ist [1
2
, 1]×X

eine Abbildungszylinderumgebung von X (homöomorph zu [0, 1]×X wie in
Beispiel 2.48), mit B := {[1

2
, x] : x ∈ X}. Weiter ist

Y ∪
{

[s, x] : s ∈ [0, 1
2
], x ∈ X

}
eine zu Zf homöomorphe Abbildungszylinderumgebung von Y in Zf (mit
dem gleichen B).

Wir betrachten nun ein CW-Paar (X,A); es ist also X ein Zellenkomplex
und A ⊆ X ein Unterkomplex.

Satz 8.27 Für jedes CW-Paar (X,A) ist ({0}×X)∪ ([0, 1]×A) ein starker
Deformationsretrakt von [0, 1]×X. Insbesondere hat (X,A) die Homotopie-
Fortsetzungseigenschaft.

Beweis. Für n ∈ N0 sei Xn das n-Gerüst von X. Es seien Φn,j : Dn,j → X
für j ∈ Jn die charakteristischen Abbildungen (wobei o.B.d.A. Dn,j = Dn für
jedes j ∈ Jn), en,j = Φn,j(D0

n) und Jn(A) := {j ∈ Jn : en,j ⊆ A}. Weiter sei
X−1 := ∅. Für jedes n ∈ N0 ∪ {−1} ist

A ∪Xn

eine abgeschlossene Teilmenge von X und ein Unterkomplex.

Wir behaupten, dass es für jedes n ∈ N0 eine starke Deformationsretraktion

Rn : ({0}×X) ∪ I×(A ∪Xn)→ ({0}×X) ∪ I×(A ∪Xn−1)
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gibt; es gibt dann also eine Homotopie

Hn : I × (({0}×X) ∪ I×(A ∪Xn))→ ({0}×X) ∪ I×(A ∪Xn)

relativ ({0} ×X) ∪ I × (A ∪ Xn−1) von der identischen Abbildung auf
({0}×X) ∪ I×(A ∪Xn) nach jn−1 ◦Rn mit der Inklusionsabbildung

jn−1 : ({0}×X) ∪ I×(A ∪Xn−1)→ ({0}×X) ∪ I×(A ∪Xn).

Wenn das stimmt, können wir den Beweis wie folgt zu Ende führen: Wir
definieren H : I × I ×X → I ×X via

H(t, s, x) := (s, x)

für (s, x) ∈ I ×Xn mit n ∈ N0, wenn t ∈ [0, 1
2n+1 ]; ist hingegen t ∈ [ 1

2n+1 , 1],
so sei

H(t, s, x) := Hm

(
t− 1/2m+1

1/2m+1
, (Rm−1 ◦ · · · ◦Rn)(s, x)

)
mit m ∈ {0, 1, . . . , n} derart, dass t ∈ [ 1

2m+1 ,
1

2m
]. Insbesondere ist also

H(1, s, x) = (R0 ◦ · · · ◦Rn)(s, x) ∈ ({0} ×X) ∪ (I × A) .

Für jedes n ∈ N ist dann H|I×I×Xn nach dem Klebelemma stetig und somit
auch H ◦ (idI×I ×Φn,j) stetig für alle j ∈ Jn; folglich ist H stetig. Setzen wir

D := ({0} ×X) ∪ (I × A),

so ist H(1, (s, x)) ∈ D für alle (s, x) ∈ I × X per Konstruktion, also r :=
H(1, ·)|D eine Retraktion. Bezeichnet i : D → I×X die Inklusionsabbildung,
so ist per Konstruktion H eine Homotopie relativ D von idD nach i ◦ r. Also
ist r : I ×X → D eine starke Deformationsretraktion.

Beweis der Behauptung. Für jedes n ∈ N0 gibt es nach Satz 8.7 eine starke
Deformationsretraktion

rn : I × Dn → ({0} × Dn) ∪ (I × Dn) =: Bn.

Es sei in : Bn → I × Dn die Inklusionsabbildung und

Fn : I × I × Dn → I × Dn
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eine Homotopie relativ Bn von idI×Dn nach in ◦ rn. Für (t, s, x) ∈ I × I ×Dn

schreiben wir

Fn(t, s, x) = (F 1
n(t, s, x), F 2

n(t, s, x)) mit F 1
n(t, s, x) ∈ I und F 2

n(t, s, x) ∈ Dn.

Für j ∈ Jn \ Jn(A) definieren wir

Hn,j : I × I × Φn,j(Dn)→ I × Φn,j(Dn)

via
Hn,j(t, s,Φn,j(x)) := (F 1

n(t, s, x), Φn,j(F
2
n(t, s, x))) .

Dann ist Hn,j wohldefiniert. Sind nämlich x, y ∈ Dn mit Φn,j(x) = Φn,j(y),
so sind x, y ∈ ∂Dn, woraus wegen I × ∂Dn ⊆ Bn folgt, dass Fn(t, s, x) =
Fn(0, s, x) = (s, x). Es ist also

F 1
n(t, s, x) = s = F 1

n(t, s, y)

und F 2
n(t, s, x) = x, folglich

Φn,j(F
2
n(t, s, y)) = Φn,j(x) = Φn,j(y) = Φn,j(F

2
n(t, s, y)) .

Per Konstruktion gilt Hn,j(0, s, z) = (s, z) für alle (s, z) ∈ I × Φn,j(Dn);

Hn,j(t, s, z) = (s, z)

für alle t ∈ I und (s, z) ∈ ({0} × Φn,j(Dn)) ∪ (I × Φn,j(∂Dn)); und

Hn,j(1, s, z) ∈ ({0} × Φn,j(Dn)) ∪ (I × Φn,j(∂Dn)) (29)

für alle (s, z) ∈ I × Φn,j(Dn). Wir definieren nun

Hn : I ×
(

({0}×X) ∪ I×(A ∪Xn)
)
→ ({0}×X) ∪ I×(A ∪Xn)

via

Hn(t, s, z) :=

{
Hn,j(t, s, z) wenn z ∈ Φn,j(Dn) für ein j ∈ Jn \ Jn(A);

(s, z) wenn (s, z) ∈ {0}×X oder (s, z) ∈ I×(A ∪Xn−1).

Dann ist Hn wohldefiniert.29 Nach dem Klebelemma ist H stetig, wenn H
auf den abgeschlossenen Teilmengen

(I × {0} ×X) ∪ (I × I × A)

29Sei nämlich (s, t, z) ∈ I2 × Φn,j(Dn) für ein j ∈ Jn \ Jn(A). Ist s = 0, so
ist Hn,j(0, s, z) = (s, z). Ist z ∈ A ∪ Xn−1, so ist z ∈ Φn,j(∂Dn) und wiederum
Hn,j(t, s, z) = (s, z).
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und I × I × Xn des Definitionsbereichs stetig ist. Auf ersterer ist H die
Abbildung (t, s, z) 7→ (s, z), also stetig. Auf I × I × Xn ist die Topologie
final bezüglich den Abbildungen idI2 ×Φk,j mit k ∈ {0, . . . , n} und j ∈ Jk.
Ist k < n oder k = n und j ∈ Jn(A), so ist Hn ◦ (idI2 ×Φk,j) die Abbildung

(t, s, x) 7→ (s,Φk,j(x)),

also stetig. Ist k = n und j ∈ Jn\Jn(A), so ist Hn◦(idI2 ×Φn,j) die Abbildung

(t, s, x) 7→ (s,Φn,j(x)) = Hn,j(t, s,Φn,j(x)) = (F 1
n(t, s, x), Φn,j(F

2
n(t, s, x))),

also ebenfalls stetig. Somit ist Hn|I×I×Xn stetig.

Es gilt

Hn(t, s, x) = (s, x) für alle (t, s, x) ∈ I × (({0}× X) ∪ I×(A ∪Xn−1)) (30)

und Hn(0, z) = z für alle z ∈ ({0}×X) ∪ I×(A ∪Xn), per Konstruktion.30

Wegen (29) und (30) gilt

Hn(1, s, x) ∈ ({0}×X) ∪ I×(A ∪Xn−1)

für alle (s, x) ∈ ({0}× X) ∪ I×(A ∪Xn), so dass die Koeinschränkung Rn

von Hn(1, ·) zu einer Abbildung

({0}×X) ∪ I×(A ∪Xn)→ ({0}×X) ∪ I×(A ∪Xn−1)

definiert werden kann und diese eine starke Deformationsretraktion ist. 2

Definition 8.28 Es seien X sowie Y topologische Räume und A ⊆ X eine
Teilmenge derart, dass auch A ⊆ Y ist und die von X und Y auf A in-
duzierten Topologien gleich sind. Mit anderen Worten, (X,A) und (Y,A)
sind Raumpaare. Man sagt, X sei homotopieäquivalent zu Y relativ A und
schreibt

X ' Y rel. A,

wenn stetige Abbildungen f : X → Y und g : Y → X existieren derart, dass

f(a) = a und g(a) = a für alle a ∈ A,

g ◦ f ' idX rel. A und f ◦ g ' idY rel. A.

Man nennt dann f und g eine Homotopieäquivalenz relativ A.

30Für z ∈ ({0} × X) ∪ I× (A ∪ Xn−1) gilt letzteres wegen (30); ist z = (s, x) mit
x ∈ Φn,j(Dn) für ein j ∈ Jn \ Jn(A), so ist Hn(0, s, x) = Hn,j(0, s, x) = (s, x).
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Die beiden Homotopien stimmen also für jeden Parameter t ∈ [0, 1] auf A
überein mit idA.

Wichtig für uns ist der folgende Satz, dessen Voraussetzungen an (Y,A) nach
Satz 8.27 für jedes CW-Paar (Y,A) erfüllt sind.

Satz 8.29 Es sei X ein topologischer Raum und (Y,A) ein Raumpaar derart,
dass A in Y abgeschlossen und

({0} × Y ) ∪ ([0, 1]× A) (31)

ein starker Deformationsretrakt von [0, 1] × Y ist. Sind f : A → X und
g : A→ X stetige Abbildungen mit f ' g, so ist

X ∪f Y ' X ∪g Y rel. X.

Beweis. Da [0, 1]×Y → [0, 1]×Y , (s, y) 7→ (1−s, y) ein Homöomorphismus
ist, ist auch

({1} × Y ) ∪ ([0, 1]× A)

ein starker Deformationsretrakt von [0, 1]× Y .

Sei nun F : [0, 1]× A→ X eine Homotopie von f nach g. Wir bilden

X ∪F ([0, 1]× Y ).

Da {0}×Y abgeschlossen in [0, 1]×Y ist und ({0}×Y )∩([0, 1]×A) = {0}×A,
können wir nach Aufgabe 42 von Blatt 12

X ∪f Y ∼ X ∪F |{0}×A ({0} × Y )

als Teilmenge von X ∪F ([0, 1]×Y ) auffassen, mit der induzierten Topologie.
Wir behaupten, dass die Teilmenge X ∪f Y ein starker Deformationsretrakt
von X ∪F ([0, 1]× Y ) ist. Analog ist

X ∪g Y ∼ X ∪F |{1}×A ({1} × Y )

ein starker Deformationsretrakt von X ∪F ([0, 1], Y ). Nach Beispiel 5.68 sind
dann X∪fY und X∪gY homotopieäquivalent und zwar homotopieäquivalent
relativ A mit einer analogen Begründung.31

31Für festes A bilden Raumpaare (Z,A) eine Kategorie mit mit Homotopieklassen
[h] relativ A von stetigen Abbildungen h : Z1 → Z2 mit h|A = idA als Morphismen
(Z1, A) → (Z2, A). Ein Morphismus [h] ist genau dann ein Isomorphismus, wenn h eine
Homotopieäquivalenz relativ A ist.
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Zum Beweis der Behauptung sei

B := ({0} × Y ) ∪ ([0, 1]× A)

und i : B → [0, 1] × Y die Inklusionsabbildung. Per Voraussetzung gibt es
eine Homotopie

G : [0, 1]× [0, 1]× Y → [0, 1]× Y
relativ B von id[0,1]×Y nach i ◦ r für eine starke Deformationsretraktion
r : [0, 1]× Y → B. Sind

λ1 : X → X t ([0, 1]× Y ) und λ2 : [0, 1]× Y → X t ([0, 1]× Y )

die kanonischen Abbildungen und q : X t ([0, 1]×Y )→ X ∪F ([0, 1]×Y ) die
kanonische Quotientenabbildung, so ist eine Abbildung

H : [0, 1]×
(
X ∪F ([0, 1]× Y )

)
→ X ∪F ([0, 1]× Y )

wohldefiniert, wenn wir

H(t, q(λ1(x))) := q(λ1(x))

für (t, x) ∈ [0, 1]×X setzen und

H(t, q(λ2(s, y))) := q(λ2(G(t, s, y)))

für (t, s, y) ∈ [0, 1]× [0, 1]× Y . Es ist nämlich G(t, s, y) = (s, y) wenn y ∈ A
(da G eine Homotopie relativ [0, 1]× A ist) und somit

q(λ2(G(t, s, y))) = q(λ2(s, y)) = q(λ1(F (s, y))) .

Da H ◦ (id[0,1]×(q ◦ λ1)) und H ◦ (id[0,1]×(q ◦ λ2)) per Konstruktion stetig
sind, ist H stetig. Weiter ist per Konstruktion H(t, x) = x für alle t ∈ [0, 1]
und alle

x ∈ X ⊆ X ∪f Y ⊆ X ∪F ([0, 1]× Y ).

Zudem ist H(t, q(λ2(0, y))) = q(λ2(G(t, 0, y))) = q(λ2(0, y)) für alle t ∈ [0, 1]
und y ∈ Y , da {0} × Y ⊆ B. Also ist H(t, z) = z für alle z ∈ X ∪f Y ⊆
X ∪F ([0, 1] × Y ). Schließlich ist H(0, z) = z für alle z ∈ X ∪F ([0, 1] × Y )
per Konstruktion und H(1, z) ∈ X ∪f Y , da q(λ2(B)) ⊆ X ∪f Y wegen
q(λ2([0, 1] × A)) = F (A) ⊆ X ⊆ X ∪f Y und q(λ2({0} × Y )) ⊆ X ∪F |{0}×A
({0} × Y ) = X ∪f Y . 2

Das folgende technische Resultat beweisen wir aus Zeitgründen nur im An-
hang des Kapitels (siehe auch Seite 17 in Hatchers Buch).
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Satz 8.30 Es seien (X,A) und (Y,A) Raumpaare und f : X → Y eine Ho-
motopieäquivalenz derart, dass f(a) = a für alle a ∈ A. Haben (X,A)
und (Y,A) die Homotopie-Fortsetzungseigenschaft, so ist f eine Homotopie-
äquivalenz relativ A.

Für jeden Deformationsretrakt A eine topologischen Raums X ist die Inklu-
sionsabbildung i : A → X eine Homotopieäquivalenz (siehe Beispiel 5.68).
Unter zusätzlichen Bedingungen gilt die Umkehrung:

Folgerung 8.31 Es sei (X,A) ein Raumpaar derart, dass die Inklusionsab-
bildung i : A→ X eine Homotopieäquivalenz ist. Hat (X,A) die Homotopie-
Fortsetzungseigenschaft, so ist A ein starker Deformationsretrakt (insb. also
ein Deformationsretrakt).

Beweis. Es ist i : A → X eine Homotopieäquivalenz mit i|A = idA. Per
Voraussetzung hat (X,A) die Homotopie-Fortsetzungseigenschaft. Trivialer-
weise hat auch (A,A) die Homotopiefortsetzungseigenschaft. Nach Satz 8.30
ist i also eine Homotopieäquivalenz relativ A. Es gibt somit eine stetige
Abbildung r : X → A mit r|A = idA derart, dass i ◦ r ' idX relativ A. 2

Der folgende Satz ist für uns sehr wichtig:

Satz 8.32 Eine stetige Abbildung f : X → Y zwischen topologischen Räumen
ist genau dann eine Homotopieäquivalenz, wenn X ein starker Deformations-
retrakt des Abbildungszylinders Zf ist.

Beweis. Es seien i : X → Zf und j : Y → Zf die kanonischen Inklusionen
und r : Zf → Y die übliche, durch

[s, x] 7→ f(x) für (s, x) ∈ [0, 1]×X, y 7→ y für y ∈ Y

gegebene starke Deformationsretraktion. Dann ist f = r ◦ i, also

[f ] = [r] [i] (32)

in der Homotopiekategorie. Nun ist [r] in [Top] invertierbar (mit [r]−1 =
[j]). Nach (32) ist somit [f ] genau dann invertierbar (also f eine Homo-
topieäquivalenz) wenn [i] invertierbar (also i eine Homotopieäquivalenz) ist.

Ist also f eine Homotopieäquivalenz, so auch i. Nach Folgerung 8.31 ist
dann X ein starker Deformationsretrakt von Zf ; nach Beispiel 8.26 hat
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nämlich X eine Abbildungszylinderumgebung in Zf , so dass nach Satz 8.25
das Raumpaar (Zf , X) die Homotopie-Fortsetzungseigenschaft hat.

Ist umgekehrt X ein starker Deformationsretrakt von Zf , so ist die Inklusion
i eine Homotopieäquivalenz (nach Beispiel 5.68) und somit auch f . 2

Folgerung 8.33 Für topologische Räume X und Y sind äquivalent:

(a) X und Y sind homotopieäquivalent.

(b) Es gibt einen topologischen Raum Z und zu X bzw. Y homöomorphe
Teilmengen X ′, Y ′ ⊆ Z, welche Deformationsretrakte von Z sind.

(c) Es gibt einen topologischen Raum Z und zu X bzw. Y homöomorphe,
disjunkte, abgeschlossene Teilmengen X ′, Y ′ ⊆ Z, welche starke Defor-
mationsretrakte von Z sind.

Beweis. (a)⇒(c): Ist f eine Homotopieäquivalenz, so ist X nach Satz 8.32
ein starker Deformationsretrakt des Abbildungszylinders Zf . Auch Y ist ein
starker Deformationsretrakt von Zf , nach Lemma 8.22.

(c)⇒(b) ist trivial.

(b)⇒(a): Siehe Bemerkung 5.70. 2

Weitere Fakten und Folgerungen

Für die Allgemeinbildung erwähnen wir ein weiteres Ergebnis, das nur im
Anhang zu Kapitel 15 und Anhang B gebraucht wird und daher übersprungen
wurde. Den Beweis findet man im Anhang zu Kapitel 8.

Nach Satz 8.27 sind die Voraussetzungen des folgenden Satzes für jedes CW-
Paar erfüllt.

Satz 8.34 Es sei (X,A) ein Raumpaar, welches die Homotopie-Fortsetzungs-
eigenschaft erfüllt. Ist A kontrahierbar, so ist die kanonische Quotienten-
abbildung

q : X → X//A

eine Homotopieäquivalenz.
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Anhang für Kapitel 8

Beweis von Satz 8.30. Bis zur Erstellung eines ausführlicheren Skripts sei
hier auf Seite 17 des Buchs von Hatcher verwiesen.

Beweis von Satz 8.34. Da A kontrahierbar ist, gibt es eine Homotopie
H : [0, 1]×A→ A von idA zu einer konstanten Abbildung ka : A→ A für ein
a ∈ A. Da (X,A) per Voraussetzung die Homotopie-Fortsetzungseigenschaft
hat, existiert eine stetige Abbildung

F : [0, 1]×X → X

derart, dass F (0, ·) = idX und F (t, x) = H(t, x) für alle (t, x) ∈ [0, 1] × A.
Sei Ft := F (t, ·) : X → X. Da F1(x) = H1(x) = ka(x) = a für alle x ∈ A,
faktorisiert F1 zu einer stetigen Abbildung

g : X//A→ X,

festgelegt durch g ◦ q = F1. Wir zeigen, dass g eine Homotopieinverse für q
ist. Da idX = F0 ' F1 via F , gilt

g ◦ q ' idX .

Zu zeigen ist noch, dass auch

q ◦ g ' idX//A . (33)

Für festes t ∈ [0, 1] ist q ◦ Ft : X → X//A eine Abbildung, welche jedes
x ∈ A auf das gleiche Element q(F (t, x)) = q(H(t, x)) = {A} abbildet; sie
faktorisiert daher zu einer Abbildung

F̃t : X//A→ X//A,

die durch F̃t ◦ q = q ◦ Ft festgelegt ist. Dann ist

F̃ : [0, 1]×X//A→ X//A, (t, y) 7→ F̃t(y)

stetig; nach Satz 1.121 ist nämlich id[0,1]×q : [0, 1]×X → [0, 1]×X//A eine
Quotientenabbildung und

F̃ ◦ (id[0,1]×q) = q ◦ F
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ist stetig. Da F0 = idX , ist
F̃0 = idX//A .

Dann ist
q ◦ g ◦ q = q ◦ F1 = F̃1 ◦ q

und somit
q ◦ g = F̃1 .

Da F̃ eine Homotopie von F̃0 = idX//A nach F̃1 ist, folgt (33). �
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9 Höhere Homotopiegruppen

Die Fundamentalgruppe π1(X, x0) ist nützlich, liefert aber nicht immer genug
Informationen über einen topologischen Raum X. Um höher-dimensionale
Situationen besser zu erfassen, führt man Homotopiegruppen πk(X, x0) ein
für alle k ∈ N.

Im Folgenden ist I := [0, 1] und Ik = [0, 1] × · · · × [0, 1] für k ∈ N mit k
Faktoren. Als Teilmenge von Rk ist dann

∂(Ik) = {(s1, . . . , sk) ∈ Ik : sj = 0 oder sj = 1 für ein j ∈ {1, . . . , k} } .

Die Homotopiegruppe πk(X,x0)

9.1 Gegeben einen topologischen Raum X und einen Punkt x0 ∈ X betrach-
ten wir stetige Abbildungen

γ : Ik → X

derart, dass γ(s) = x0 für alle s ∈ ∂(Ik), d.h. Morphismen von Raumpaaren

γ : (Ik, ∂Ik)→ (X, x0) .

Auf solchen Morphismen ist Homotopie relativ ∂Ik eine Äquivalenzrelation;
wir schreiben [γ] für die Äquivalenzklasse von γ : (Ik, ∂Ik)→ (X, x0) und

πk(X, x0)

für die Menge aller Äquivalenzklassen [γ].

Bemerkung 9.2 Morphismen γ : (Ik, ∂Ik) → (X, x0) und η : (Ik, ∂Ik) →
(X, x0) sind homotop relativ ∂Ik, wenn eine Homotopie

F : [0, 1]× Ik → X

relativ ∂Ik von γ nach η existiert, also eine stetige Abbildung derart, dass

F (0, ·) = γ, F (1, ·) = η und F (t, s) = s für alle t ∈ [0, 1] und s ∈ ∂Ik.

Wir versehen nun πk(X, x0) mit einer Gruppenstruktur.
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9.3 Gegeben Morphismen von Raumpaaren

γ : (Ik, ∂Ik)→ (X, x0) und η : (Ik, ∂Ik)→ (X, x0)

ist

γ·η : Ik → X, s = (s1, . . . , sk) 7→
{

γ(2s1, s2, . . . , sk) für s ∈ [0, 1
2
]× Ik−1;

η(2s1 − 1, s2, . . . , sk) für s ∈ [1
2
, 1]× Ik−1

wohldefiniert (da γ(1, ·) und η(0, ·) konstant x0 sind) und nach dem Kle-
belemma stetig. Für alle s ∈ ∂Ik mit s1 ∈ [0, 1

2
] ist auch (2s1, s2, . . . , sk) ∈

∂Ik; für alle s ∈ ∂Ik mit s1 ∈ [1
2
, 1] ist auch (2s1 − 1, s2, . . . , sk) ∈ ∂Ik;

also ist (γ · η)(s) = x0 für alle s ∈ ∂Ik und somit γ · η ein Morphismus
(Ik, ∂Ik)→ (X, x0).

9.4 Es sei cx0 : Ik → X die konstante Abbildung s 7→ x0. Für einen Mor-
phismus von Raumpaaren γ : (Ik, ∂Ik)→ (X, x0) definieren wir

γ− : Ik → X, s = (s1, . . . , sk) 7→ γ(1− s1, s2, . . . , sk);

dann ist auch γ− ein Morphismus von Raumpaaren (Ik, ∂Ik)→ (X, x0).

Das Produkt [γ] [η] := [γ · η] ist wohldefiniert für γ und η wie in 9.3:

Lemma 9.5 Es seien γ, γ1, η und η1 Morphismen von Raumpaaren

(Ik, ∂Ik)→ (X, x0).

Ist γ ' γ1 relativ ∂Ik und η ' η1 relativ ∂Ik, so ist γ · η ' γ1 · η1 relativ ∂Ik.

Beweis. Es sei F : [0, 1] × Ik → X eine Homotopie von γ nach γ1 und
G : [0, 1] × Ik → X eine Homotopie von η nach η1, jeweils relativ ∂Ik.
Schreiben wir s = (s1, . . . , sk) für s ∈ Ik, so ist

H : [0, 1]× Ik → X, (t, s) 7→
{

F (t, 2s1, s2, . . . , sk) wenn s1 ∈ [0, 1
2
];

G(t, 2s1 − 1, s2, . . . , sk) wenn s1 ∈ [1
2
, 1]

wohldefiniert, nach dem Klebelemma stetig und eine Homotopie von γ · η
nach γ1 · η1 relativ ∂Ik. 2

Satz 9.6 Für alle Elemente von πk(X, x0) gilt:
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(a) ([α] [β])[γ] = [α]([β] [γ]);

(b) [γ] [cx0 ] = [cx0 ] [γ] = [γ];

(c) [γ] [γ−] = [γ−] [γ] = [cx0 ].

Also ist πk(X, x0) eine Gruppe.

Beweis. (a) Für (t, s) ∈ [0, 1]× Ik mit s = (s1, . . . , sk) setzen wir

F (t, s) :=


α
(

4 s1
1+t
, s2, . . . , sk

)
wenn 0 ≤ s1 ≤ 1

4
(1 + t);

β(4s1 − 1− t, s2, . . . , sk) wenn 1
4
(1 + t) ≤ s1 ≤ 1

4
(2 + t);

γ
(
s1− 1

2
− 1

4
t

1
2
− 1

4
t
, s2, . . . , sk

)
wenn 1

2
+ 1

4
t ≤ s1 ≤ 1.

Dann ist F wohldefiniert, nach dem Klebelemma stetig und eine Homotopie
von (α · β) · γ nach α · (β · γ) relativ ∂Ik, also ([α] [β])[γ] = [(α · β) · γ] =
[α · (β · γ)] = [α]([β] [γ]).

(b) Die Abbildung F : [0, 1]× Ik → X,

(t, s) 7→
{
γ
(

2s1
1+t
, s2, . . . , sk

)
wenn 0 ≤ s1 ≤ 1

2
+ 1

2
t;

x0 sonst

ist wohldefiniert, nach dem Klebelemma stetig, und sie ist eine Homotopie
relativ ∂Ik von γ · cx0 nach γ. Also ist [γ] [cx0 ])[γ · cx0 ] = [γ]. Ähnlich sieht
man, dass [cx0 ] [γ] = [γ].

(c) Die Funktion F : [0, 1]× Ik → X,

(t, s) 7→
{

γ(2ts1, s2, . . . , sk) wenn s1 ∈ [0, 1
2
];

γ(t(2− 2s1), s2, . . . , sk) wenn s1 ∈ [1
2
, 1]

ist wohldefiniert, nach dem Klebelemma stetig, und sie ist eine Homotopie
relativ ∂Ik von cx0 nach γ · (γ−). Also ist [cx0 ] = [γ · (γ−)] = [γ] [γ−]. Ersetzt
man γ durch γ−, so folgt wegen

(γ−)− = γ,

dass auch [cx0 ] = [γ−] [(γ−)−] = [γ−] [γ]. 2
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Definition 9.7 Für k ∈ N nennt man πk(X, x0) die kte Homotopiegruppe
des topologischen Raums X an der Stelle x0.

Satz 9.8 Für jeden punktierten topologischen Raum (X, x0) ist die Gruppe
πk(X, x0) abelsch für alle k ≥ 2.

Beweis. Für Morphismen γ und η von Raumpaaren (Ik, ∂Ik)→ (X, x0) ist

(γ ∗ η)(s) :=

{
γ(s1, 2s2, s3, . . . , sk) wenn s2 ∈ [0, 1

2
];

η(s1, 2s2 − 1, s3, . . . , sk) wenn s2 ∈ [1
2
, 1]

(34)

wohldefiniert, nach dem Klebelemma stetig, und die Abbildung ist wieder
ein Morphismus (Ik, ∂Ik) → (X, x0). Indem wir die Rollen der ersten und
zweiten Variablen vertauschen, sehen wir wie in Lemma 9.5 und Satz 9.6 (b),
dass

γ ∗ η ' γ1 ∗ η1 relativ ∂Ik (35)

wann immer γ ' γ1 und η ' η1 relativ ∂Ik, und zudem

γ ∗ cx0 ' γ relativ ∂Ik sowie cx0 ∗ γ ' γ relativ ∂Ik. (36)

Man beachte, dass für alle Morphismen γij : (Ik, ∂Ik) → (X, x0) mit i, j ∈
{1, 2} stets

(γ11 · γ21) ∗ (γ12 · γ22) = (γ11 ∗ γ12) · (γ21 ∗ γ22) (37)

gilt. Für alle Morphismen γ und η wie oben folgt

γ·η ' (γ∗cx0)·(cx0∗η) = (γ·cx0)∗(cx0·η) ' (cx0·γ)∗(η·cx0) = (cx0∗η)·(γ∗cx0) ' η·γ

relativ ∂Ik, wobei die zwei Gleichheitszeichen auf (37) beruhen, die Homo-
topien relativ ∂Ik auf Satz 9.6 (b) und (35) bzw. (36) und Lemma 9.5. 2

Beispiel 9.9 Ist X eine sternförmige Menge in Rn (oder in einen topologis-
chen Vektorraum) und x0 ∈ X mit x0 + [0, 1](x− x0) ∈ X für alle x ∈ X, so
ist

πk(X, x0) = {e}
für alle k ∈ N.

Für jeden Morphismus γ : (Ik, ∂Ik)→ (X, x0) von Raumpaaren ist nämlich

F : [0, 1]× Ik → X, (t, s) := (1− t)γ(s) + t x0

eine Homotopie relativ ∂Ik von γ nach cx0 , also [γ] = [cx0 ] = e.
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πk als Funktor

9.10 Sei k ∈ N. Ist f : X → Y eine stetige Abbildung zwischen topologis-
chen Räumen und x0 ∈ X, so erhalten wir mit y0 := f(x0) eine wohldefinierte
Abbildung

f∗ : πk(X, x0)→ πk(Y, y0), [γ] 7→ [f ◦ γ] .

Ist nämlich F : [0, 1]×Ik → X eine Homotopie von γ nach η relativ ∂Ik, so ist
f ◦F eine Homotopie von f ◦γ nach f ◦η relativ ∂Ik (siehe Lemma 5.34 (a)).

Lemma 9.11 Für jedes k ∈ N und jeden Morphismus f : (X, x0) → (Y, y0)
punktierter topologischer Räume ist

f∗ : πk(X, x0)→ πk(Y, y0), [γ] 7→ [f ◦ γ]

ein Gruppen-Homomorphismus.

Beweis. Da f ◦ (γ · η) = (f ◦ γ) · (f ◦ η), ist f∗([γ] [η]) = f∗([γ · η]) =
[f ◦ (γ · η)] = [(f ◦ γ) · (f ◦ η)] = [f ◦ γ] [f ◦ η] = f∗([γ])f∗([η]). 2

Lemma 9.12 Sei k ∈ N.

(a) Für alle Morphismen punktierter topologischer Räume

g : (X, x0)→ (Y, y0) und f : (Y, y0)→ (Z, z0)

gilt
(f ◦ g)∗ = f∗ ◦ g∗

für die Gruppen-Homomorphismen

f∗ : πk(Y, y0)→ πk(Z, z0), g∗ : πk(X, x0)→ πk(Y, y0)

und (f ◦ g)∗ : πk(X, x0)→ πk(Z, z0).

(b) Für alle punktierten topologischen Räume (X, x0) gilt (idX)∗ = idπk(X,x0)

für den Gruppen-Homomorphismus (idX)∗ : πk(X, x0)→ πk(X, x0).

Beweis. Das rechnet man direkt nach (vergleiche Beweis von Satz 5.36). 2

Lemma 9.11 und Lemma 9.12 zeigen:
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Satz 9.13 Es sei k ∈ N. Ordnen wir einem punktierten topologischen Raum
(X, x0) seine kte Homotopiegruppe πk(X, x0) zu und einem Morphismus

f : (X, x0)→ (Y, y0)

punktierter topologischer Räume den Gruppen-Homomorphismus

f∗ : πk(X, x0)→ πk(Y, y0),

so erhalten wir einen Funktor Top0 → Grp. �

Homotopieklassen stetiger Abbildungen auf Sk
Wir erläutern nun, dass man für k ∈ N die Elemente von πk(X, x0) identi-
fizieren kann mit Homotopieklassen relativ {z0} von stetigen Abbildungen

γ̃ : Sk → X

mit γ̃(z0) = x0, wobei z0 := ek+1 := (0, . . . , 0, 1) ∈ Sk der Nordpol ist.
Manches wird bei dieser Sichtweise einfacher und anschaulicher (nicht jedoch
die Gruppenmultiplikation).

9.14 Es sei m := (1
2
, . . . , 1

2
) der Mittelpunkt von Ik = [0, 1]k. Dann ist

φ : Ik → Dk, m+ t(x−m) 7→ t
x−m
‖x−m‖2

für x ∈ ∂Ik, t ∈ [0, 1]

ein Homöomorphismus, welcher ∂Ik auf ∂Dk = Sk−1 abbildet und somit einen
Homöomorphismus

φ : Ik//∂Ik → Dk//Sk−1, [s] 7→ [φ(s)]

induziert. Es sei
h : Dk//Sk−1 → Sk

der Homöomorphismus aus Beispiel 1.47 (mit k an Stelle von n). Bezeichnet
q : Ik → Ik//∂Ik, s 7→ [s] die kanonische Quotientenabbildung, so ist

p := h ◦ φ ◦ q : Ik → Sk

eine Quotientenabbildung und ψ := h◦φ : Ik//∂Ik → Sk ein Homöomorphismus
mit

ψ(∂Ik) = z0
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(vergleiche Beispiel 1.48). Nach Satz 1.121 ist auch

id[0,1]×p : [0, 1]× Ik → [0, 1]× Sk

eine Quotientenabbildung.

9.15 Jeder Morphismus γ : (Ik, ∂Ik)→ (X, x0) von Raumpaaren faktorisiert
über p und induziert somit einen Morphismus

γ̃ : (Sk, z0)→ (X, x0)

punktierter topologischer Räume, der durch γ̃◦p = γ festgelegt ist. Umgekehrt
ist γ̃ ◦ p : Ik → X ein Morphismus von Raumpaaren (Ik, ∂Ik)→ (X, x0) für
jeden Morphismus γ̃ : (Sk, z0)→ (X, x0) punktierter topologischer Räume.

9.16 Sind γ und η Morphismen (Ik, ∂Ik) → (X, x0) von Raumpaaren und
ist F : [0, 1]× Ik → X eine Homotopie relativ ∂Ik, so ist F (t, s) = x0 für alle
(t, s) ∈ [0, 1] × ∂Ik, so dass F durch id[0,1]×p faktorisiert; es gibt also eine
stetige Abbildung

F̃ : [0, 1]× Sk → X

mit F̃ (t, p(s)) = F (t, s) für alle t ∈ [0, 1] und s ∈ Ik. Für jedes t ist dann
mit s ∈ ∂Ik

F̃ (t, z0) = F̃ (t, p(s)) = F (t, s) = x0,

also F̃ eine Homotopie relativ {z0} von γ̃ nach η̃. Umgekehrt ist F̃ ◦(id[0,1]×p)
eine Homotopie relativ ∂Ik für jede Homotopie F̃ : [0, 1]× Sk → X rel. {z0}.

Wie angekündigt können wir für k ∈ N also πk(X, x0) identifizieren mit der
Menge aller Homotopieklassen von stetigen Abbildungen

γ̃ : Sk → X

mit γ̃(z0) = x0, unter Benutzung von Homotopien relativ {z0}.

Bisher blieb π0(X, x0) undefiniert. Wir können diese Lücke nun schließen,
motiviert durch die vorige Interpretation von πk(X, x0) für k ≥ 1.

Definition 9.17 Im Falle k = 0 definieren wir π0(X, x0) als die Menge aller
Homotopieklassen [γ] relativ {z0} von stetigen Abbildungen

γ : S0 → X,

wobei S0 = {−1, 1} und z0 := 1.
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Bemerkung 9.18 π0(X, x0) ist nur eine Menge, wir definieren darauf keine
Gruppenstruktur.

Bemerkung 9.19 Ein Morphismus

γ : (S0, z0)→ (X, x0)

punktierter topologischer Räume ist durch die Angabe von γ(−1) ∈ X
festgelegt, und γ(−1) kann jeden vorgegebenen Wert annehmen. Ist auch
η : (S0, z0)→ (X, x0) ein Morphismus, so legt jede Homotopie

F : [0, 1]× S0 → X

relativ {z0} einen Weg

θ : [0, 1]→ X, t 7→ F (t,−1)

von γ(−1) nach η(−1) fest. Ist umgekehrt θ ein solcher Weg, so definiert

F (t,−1) := θ(t), F (t, 1) := x0

eine Homotopie relativ {z0} von γ nach η. Bezeichnet

[γ] ∈ π0(X, x0)

die Homotopieklasse von γ relativ {z0}, so ist also

{η(−1) : η ∈ [γ]}

die Wegkomponente von γ(−1) in X und die Abbildung

π0(X, x0)→ Menge der Wegkomponenten von X, [γ] 7→ {η(−1) : η ∈ [γ]}

ist eine Bijektion.

Man kann π0(X, x0) also als Menge der Wegkomponenten von X auffassen.

Bemerkung 9.20 Da Sk homogen ist, können wir an Stelle des Nordpols
mit irgend einem z0 ∈ Sk arbeiten. Eine besonders gute Wahl ist z0 ∈ S0 =
{−1, 1} (also z0 = −1 oder z0 = 1), weil wir mit der Identifizierung von Rn

mit Rn × {0} ⊆ Rn+1 dann in jeder der Sphären S0 ⊆ S1 ⊆ S2 ⊆ · · · den
gleichen Basispunkt vorliegen haben.
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Verhalten bei Überlagerungen

Satz 9.21 Es seien q : X → Y eine Überlagerung, x0 ∈ X und y0 := q(x0).
Für jedes k ≥ 2 ist dann

q∗ : πk(X, x0)→ πk(Y, y0)

ein Isomorphismus.

Beispiel 9.22 Wir betrachten die Überlagerung

q : R→ S1, t 7→ e2πit

mit x0 := 0 und y0 := 1. Nach Beispiel 9.9 ist πk(R, x0) = {e} für alle k ∈ N.
Nach Satz 9.21 ist

πk(S1, y0) ∼= πk(R, x0) ∼= {e}
für alle k ≥ 2.

Homotopiegruppen von Produkten

Wir betrachten ein Produkt X × Y topologischer Räume X und Y und die
Projektionen pr1 : X × Y → X, (x, y) 7→ x und

pr2 : X × Y → Y, (x, y) 7→ y

auf die Komponenten.

Satz 9.23 Für jedes k ∈ N ist die Abbildung

Φ := ((pr1)∗, (pr2)∗) : πk(X × Y, (x0, y0))→ πk(X, x0)× πk(Y, y0)

ein Isomorphismus von Gruppen.

Beweis. Da (pr1)∗ und (pr2)∗ Gruppen-Homomorphismen sind, gilt dies
auch für die Abbildung Φ mit diesen Komponenten. Es ist Φ surjektiv, denn
sind [γ1] ∈ πk(X, x0) und [γ2] ∈ πk(Y, y0), so ist

γ := (γ1, γ2) : Ik → X × Y, s 7→ (γ1(s), γ2(s))

ein Morphismus (Ik, ∂Ik)→ (X × Y, (x0, y0)) mit

Φ([γ]) = ([pr1 ◦γ], [pr2 ◦γ]) = ([γ1], [γ2]) .
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Sei nun [η] ∈ ker(Φ); wir zeigen, dass Φ[η] = {(e, e)}; der Homomorphis-
mus Φ ist also injektiv. Da [pr1 ◦η] = e = [cx0 ], gibt es eine Homotopie
F1 : [0, 1] × Ik → X relativ ∂Ik von pr1 ◦η nach cx0 . Ebenso gibt es eine
Homotopie F2 : [0, 1]× Ik → Y relativ ∂Ik von pr2 ◦η nach cy0 . Dann ist

F : [0, 1]× Ik → X × Y, (t, s) 7→ (F1(t, s), F2(t, s))

eine Homotopie relativ ∂Ik von η nach c(x0,y0), also [η] = [c(x0,y0)] = e. 2

Beispiel 9.24 Jeder zweidimensionale Torus ist zu S1 × S1 homöomorph
(hat also bis auf Isomorphie die gleichen Homotopiegruppen). Sei x0 ∈ S1.
Nach Satz 7.1, Beispiel 9.22 und Satz 9.23 ist für alle k ∈ N

πk(S1 × S1, (x0, x0)) ∼= πk(S1, x0)× πk(S1, x0) ∼=
{

Z× Z wenn k = 1;
{0} wenn k ≥ 2.

Wechsel des Basispunkts

9.25 Sei k ∈ N. Ist X ein topologischer Raum und θ : X → X ein Weg von
x0 nach y0, so können wir jedem Morphismus

γ : (Ik, ∂Ik)→ (X, x0)

punktierter topologischer Räume einen Morphismus

θ](γ) : (Ik, ∂Ik)→ (X, y0)

zuordnen via

θ](γ)(s) :=

{
γ(m+ 2(s−m)) wenn ‖s−m‖∞ ∈ [0, 1

4
];

θ(4‖s−m‖∞ − 1) wenn ‖s−m‖∞ ∈ [1
4
, 1

2
],

wobei m := (1
2
, . . . 1

2
) ∈ Ik der Mittelpunkt von Ik ist.

9.26 Ist auch η : (Ik, ∂Ik)→ (X, x0) ein Morphismus und F : [0, 1]×Ik → X
eine Homotopie relativ ∂Ik von γ nach η, so ist

[0, 1]×Ik → X, (t, s) 7→
{
F (t,m+ 2(s−m)) wenn ‖s−m‖∞ ∈ [0, 1

4
];

θ(4‖s−m‖∞ − 1) wenn ‖s−m‖∞ ∈ [1
4
, 1

2
],

eine Homotopie relativ ∂Ik von θ](γ) nach θ](η). Die durch das gleiche
Symbol bezeichnete Abbildung

θ] : πk(X, x0)→ πk(X, y0), [γ] 7→ [θ](γ)]

ist also wohldefiniert.
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Satz 9.27 Es sei X ein topologischer Raum, x0 ∈ X und k ∈ N.

(a) Für jedes y0 ∈ X und jeden Weg θ : [0, 1]→ X von x0 nach y0 ist

θ] : πk(X, x0)→ πk(X, y0)

ein Isomorphismus von Gruppen.

(b) Ist ζ : [0, 1]→ X homotop relativ {0, 1} zu θ, so ist θ] = ζ].

(c) Es ist (cx0)] die identische Abbildung πk(X, x0)→ πk(X, x0).

(d) Ist α : [0, 1] → X ein Weg von x0 nach y0 und β : [0, 1] → X ein Weg
von y0 nach z0, so gilt

(α · β)] = β] ◦ α]

für die Isomorphismen α] : πk(X, x0)→ πk(X, y0),

β] : πk(X, y0)→ πk(X, z0)

sowie (α · β)] : πk(X, x0)→ πk(X, z0).

Insbesondere sind in einem wegzusammenhängenden topologischen Raum
alle kten Homotopiegruppen als Gruppen zueinander isomorph.

Folgerung 9.28 Ist X ein wegzusammenhängender topologischer Raum, so
ist für alle k ∈ N

πk(X, x0) ∼= πk(Y, y0) für alle x0, y0 ∈ X. �

Bemerkung 9.29 Ist X wegzusammenhängend und interessiert πk(X, x0)
nur bis auf Isomorphie (z.B. wenn wir πk(X, x0) = {e} konstatieren oder
πk(X, x0) ∼= Z), so schreibt man auch kurz πk(X) statt πk(X, x0). Ebenso,
wenn x0 aus dem Zusammenhang klar ist.

Beweis von Satz 9.27. (a) Wir zeigen zunächst nur, dass θ] ein Gruppen-
Homomorphismus ist, also θ]([γ])θ]([η]) = θ]([γ][η]) für alle Morphismen
γ : (Ik, ∂Ik)→ (X, x0) und η : (Ik∂Ik)→ (X, x0) von Raumpaaren gilt bzw.

θ](γ) · θ](η) ' θ](γ · η) relativ ∂Ik. (38)
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Da γ ' γ · cx0 , ist nach 9.26

θ](γ) ' θ](γ · cx0);

analog ist θ](η) ' θ](cx0 · η) und somit

θ](γ) · θ](η) ' θ](γ · cx0) · θ](cx0 · η), (39)

jeweils relativ ∂Ik. Ganz wesentlich ist nun, dass

θ](γ · cx0)(1− s1, s2, . . . , sk) = θ](cx0 · η)(s) für alle s ∈ [0, 1
2
]× Ik−1 (40)

mit s = (s1, . . . , sk). Für alle s ∈ Ik mit s1 ∈ [0, 1
2
] ist nämlich θ](cx0 · η)(s)

gleich {
x0 wenn ‖s−m‖∞ ∈ [0, 1

4
];

θ(4‖s−m‖∞ − 1) wenn ‖s−m‖∞ ∈ [1
4
, 1

2
]

(41)

und somit nur von ‖s − m‖∞ abhängig. Für alle s ∈ Ik mit s1 ∈ [1
2
, 1] ist

θ](γ · cx0)(s) ebenfalls durch (41) gegeben. Für s ∈ Ik mit s1 ∈ [0, 1
2
] gilt nun

|(1− s1)− 1
2
| = |1

2
− s1| = |s1 − 1

2
|

und folglich
‖(1− s1, s2, . . . , sk)−m‖∞ = ‖s−m‖∞ .

Mit der Beschreibung über (41) folgt also (40).

Nach (40) ist die Abbildung

F : [0, 1]×Ik → X, (t, s) 7→
{

θ](γ · cx0)((1− t
2
)2s1) wenn s1 ∈ [0, 1

2
];

θ](cx0 · η)( t
2

+ (1− t
2
)(2s1 − 1)) wenn s1 ∈ [1

2
, 1]

wohldefiniert. Sie ist stetig nach dem Klebelemma und ist eine Homotopie

θ](γ · cx0) · θ](cx0 · η) ' θ](γ · η)

relativ ∂Ik. In Verbindung mit (39) ergibt sich (38).

(b) Ist F : [0, 1]× [0, 1] → X eine Homotopie relativ {0, 1} von θ nach ζ, so
ist

[0, 1]×Ik → X, (t, s) 7→
{

γ(m+ 2(s−m)) wenn ‖s−m‖∞ ≤ 1
4
;

F (t, 4‖s−m‖∞ − 1) wenn ‖s−m‖∞ ∈ [1
4
, 1

2
]
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eine Homotopie relativ ∂Ik von θ](γ) nach ζ](γ), also [θ](γ)] = [ζ](γ)] in
πk(X, y0).

(c) Sei γ : (Ik, ∂Ik) → (X, x0) ein Morphismus von Raumpaaren. Dann ist
F : [0, 1]× Ik → X,

(t, s) 7→

{
γ
(
m+ 1

2
s−m
1
4

+ t
4

)
wenn ‖s−m‖∞ ∈ [0, 1

4
+ t

4
];

x0 wenn ‖s−m‖∞ ∈ [1
4

+ t
4
, 1

2
]

wohldefiniert, nach dem Klebelemma stetig und eine Homotopie relativ ∂Ik

von (cx0)](γ) nach γ. Also ist

[(cx0)](γ)] = [γ] in πk(X, x0).

(d) Die Abbildung F : [0, 1]× Ik → X,

(t, s) 7→


β
(
‖s−m‖∞−( 3

8
− t

8
)

1
8

+ t
8

)
wenn ‖s−m‖∞ ∈ [3

8
− t

8
, 1

2
];

α
(
‖s−m‖∞−( 1

4
− t

8
)

1/8

)
wenn ‖s−m‖∞ ∈ [1

4
− t

8
, 3

8
− t

8
];

γ
(
m+ 1

2
s−m
1
4
− t

8

)
wenn ‖s−m‖∞ ∈ [0, 1

4
− t

8
]

ist eine Homotopie relativ ∂Ik von (α · β)](γ) nach β](α](γ)).

Wir können nun auch den Beweis von (a) beenden, indem wir die Invertier-
barkeit der Abbildung θ] : π1(X, x0) → π1(X, y0) nachweisen. Da θ · (θ−) '
cx0 relativ {0, 1}, gilt

(θ−)] ◦ θ] = (θ · θ−)] = (cx0)] = id

auf π1(X, x0); die Gleichheitszeichen gelten hierbei der Reihe nach wegen (d),
(b) bzw. (c). Analog sehen wir, dass θ] ◦ (θ−)] = id auf π1(X, y0). �

Lemma 9.30 Es seien X ein topologischer Raum, x0, y0 ∈ X und k ∈ N.
Weiter seien γ : (Ik, ∂Ik)→ (X, x0) und η : (Ik, ∂Ik)→ (X, x0) Morphismen
von Raumpaaren und F : [0, 1]×Ik → X eine Homotopie von γ nach η derart,
dass für alle t ∈ [0, 1]

F (t, ·)|∂Ik
eine konstante Funktion ist. Für z0 ∈ ∂Ik ist dann

θ : [0, 1]→ X, t 7→ F (t, z0)
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ein Weg von x0 nach y0 und es ist

θ](γ) ' η relativ ∂Ik.

Beweis. Es ist F : [0, 1]× Ik → X,

(t, s) 7→

{
F (t,m+ 2(s−m)) wenn ‖s−m‖∞ ∈ [0, 1

4
];

θ
(
t+ (1− t)‖s−m‖∞−

1
4

1/4

)
wenn ‖s−m‖∞ ∈ [1

4
, 1

2
]

eine Homotopie relativ ∂Ik von θ](γ) nach (cy0)](η). Da (cy0)]η ' η relativ
∂Ik nach Satz 9.27 (c), folgt die Behauptung. 2

Satz 9.31 Es seien X und Y topologische Räume und x0 ∈ X. Weiter seien
f : X → Y sowie g : X → Y stetige Abbildungen, y0 := f(x0), y1 := g(x0),
H : [0, 1] × X → Y eine Homotopie von f nach g und θ(t) := H(t, x0) für
t ∈ [0, 1]. Für jedes k ∈ N gilt dann

g∗ = θ] ◦ f∗

für die Gruppenhomomorphismen f∗ : πk(X, x0)→ πk(Y, y0) sowie g∗ : πk(X, x0)→
πk(Y, y1) und den Isomorphismus θ] : πk(Y, y0)→ πk(Y, y1). Insbesondere ist
f∗ genau dann surjektiv, injektiv bzw. bijektiv, wenn g∗ es ist.

Beweis. Für einen Morphismus γ : (Ik, ∂Ik)→ (X, x0) von Raumpaaren ist

F : [0, 1]× Ik → Y, (t, s) 7→ H(t, γ(s))

eine Homotopie von f ◦ γ nach g ◦ γ derart, dass

F (t, s) = H(t, x0) = θ(t) für alle s ∈ Ik.

Nach Lemma 9.30 ist also

θ](f ◦ γ) ' g ◦ γ

relativ ∂Ik und somit (θ] ◦ f∗)([γ]) = [θ](f ◦ γ)] = [g ◦ γ] = g∗([γ]). 2
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Folgerung 9.32 Sind X und Y topologische Räume, x0 ∈ X und f : X → Y
eine Homotopieäquivalenz, so ist für jedes k ∈ N die Abbildung

f∗ : πk(X, x0)→ πk(Y, y0)

ein Isomorphismus, wobei y0 := f(x0).

Beweis. Es sei g : Y → X eine Homotopieinverse und z0 := g(y0). Da
g ◦f ' idX , ist (g ◦f)∗ = g∗ ◦f∗ nach Satz 9.31 ein Isomorphismus und somit
g∗ : πk(Y, f(x0)) → πk(X, z0) surjektiv. Da die Bezeichnung f∗ schon belegt
ist, schreiben wir f ′∗ für die Abbildung

πk(Y, z0)→ πk(X, g(z0)), [γ] 7→ [f ◦ γ].

Da f ◦ g ' idY , ist nach Satz 9.31

(f ◦ g)∗ = f ′∗ ◦ g∗

ein Isomorphismus und somit g∗ injektiv. Somit ist g∗ ein Isomorphismus.
Komponieren wir den Isomorphismus g∗ ◦ f∗ von links mit (g∗)

−1, so sehen
wir, dass auch f∗ ein Isomorphismus ist. 2

Bemerkung 9.33 Ist f : (X, x0)→ (Y, y0) ein Morphismus punktierter topol-
ogischer Räume, so ist

f∗ : π0(X, x0)→ π0(Y, y0), [γ] 7→ [f ◦ γ]

eine wohldefinierte Abbildung. Ist f eine Homotopieäquivalenz, so ist f∗
eine Bijektion. In diesem Fall ist insbesondere X genau dann wegzusam-
menhängend, wenn Y es ist (Übung).

Folgerung 9.34 Ist X ein topologischer Raum und A ⊆ X ein Retrakt mit
der Inklusionsabbildung i : A→ X, a 7→ a, so ist für jedes x0 ∈ A und jedes
k ∈ N der Gruppen-Homomorphismus

i∗ : πk(A, x0)→ πk(X, x0)

injektiv. Ist A ein Deformationsretrakt, so ist i∗ : πk(A, x0)→ πk(X, x0) ein
Isomorphismus von Gruppen.
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Beweis. ist r : X → A eine Retraktion, so ist r ◦ i = idA und somit

r∗ ◦ i∗ = (r ◦ i)∗ = (idA)∗

die identische Abbildung auf πk(A, x0), somit i∗ injektiv. Ist A eine Defor-
mation, so ist i eine Homotopieäquivalenz, also i∗ nach Folgerung 9.32 ein
Isomorphismus. 2

Folgerung 9.35 Ist ein topologischer Raum X kontrahierbar, so gilt

πk(X, x0) = {e} für alle k ∈ N.

Beweis. Nach Satz 5.73 gibt es eine Homotopieäquivalenz f : X → Y für
einen einpunktigen topologischen Raum Y = {y0}. Für jedes x0 ∈ X ist
f(x0) = y0, nach Folgerung 9.32 also für jedes k ∈ N die Abbildung

f∗ : πk(X, x0)→ πk(Y, y0) = {e}

ein Isomorphismus. 2

Satz 9.36 Es seien f : X → Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen
Räumen, x0 ∈ X und θ : [0, 1]→ X ein Weg von x0 zu einem Punkt x1 ∈ X.
Wir betrachten für k ∈ N0 den Gruppen-Homomorphismus

f∗ : πk(X, x0)→ πk(Y, f(x0)), [γ] 7→ [f ◦ γ]

und den analogen Gruppen-Homomorphismus

f ′∗ : πk(X, x1)→ πk(Y, f(x1)), [γ] 7→ [f ◦ γ] .

Dann ist
(f ◦ θ)] ◦ f∗ = f ′∗ ◦ θ] (42)

mit den Isomorphismen θ] : πk(X, x0)→ πk(X, x1) und (f◦θ)] : πk(Y, f(x0))→
πk(Y, f(x1)), die den Basispunkt ändern. Insbesondere ist f∗ genau dann ein
Isomorphismus (bzw. surjektiv, bzw. injektiv), wenn f ′∗ ein Isomorphismus
ist (bzw. surjektiv, bzw. injektiv).

Beweis. Für jeden Morphismus γ : (Ik, ∂Ik)→ (X, x0) ist per Konstruktion

f ◦ θ](γ) = (f ◦ θ)](f ◦ γ),

so dass (42) gilt; die weiteren Aussagen folgen unmittelbar. 2
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10 Ausblick auf weitere Ergebnisse

Als “roten Faden” geben wir nun einen Überblick über einige Hauptergeb-
nisse, die in der Vorlesung noch bewiesen werden.

Homotopiegruppen von Sphären

Die höheren Homotopiegruppen πk(Sn) sind kompliziert und nach wie vor
nicht für alle Paare (k, n) ∈ N × N bekannt.32 Für die Praxis besonders
relevant ist πk(Sn) für k ≤ n; diese Homotopiegruppen können berechnet
werden und wir werden in der Vorlesung noch zeigen:

Satz 10.1 Es sei n ∈ N.

(a) Für alle natürlichen Zahlen k < n ist πk(Sn) = {0}.

(b) Es ist πn(Sn) ∼= (Z,+).

Sobald Satz 10.1 bewiesen ist, können wir Randpunkte eines Halbraums
völlig analog zu Satz 7.2 und Folgerung 7.3 behandeln. Wir gehen kurz
auf diese Anwendung ein.

Für n ∈ N mit n ≥ 2 betrachten wir den abgeschlossenen Halbraum

H := [0,∞[ ×Rn−1

und seinen Rand ∂H = {0}×Rn−1 als Teilmenge von Rn. Da πn−1(Sn−1) ∼= Z,
können wir im Beweis von Folgerung 7.3 über Randpunkte der Halbebene
einfach Fundamentalgruppen durch (n − 1)te Homotopiegruppen ersetzen.
Man erhält:

Satz 10.2 Sind U1 und U2 offene Teilmengen des abgeschlossenen Halbraums
H = [0,∞[×Rn−1 und φ : U1 → U2 ein Homöomorphismus, so gilt für alle
x ∈ U1

x ∈ ∂H ⇔ φ(x) ∈ ∂H .

Es ist also φ(U1 ∩ ∂H) = U2 ∩ ∂H. �

Wir überspringen die Details, die im Anhang des Kapitels festgehalten sind.

32Siehe die Tabelle auf S. 339 in Hatchers Buch für einen ersten Eindruck.
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Zelluläre Approximation

In diesem und den folgenden zwei Abschnitten stellen wir (später noch zu be-
weisende) Sätze vor, mit deren Hilfe sich Satz 10.1 über die Homotopiegrup-
pen der Sphären beweisen lässt.

Satz 10.3 Es seien X und Y Zellenkomplexe mit den n-Gerüsten Xn bzw.
Yn für n ∈ N0. Dann ist jede stetige Abbildung f : X → Y homotop zu einer
stetigen Abbildung g : X → Y derart, dass

g(Xn) ⊆ Yn für alle n ∈ N0. (43)

Ist A ⊆ X ein Unterkomplex und f(An) ⊆ Yn für alle n ∈ N0, so kann g
homotop f relativ A gewählt werden.

Abbildungen g : X → Y , welche (43) erfüllen, nennt man zellulär.

Zur Erinnerung: Ein Unterkomplex eines Zellenkomplexes (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn)
ist eine abgeschlossene Teilmenge A ⊆ X, die eine Vereinigung von Zellen ist
(siehe Definition 3.31). Ist also X =

⋃
n∈N0

⋃
j∈Jn en,j, so gibt es Teilmengen

Jn(A) ⊆ Jn mit

A =
⋃
n∈N0

⋃
j∈Jn(A)

en,j .

Für jedes n ∈ N0 ist dann

An := A ∩Xn =
⋃
k≤n

⋃
j∈Jk(A)

ek,j.

Bemerkung 10.4 Sei en,j der Abschluss von en,j inX, also en,j = Φn,j(Dn,j).
Da A abgeschlossen ist, ist en,j ⊆ A für alle n ∈ N0 und j ∈ Jn(A). Man
kann zeigen, dass die von X auf A induzierte Topologie final ist bezüglich
den Φn,j|A für n ∈ N0 und j ∈ Jn(A); weiter ist (A, (Φn,j|A)n∈N0,j∈Jn(A)) ein
Zellenkomplex (siehe Lemma 3.35). Wir benötigen beides nicht.

Beweis von Satz 10.1 (a). Es seien k, n ∈ N mit k < n. Wir betrachten
Sn als Zellenkomplex mit einer 0-Zelle e′0 = {y0} und einer n-Zelle,

Sn = e′0 ∪ e′n .

Entsprechend schreiben wir Sk = e0 + ek mit dem Nordpol x0, e0 := {x0}
und einer k-Zelle ek. Für X := Sk und Y := Sn haben wir haben also die
m-Gerüste

Xm =

{
e0 = {x0} für m < k;
X = Sk für m ≥ k
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und

Ym =

{
e′0 = {y0} für m < n;
Y = Sn für m ≥ n.

Ist γ : Sk → Sn eine stetige Abbildung mit γ(x0) = y0, so ist γ auf A := {x0}
zellulär; nach Satz 43 ist also γ homotop relativ A = {x0} zu einer stetigen
Abbildung η : Sk → Sn, welche zellulär ist. Somit gilt

η(Sk) = η(Xk) ⊆ Yk = e′0 = {y0},

es ist also η die konstante Abbildung cy0 und somit [γ] = [cy0 ] = e in
πk(Sn, y0), realisiert als Homotopieklassen von Funktionen auf Sk wie in 9.14–
9.16. �

Lange exakte Homotopiesequenz und π2(S2)
Definition 10.5 Es sei F ein topologischer Raum. Eine surjektive stetige
Abbildung q : E → B zwischen topologischen Räumen heißt Faserbündel mit
Faser F , wenn für jedes x ∈ B eine Umgebung U ⊆ B existiert und ein
Homöomorphismus

θ : q−1(U)→ U × F
derart, dass pr1 ◦ θ = q|q−1(U).

Es ist also θ−1({y} × F ) = q−1({y}) für alle y ∈ U .

Satz 10.6 Es sei q : E → B ein Faserbündel, b0 ∈ B, F := q−1({b0}) und
x0 ∈ F . Ist B wegzusammenhängend, so gibt es eine exakte Sequenz

· · · → πk(F, x0)
i∗→ πk(E, x0)

q∗→ πk(B, b0)→ πk−1(F, x0)→ · · · → π0(E, x0)→ {0},

wobei i : F → E die Inklusionsabbildung ist.

Die Terminologie ist wie folgt:

Definition 10.7 Sind φ : A→ B und ψ : B → C Gruppen-Homomorphismen,
so meint Exaktheit von

A
φ→ B

ψ→ C,

dass im(φ) = ker(ψ).

Bemerkung 10.8 Was Exaktheit an den Mengen π0(. . .) meint (die keine
Gruppen sind), erklären wir auf dem Übungsblatt 14.
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Beispiel 10.9 (Die Hopf-Faserung). Die Kreisgruppe S1 ⊆ C operiert auf

E := S3 ⊆ R4 = R2 × R2 = C× C

durch Skalarmultiplikation, (z, x) 7→ z · x für z ∈ S1 und x ∈ S3 ⊆ C2.
Wir betrachten den Bahnenraum B := S1 \ S3 mit der Quotiententopologie
bezüglich der kanonischen Abbildung

q : S3 → B, x 7→ S1.x .

In Aufgabe 46 des Aufgabenblatts 14 zeigen wir, dass B ∼ S2; somit können
wir q auffassen als eine stetige surjektive Abbildung

q : S3 → S2 .

In Aufgabe 45 des Aufgabenblatts 13 zeigen wir, dass diese ein Faserbündel
mit Faser S1 ist.

Bemerkung 10.10 Der Schiefkörper H = R+Ri+Rj+Rk der Quaternio-
nen ist eine 4-dimensionale reelle Algebra und hat C = R+Ri als reelle Unter-
algebra. Die Sphäre G := S3 ⊆ H ist eine Untergruppe von H× = H\{0} mit
glatter Gruppenmultiplikation und Inversion, also eine Liegruppe. Weiter ist
H := S1 ⊆ C ⊆ H eine kompakte (also abgeschlossene) Untergruppe von S3

und eine Untermannigfaltigkeit, also ebenfalls eine Liegruppe. Es ist bekannt,
dass somit

G→ G/H, g 7→ gH

ein Faserbündel mit Faser H ist (sogar ein besonders schönes, ein sogenanntes
Hauptfaserbündel).33 In den Aufgaben 43 bis 45 von Blatt 13 diskutieren wir
Aspekte zum Teil allgemein, zum Teil für G = S3 ⊆ H und H = S1 ⊆ C.

33Ist H eine Gruppe und sind Mengen X und Y mit einer rechten H-Wirkung versehen,
so nennt man eine Abbildung f : X → Y äquivariant, wenn f(x.h) = f(x).h für alle x ∈ X
und h ∈ H. Sei nun H eine topologische Gruppe und q : E → B ein Faserbündel mit
typischer Faser H, das mit einer rechten H-Wirkung versehen ist. Für jede Trivialisierung
θ : q−1(U)→ U ×H wirkt H von rechts auf U ×H via (x, h)h′ := (x, hh′) für alle x ∈ U
und h, h′ ∈ H. Kann für jedes x ∈ B eine offene x-Umgebung U ⊆ B gefunden werden und
eine Trivialisierung θ : q−1(U)→ U ×H derart, dass θ eine äquivariante Abbildung ist, so
nennt man q : E → B (zusammen mit der Rechtswirkung) ein H-Hauptfaserbündel. Da
die Abbildung θg in Aufgabe 44 (f) äquivariant ist, ist q : G→ H (mit der Rechtswirkung
G×H → G, (g, h) 7→ gh) ein H-Hauptfaserbündel. Insbesondere ist die in den Aufgaben
46 und 47 diskutierte Hopffaserung S3 → S2 ein S1-Hauptfaserbündel.
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Lemma 10.11 Es ist π2(S2) ∼= (Z,+).

Beweis. Die lange exakte Homotopiesequenz für die Hopffaserung S3 → S2

liefert eine exakte Sequenz

· · · → π2(S3)→ π2(S2)→ π1(S1)→ π1(S3)→ · · · ,

wobei π2(S3) = {0} und π1(S3) = {0} nach Satz 10.1 (a) und π1(S1) ∼= Z.
Wir haben also eine exakte Sequenz

{0} → π2(S2)→ Z→ {0},

in welcher der mittlere Homomorphismus wegen der Exaktheit surjektiv und
injektiv ist, also ein Isomorphismus. 2

Der Freudenthalsche Einhängungssatz

Wir erinnern an die Einhängung

S(X) := (X × [0, 1])//(X × {0})//(X × {1})

eines topologischen Raums,34

10.12 Sei qX : X× [0, 1]→ S(X) die kanonische Abbildung. Für jede stetige
Abbildung f : X → Y zwischen topologischen Räumen faktorisiert

X × [0, 1]
f×id[0,1]→ Y × [0, 1]

qY→ S(Y )

über qX , es gibt also eine stetige Abbildung S(f) : S(X)→ S(Y ) mit

S(f) ◦ qX = qY ◦ (f × id[0,1]).

Es ist S(idX) = idS(X).

10.13 Eine stetige Abbildung γ : Sk → Sn liefert eine stetige Abbildung

S(γ) : S(Sk)→ S(Sn),

34Abweichend von Vorigen ist es zweckmäßiger, nun das Intervall [0, 1] als zweiten Faktor
zu schreiben.
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die wir mit fest gewählten Identifizierungen von S(Sk) mit Sk+1 und S(Sn)
mit Sn+1 auffassen können als stetige Abbildung

Sk+1 → Sn+1 .

Und zwar identifizieren wir für diese Zwecke für jedes k ∈ N die k-Sphäre
mit Ik//∂Ik; die kanonische Quotientenabbildung sei für den Moment als

pk : Ik → Ik//∂Ik

bezeichnet. Kürzen wir Sk := Ik//∂Ik ab, so ist die Komposition

Ik × I pk×idI→ Sk × I
qSk→ S(Sk)

eine Quotientenabbildung, welche genau die Punkte des Randes

(∂Ik)× I ∪ Ik × {0, 1}

von Ik+1 miteinander identifiziert und somit über pk+1 zu einem Homöomorphismus

Sk+1 = Ik+1//∂Ik+1 → S(Sk) (44)

faktorisiert, der auf Äquivalenzklassen gegeben ist durch

[(s1, . . . , sk+1)] 7→ [[(s1, . . . , sk)], sk+1] .

Für die Zwecke des folgenden Satzes identifizieren wir Sk+1 mit S(Sk) über
den Homöomorphismus aus (44).

Wir werden sehen, dass man dann eine wohldefinierte Abbildung

πk(Sn, x0)→ πk+1(Sn+1, x0), [γ] 7→ [S(γ)]

bekommt mit x0 ∈ S0, welche ein Gruppen-Homomorphismus ist (genannt
der Einhängungs-Homomorphismus). Wir zeigen auch:

Satz 10.14 (Freudenthalscher Einhängungssatz). Es seien k, n ∈ N. Der
Einhängungs-Homomorphismus

πk(Sn)→ πk+1(Sn+1)

ist für k = 2n− 1 surjektiv; für alle k < 2n− 1 ist er ein Isomorphismus.
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Beweis von Satz 10.1 (b). Für n ≥ 2 ist n = 2n−n ≤ 2n−2 < 2n−1. Der
Freudenthalsche Einhängungssatz kann also mit k := n angewandt werden
und liefert

πn+1(Sn+1) ∼= πn(Sn).

Es ist also
πn(Sn) ∼= π2(S2) für alle n ≥ 2.

Da π2(S2) ∼= Z nach Lemma 10.11, folgt πn(Sn) ∼= Z für alle n ∈ N. �

Bemerkung 10.15 Für n = 1 ist 2n − 1 = 1, nach dem Freudenthalschen
Einhängungssatz der Einhängungshomomorphismus

π1(S1)→ π2(S2) (45)

also surjektiv. Wäre der Kern nicht trivial, so wäre π2(S2) zur endlichen
Gruppe Z/mZ isomorph für ein m ∈ N, im Widerspruch dazu, dass π2(S2) ∼=
Z eine unendliche Gruppe ist. Also ist der Kern trivial und somit auch der
Einhängungshomomorphismus in (45) ein Isomorphismus. Somit ist jeder
der Einhängungshomomorphismen

π1(S1)→ π2(S2)→ π3(S3)→ · · ·

ein Isomorphismus. Da π1(S1) (aufgefasst als Homotopieklassen relativ x0

von Morphismen (S1, x0) → (S1, x0) punktierter topologischer Räume) von
[idS1 ] erzeugt wird und für jedes n ∈ N der Einhängungshomomorphismus

πn(Sn)→ πn+1(Sn+1)

die Homotopieklasse [idS2 ] auf [idSn+1 ] abbildet, sehen wir per Induktion
nach n, dass πn(Sn) von [idSn ] erzeugt wird für alle n ∈ N.

Berechnung von πk(X) über das (k + 1)-Gerüst

Wir halten eine schöne Folgerung der zellulären Approximation fest.

Satz 10.16 Es sei X ein Zellenkomplex mit dem n-Gerüst Xn für n ∈ N0.
Für jedes k ∈ N gilt dann für alle x0 ∈ X0 mit den Inklusionsabbildungen
i : Xk → X und j : Xk+1 → X:

(a) Der Gruppenhomomorphismus i∗ : πk(Xk, x0)→ πk(X, x0) ist surjektiv.
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(b) j∗ : πk(Xk+1, x0)→ πk(X, x0) ist ein Isomorphismus.

Beweis. Sei z0 ∈ ∂Ik. Wir betrachten Ik als Zellenkomplex mit der 0-Zelle
e0 := {z0}, der (k− 1)-Zelle ek−1 := (∂Ik) \ {z0} und der k-Zelle ek := ]0, 1[k.
Dann ist A := ∂Ik = e0 ∪ ek−1 ein Unterkomplex von Ik. Ist

γ : (Ik, ∂Ik)→ (X, x0)

ein Morphismus von Raumpaaren, so ist wegen γ(e0) = {x0} ⊆ X0 und
γ(ek−1) = {x0} ⊆ X0 die Einschränkung γ|∂Ik zellulär. Zelluläre Approxi-
mation liefert eine stetige Abbildung η : Ik → X, welche zellulär ist und zu
γ homotop relativ A, so dass also insbesondere

η|∂Ik = γ|∂Ik

konstant x0 ist. Somit ist η : (Ik, ∂Ik)→ (X, x0) ein Morphismus von Raumpaaren
und [γ] = [η] in πk(X, x0). Da η zellulär ist und Ik das k-Gerüst Ik hat, gilt

η(Ik) ⊆ Xk.

Wir können also die Homotopieklasse [η|Xk ] ∈ πk(Xk, x0) bilden. Da

i∗([η|Xk ]) = [i ◦ ηXk ] = [η] = [γ],

ist i∗ surjektiv.

(b) Für γ und η wie im Beweis von (a) können wir [η|Xk+1 ] ∈ πk(Xk+1, x0)
bilden und erhalten j∗([η|Xk+1 ]) = [j ◦η|Xk+1 ] = [η] = [γ]; also ist j∗ surjektiv.

Zum Nachweis der Injektivität von j∗ seien nun beliebige Homotopieklassen
[γ], [η] ∈ πk(Xk+1, x0) gegeben mit j∗([γ]) = j∗([η]). Anwendung von (a) mit
Xk+1 statt X zeigt, dass wir γ(Ik) ⊆ Xk und η(Ik) ⊆ Xk annehmen dürfen.
Es sei F : I × Ik → X eine Homotopie relativ ∂Ik von j ◦ γ nach j ◦ η. Wir
können I×Ik = Ik+1 so als Zellenkomplex auffassen und ∂Ik+1 als Unterkom-
plex, dass F |∂Ik+1 zellulär ist (siehe Aufgabe 47 des Aufgabenblatts 14).
Zelluläre Approximation liefert dann eine stetige Abbildung G : Ik+1 → X,
welche zellulär ist und homotop zu F relativ ∂Ik+1. Wie in Aufgabe 47
gezeigt, ist dann G eine Homotopie relativ ∂Ik von j ◦ γ nach j ◦ η und
G(Ik+1) ⊆ Xk+1. Also ist G|Xk+1 : I× Ik → Xk+1 eine Homotopie relativ ∂Ik

von γ nach η und somit [γ] = [η] in πk(Xk+1, x0). Also ist j∗ injektiv. 2
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Der Satz von Whitehead

Definition 10.17 Eine stetige Abbildung f : X → Y zwischen wegzusam-
menhängenden topologischen Räumen X und Y wird eine schwache Homo-
topieäquivalenz genannt, wenn für ein (somit jedes) x0 ∈ X und jedes k ∈ N
die Abbildung

f∗ : πk(X, x0)→ πk(Y, f(x0))

ein Isomorphismus ist.

Jede Homotopieäquivalenz zwischen wegzusammenhängenden topologischen
Räumen ist eine schwache Homotopieäquivalenz, nach Folgerung 9.32. Wir
werden zeigen:

Satz 10.18 (Satz von Whitehead ). Jede schwache Homotopieäquivalenz

f : X → Y

zwischen wegzusammenhängenden Zellenkomplexen ist eine Homotopie-
äquivalenz.

Folgerung 10.19 Ein wegzusammenhängender Zellenkomplex X ist genau
dann kontrahierbar, wenn

πk(X) = {0} für alle k ∈ N. (46)

Beweis. Die Bedingung ist wegen Folgerung 9.35 notwendig für Kontrahier-
barkeit. Gilt umgekehrt (46), so sei x0 ∈ X und f : X → {x0} die konstante
Abbildung. Da πk({x0}, x0) = {0} für alle k ∈ N und πk(X, x0) = {0} per
Voraussetzung, ist

f∗ : πk(X0, x0)→ πk({x0}, x0)

ein Isomorphismus für alle k ∈ N, also f eine schwache Homotopieäquivalenz.
Nach dem Satz von Whitehead ist f eine Homotopieäquivalenz, also X kon-
trahierbar nach Satz 5.73. 2
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Anhang zu Kapitel 10

Wir begründen nun Satz 10.2. Man beweist analog zu Satz 7.2:

Satz 10.20 Es sei U ⊆ H eine relativ offene Teilmenge von H = [0,∞[×Rn−1

und x ∈ U . Dann gilt:

(a) Ist x ∈ ∂H, so gibt es eine x-Umgebung V in U , für welche V \ {x}
kontrahierbar ist.

(b) Ist x 6∈ ∂H, so gibt es keine x-Umgebung V ⊆ U derart, dass V \ {x}
kontrahierbar ist.

Beide Fälle schließen sich aus und involvieren nur den topologischen Raum U
(unabhängig von seiner Einbettung in H und Rn). Also folgt unmittelbar
Satz 10.2.

Beweis von Satz 10.20. (a) Ist x ∈ U ∩ ∂H, so ist

V := {y ∈ H : ‖y − x‖2 ≤ ε} ⊆ U

für ein ε > 0. Dann ist V konvex und das Innere V 0 6= ∅ als Teilmenge
von Rn. Wir wählen x0 ∈ V 0; da x ∈ ∂H, ist x 6∈ V 0 und somit x 6= x0.
Dann ist V \ {x} sternförmig bezüglich x0. Nach Beispiel 5.43 ist V \ {x}
kontrahierbar.

(b) Sei x ∈ U \∂H und V ⊆ U eine x-Umgebung. Ist V \{x} nicht wegzusam-
menhängend, so ist V \ {x} nicht kontrahierbar. Ist V \ {x} wegzusam-
menhängend, so wählen wir ein ε > 0 mit

{y ∈ Rn : ‖y − x‖2 ≤ ε} ⊆ V .

Dann ist
A := {y ∈ Rn : ‖y − x‖2 = ε}

eine zu Sn−1 homöomorphe Teilmenge von V \ {x} und die Abbildung

r : V \ {x} → A, y 7→ x+ ε
y − x
‖y − x‖2

ist eine Retraktion. Sei x0 ∈ A. Bezeichnet i : A → V \ {0} die Inklusions-
abbildung, so ist nach Folgerung 9.34

i∗ : πn−1(A, x0)→ πn−1(V \ {x}, x0)

injektiv. Da πn−1(A, x0) ∼= Z wegen Satz 10.1 (b), ist im(i∗) ∼= Z und somit
π1(V \{x}, x0) nicht die triviale Gruppe. Wegen Folgerung 9.35 kann V \{x}
also nicht kontrahierbar sein. �
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11 Relative Homotopiegruppen und lange

exakte Homotopiesequenz

Für ein Raumpaar (X,A) und x0 ∈ A kann für k ≥ 2 eine Gruppe πk(X,A, x0)
definiert werden, eine sogenannte relative Homotopiegruppe. Im Fall k = 1
hat man zumindest eine Menge π1(X,A, x0). Die relativen Homotopiegrup-
pen sind Teil einer langen exakten Homotopiesequenz, die oft nützlich ist.
Im Spezialfall eines Faserbündels kann diese konkretisiert werden in einer
Form, die nur noch gewöhnliche (nicht relative) Homotopiegruppen beinhal-
tet (siehe Kapitel 14); in Kapitel 10 haben wir bereits gesehen, wie dies
(angewandt auf die Hopf-Faserung) zum Beispiel zur Berechnung von π2(S2)
benutzt werden kann.

Definition 11.1 Für k ∈ N sei

Jk−1 := (Ik−1 × {1}) ∪ (∂(Ik−1)× I) ⊆ Ik .

Es ist also

J0 = {1} ⊆ I, J1 = (I×{1})∪({0, 1}×I) und J2 = (I2×{1})∪((∂I2)×I) .

Gegeben ein Raumpaar (X,A) und x0 ∈ A betrachten wir Morphismen von
Raumtripeln

γ : (Ik, ∂Ik, Jk−1)→ (X,A, x0);

es ist also : Ik → X eine stetige Abbildung derart, dass γ(∂Ik) ⊆ A und
γ(s) = x0 für alle s ∈ Jk−1. Wir betrachten Morphismen γ und η als
äquivalent, wenn eine Homotopie F : I×Ik → X von γ nach η existiert derart,
dass für jedes t ∈ I auch F (t, ·) : Ik → X ein Morphismus von Raumtripeln

(Ik, ∂Ik, Jk−1)→ (X,A, x0)

ist. Es sei πk(X,A, x0) die Menge von Äquivalenzklassen [γ] mit

γ : (Ik, ∂Ik, Jk−1)→ (X,A, x0).

Ist k ≥ 2, so erhalten wir für Morphismen γ : (Ik, ∂Ik, Jk−1) → (X,A, x0)
und η : (Ik, ∂Ik, Jk−1)→ (X,A, x0) eine stetige Abbildung

γ · η : Ik → X
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wie in 9.3; diese ist ein Morphismus (Ik, ∂Ik, Jk−1) → (X,A, x0) und man
sieht wie in Lemma 5.25 und Satz 9.6, dass die Abbildung

πk(X,A, x0)× πk(X,A, x0)→ πk(X,A, x0), [γ] [η] := [γ · η]

wohldefiniert ist und aus πk(X,A, x0) eine Gruppe macht mit Neutralelement
[cx0 ] und [γ]−1 := [γ−] mit γ− wie in 9.4.

11.2 Ist k ≥ 3, so ist γ ∗ η (wie in (34) ein Morphismus für Morphismen γ
und η wie zuvor und (37) gilt; wie dort können wir folgern, dass dann die
Gruppe πk(X,A, x0) abelsch ist.

Bemerkung 11.3 Für k = 1 ist ein Morphismus von (I1, ∂I1, J0) = (I, {0, 1}, {1})
nach (X,A, x0) ein Weg γ : I → X in X, dessen Endpunkt γ(1) = x0 ist und
dessen Anfangspunkt γ(0) in A ist. Die Menge π1(X,A, x0) der entsprechen-
den Homotopieklassen wird nur als Menge betrachtet (nicht zu einer Gruppe
gemacht). Genauer ist 0 := [cx0 ] ein interessantes Element und man betra-
chtet das Paar (π1(X,A, x0), 0) (also eine punktierte Menge).

Bemerkung 11.4 Sei X ein topologischer Raum und x0 ∈ X. Eine stetige
Abbildung γ : Ik → X ist genau dann ein Morphismus (Ik, ∂Ik) → (X, x0),
wenn sie ein Morphismus (Ik, ∂Ik, Jk−1)→ (X, x0, x0) ist. Mit A := {x0} ist
also

πk(X, x0) = πk(X, x0, x0);

gewöhnliche (absolute) Homotopiegruppen und für k ≥ 2 Spezialfälle der
absoluten (und für k = 1 wenigstens als Menge).

Relative Homotopiegruppen als Funktor

Wir führen nun Gruppenhomomorphismen f∗ zwischen relativen Homotopiegrup-
pen ein.

11.5 Ist f : (X,A, x0)→ (Y,B, y0) ein Morphismus, so ist für jeden Morphis-
mus γ : (Ik, ∂Ik, Jk−1)→ (X,A, x0) die Komposition f ◦ γ : (Ik, ∂Ik, Jk−1)→
(Y,B, y0) ein Morphismus. Im Fall k ≥ 2 sieht man wie in Lemma 9.11, dass

f∗ : πk(X,A, x0)→ πk(Y,B, y0), [γ] 7→ [f ◦ γ]

ein Gruppen-Homomorphismus ist. Auch im Fall k = 1 ist f∗([cx0 ]) = [cy0 ].
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Bemerkung 11.6 Im Fall k ≥ 2 kann man (X,A, x0) 7→ πk(X,A, x0), f 7→
f∗ als Funktor

Raumtripel der Form (X,A, x0) → Gruppen

auffassen (analog zu Satz 9.13); für k = 1 hat man einen Funktor in die
Kategorie der punktierten Mengen (vgl. Übungsblatt 14).

Wechsel des Basispunkts*

11.7 Es sei (X,A) ein Raumpaar, x0, y0 ∈ A und θ : [0, 1]→ A ein Weg in A

von x0 nach y0. Es sei m :=
(

1
2
, . . . , 1

2

)
der Mittelpunkt von Ik,

p :=
(1

2
, . . . ,

1

2
,
1

4

)
∈ Ik

und

q :=
(1

2
, . . . ,

1

2
, 0
)
∈ Ik .

Für jeden Morphismus γ : (Ik, ∂Ik, Jk−1) → (X,A, x0) ist dann θ\(γ) : Ik →
X,

s 7→

{
γ(m+ 2(s− p)) wenn ‖s− p‖∞ ≤ 1

4
;

θ
(

4
∥∥∥(s1 − 1

2
, . . . , sk−1 − 1

2
, 1

2
sk

)∥∥∥
∞
− 1
)

wenn ‖s− p‖∞ ≥ 1
4

mit s = (s1, . . . , sk) ein Morphismus (Ik, ∂Ik, Jk−1)→ (X,A, y0) (siehe Skizze
in der Vorlesung).

Analog zu Satz 9.27 haben wir:

Lemma 11.8 Es sei (X,A) ein Raumpaar, x0 ∈ A und k ∈ N.

(a) Für jedes y0 ∈ A und jeden Weg θ : [0, 1]→ A von x0 nach y0 ist

θ\ : πk(X,A, x0)→ πk(X,A, y0), [γ] 7→ [f\(γ)]

wohldefiniert. Ist k ≥ 2, so ist die so erhaltene Abbildung θ\ zwischen
relativen Homotopiegruppen ein Isomorphismus von Gruppen. Im Fall
k = 1 ist θ\ eine Bijektion, welche [cx0 ] auf [cy0 ] abbildet.
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(b) Ist ζ : [0, 1]→ A homotop relativ {0, 1} zu θ in A, so ist θ\ = ζ\.

(c) Es ist (cx0)\ die identische Abbildung πk(X,A, x0)→ πk(X,A, x0).

(d) Ist α : [0, 1] → A ein Weg von x0 nach y0 und β : [0, 1] → A ein Weg
von y0 nach z0, so gilt

(α · β)\ = β\ ◦ α\

für die Abbildungen α\ : πk(X,A, x0)→ πk(X,A, y0),

β\ : πk(X,A, y0)→ πk(X,A, z0)

sowie (α · β)\ : πk(X,A, x0)→ πk(X,A, z0).

Beweis. Dies lässt sich auf den Beweis von Satz 9.27 zurückführen.

Ist γ : (Ik, ∂Ik, Jk−1) → (X,A, x0) ein Morphismus, so erhalten wir einen
Morphismus γ[ : (Ik, ∂Ik) → (X, x0), indem wir den Definitionsbereich Ik

von γ mit Ik−1× [1
2
, 1] identifizieren und die dort erhaltene35 Funktion so auf

Ik fortsetzen, dass sie spiegelsymmetrisch zu sk = 1
2

ist, also

γ[(s) := γ[(s1, . . . , sk−1, 1− sk)

für alle s = (s1, . . . , sk) ∈ Ik−1 × [0, 1
2
]. Man sieht direkt, dass

(γ · η)[ = γ[ · η[, (cx0)[ = cx0 und(γ−)[ = (γ[)
−

für alle Morphismen γ und η von (Ik, ∂Ik, Jk−1) nach (X,A, x0). Wir haben
θ\(γ) so definiert, dass

(θ\(γ))[ = θ](γ[)

mit θ] wie in 9.25. Da all die im Beweis von Satz 9.27 auftretenden (jetzt
F genannten) Homotopien F : [0, 1] × Ik → X für alle Parameter t ∈ [0, 1]
alle s ∈ Ik−1×{1/2} in A abbilden, können wir diese nach Einschränken auf
[0, 1] × Ik−1 × [1

2
, 1] als Homotopien [0, 1] × Ik auffassen, welche auf [0, 1] ×

Ik−1×{0} nur Werte in A annehmen (und auf [0, 1]× Jk−1 den Wert x0); in
Formeln ist die so erhaltene Homotopie

[0, 1]× Ik → X, (t, s) 7→ F
(
t, s1, . . . , sk−1,

1

2
+

1

2
sk

)
.

Die Behauptungen folgen. 2

35Für s = (s1, . . . , sk) ∈ Ik−1 × [ 12 ] ist also γ[(s) := γ(s1, . . . , sk−1, 2 sk − 1).
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Bemerkung 11.9 Ist (X,A) ein Raumpaar und A wegzusammenhängend,
so ist also

πk(X,A, x0) ∼= πk(X,A, y0)

für alle x0, y0 ∈ A und k ≥ 2. Im Falle k = 1 gibt es eine Bijektion
π1(X,A, x0)→ π1(X,A, y0), die [cx0 ] auf [cy0 ] abbildet.

Bemerkung 11.10 Mit dem gleichen Trick hätte man auch schon die Wohl-
definiertheit der Gruppenoperation auf πk(X,A, x0) für k ≥ 2 zeigen können,
die Gruppenaxiome und alle Eigenschaften von f∗, durch Zurückführen auf
die frühere Diskussion absoluter Homotopiegruppen via γ 7→ γ[ und Zurück-
holen von Homotopien.

Interpretation via Abbildungen auf Dk
Analog zu 9.14 ist folgende Interpretation möglich für die zur Definition von
πk(X,A, x0) benutzen Morphismen (Ik, ∂Ik, Jk−1) und ihre Homotopieklassen
in πk(X,A, x0).

11.11 Jeder Morphismus

γ : (Ik, ∂Ik, , Jk−1)→ (X,A, x0)

faktorisiert zu einer stetigen Abbildung

γ : Ik//Jk−1 → X,

die durch γ ◦ q = γ festgelegt ist mit der kanonischen Quotientenabbildung
q : Ik → Ik//Jk−1. Wegen Folgerung 8.9 ist

Ik//Jk−1 ∼ Ik//({0} × Ik−1 = cone(Ik−1)

homöomorph zum Kegel über Ik−1, der sich als Pyramide in Rk über der
Grundfläche Ik−1 auffassen lässt, also eine kompakte konvexe Menge mit
nicht-leerem Inneren und somit eine k-Zelle homöomorph zu Dk ist, wobei
der Homöomorphismus den jeweiligen Rand als Teilmenge von Rk bijektiv
aufeinander abbildet. Da Ik//Jk−1 Hausdorffsch und ∂Ik kompakt ist, ist

q|∂Ik : ∂Ik → q(∂Ik)
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eine Quotientenabbildung. Also ist ∂Ik//Jk−1 ∼ q(∂Ik). Unter den vorigen
Homöomorphismen wird diese Menge auf Sk−1 ⊆ Dk abgebildet. Also ist

(Ik//Jk−1, ∂I
k//Jk−1) ∼= (Dk,Sk−1).

Sei z0 ∈ Sk−1 der Punkt, der in der vorigen Konstruktion der Kegelspitze
entsprach. Wir können γ dann als Morphismus (Dk,Sk−1, z0) → (X,A, x0)
auffassen. Entsprechend faktorisiert jede Homotopie F : [0, 1]× Ik → X mit
F (t, ·) : (Ik, ∂ik, Jk−1)→ (X,A, x0) zu einer Homotopie

F : [0, 1]× Dk → X

mit F (t, ·) : (Dk,Sk−1, z0)→ (X,A, x0).

Das Kompressionskriterium

Mit Identifizierungen wie in 11.11 gilt:

Satz 11.12 (Kompressionskriterium) Es sei (X,A) ein Raumpaar, x0 ∈ A,
k ∈ N, z0 ∈ Sk−1 und γ : (Dk,Sk−1, z0) → (X,A, x0) ein Morphismus. Dann
sind äquivalent:

(a) γ = [cx0 ] in πk(X,A, x0).

(b) γ ist homotop relativ Sk−1 zu einer stetigen Abbildung η : Dk → X mit
Bild η(Dk) ⊆ A.

Beweis. (b)⇒(a): Ist F eine Homotopie relativ Sk−1 von γ zu einem η wie
in (b), so ist [γ] = [η] in πk(X,A, x0). Da {z0} ein starker Deformationsre-
trakt von Dk ist, gibt es eine Homotopie G : [0, 1] × Dk → Dk von idDk zur
konstanten Abbildung cz0 : Dk → Dk. Dann ist η ◦ G eine Homotopie von
η zur konstanten Abbildung cx0 : Dk → X, welche nur Werte in A annimmt
und η(G(t, z0)) = η(z0) = x0 erfüllt für alle t ∈ [0, 1]. Also ist [η] = [cx0 ] in
πk(X,A, x0).

(a)⇒(b): Gilt (a), so gibt es eine Homotopie F : [0, 1]×Dk → X von γ nach
cx0 derart, dass F (t, ·) ein Morphismus (Dk,Sk−1, z0) → (X,A, x0) ist für
jedes t ∈ [0, 1]. Wir definieren

G : [0, 1]× Dk → X
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via

G(t, rz) :=

{
F (2(1− r), z) wenn 1− t/2 ≤ r ≤ 1

F
(
t, r

1−t/2z
)

wenn 0 ≤ r ≤ 1− t/2.

für t ∈ [0, 1], z ∈ Sk−1 und r ∈ [0, 1]. Für t = 0 ist G(0, s) = F (0, s) = γ(s)
für alle s ∈ Dk. Für alle t ∈ [0, 1] ist für alle z ∈ Sk−1 mit r := 1

G(t, z) = F (0, z) = η(z) = G(0, z),

also G eine Homotopie relativ Sk−1. Für t = 1 ist G(1, rz) = F (1, 2rz) =
x0 ∈ A wenn 0 ≤ r ≤ 1/2; für 1/2 ≤ r ≤ 1 ist

G(1, rz) = F (2(1− r), z) ∈ A .

Also ist η := G(1, ·) : Dk → X eine stetige Abbildung mit Werten in A. 2

Lange exakte Homotopiesequenz

Wir betrachten folgende Situation.

11.13 Es sei (X,A) ein Raumpaar und x0 ∈ A. Wir betrachten die Inklu-
sionsabbildung i : A→ X als Morphismus

(A, x0)→ (X, x0);

für jedes k ∈ N0 induziert dieser eine Abbildung

i∗ : πk(A, x0)→ πk(X, x0), [γ] 7→ [i ◦ γ],

die für alle k ∈ N ein Gruppen-Homomorphismus ist. Wir betrachten die
identische Abbildung j : X → X als Morphismus

(X, {x0}, x0)→ (X,A, x0).

Für jedes k ∈ N induziert dieser eine Abbildung

j∗ : πk(X, x0)→ πk(X,A, x0), [γ] 7→ [γ],

die für alle k ≥ 2 ein Gruppen-Homomorphismus ist. Für jedes k ∈ N ist
zudem

∂ : πk(X,A, x0)→ πk−1(A, x0), [γ] 7→ [γ|AIk−1 ]

eine wohldefinierte Abbildung, die [cx0 ] auf [cx0 ] abbildet und im Falle k ≥ 2
ein Gruppen-Homomorphismus ist (was wir sogleich nachrechnen). Hierbei
wird Ik−1 wie üblich mit Ik−1 × {0} ⊆ Ik identifiziert.

222



11.14 Ist γ ein Morphismus (Ik, ∂Ik, Jk−1) → (X,A, x0), so ist γ|A
Ik−1 ein

Morphismus (Ik−1, ∂Ik−1) → (A, x0). Es ist nämlich γ(Ik−1) ⊆ γ(∂Ik) ⊆ A;
für jedes s ∈ ∂Ik−1 ist zudem (s, 0) ∈ ∂Ik−1× [0, 1] ⊆ Jk−1, also γ(s, 0) = x0.

Zum Nachweis der Wohldefiniertheit sei F : [0, 1]× Ik → X eine Homotopie
von γ zu einem Morphismus η : (Ik, ∂Ik, Jk−1) → (X,A, x0) mit der Eigen-
schaft, dass F (t, ·) für jedes t ∈ [0, 1] ein Morphismus (Ik, ∂Ik, Jk−1) →
(X,A, x0) ist. Dann ist F (t, s) ∈ A für alle t ∈ [0, 1] und s ∈ Ik−1, da
Ik−1 = Ik−1 × {0} ⊆ ∂Ik und F ({t} × ∂Ik) ⊆ A. Nach dem vorigen Argu-
ment ist weiter F (t, ·)|∂Ik konstant x0. Also ist

G : [0, 1]× Ik−1 → A, (t, s) 7→ F (t, s)

eine Homotopie relativ ∂Ik−1 von γ|A
Ik−1 nach η|A

Ik−1 und somit

[γ|AIk−1 ] = [η|AIk−1 ] in πk−1(A, x0).

Ist k ≥ 2, so ist für Morphismen γ und η von (Ik, ∂Ik, Jk−1) nach (X,A, x0)

(γ · η)|Ik−1 = (γ|Ik−1) · (η|Ik−1),

also ∂([γ] [η]) = ∂([γ · η]) = [(γ · η)|Ik−1 ] = [γ|Ik−1 · η|Ik−1 ] = [γ|Ik−1 ] [η|Ik−1 ] =
∂([γ])∂([η]).

Dann gilt, mit Exaktheit wie auf Aufgabenblatt 14:

Satz 11.15 (Lange exakte Homotopiesequenz) Die Sequenz

· · · → πk(A, x0)
i∗→ πk(X, x0)

j∗→ πk(X,A, x0)
∂→ πk−1(A, x0)→ · · · → π0(X, x0)

ist exakt.

Beweis. Es sei k ≥ 1. Exaktheit an πk−1(A, x0): Ist γ ein Morphismus
(Ik, ∂Ik, Jk−1)→ (X,A, x0), so ist

F : [0, 1]× Ik−1 → X, (t, s) 7→ γ(s, t)

eine Homotopie relativ ∂Ik−1 von γ|Ik−1 = i ◦ γ|A
Ik−1 nach cx0 , also

i∗(∂([γ])) = [γ|Ik−1 ] = [cx0 ]
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in πk−1(X, x0). Ist umgekehrt γ : (Ik−1, ∂Ik−1) → (A, x0) ein Morphismus
mit i∗([γ]) = [cx0 ] in πk−1(X, x0), so existiert eine Homotopie

F : [0, 1]× Ik−1 → X

relativ ∂Ik−1 von i ◦ γ nach cx0 . Dann ist

η : Ik → X, (s, t) 7→ F (t, s)

ein Morphismus (Ik, ∂Ik, Jk−1)→ (X,A, x0) und ∂([η]) = [γ] in πk−1(A, x0).

Exaktheit an πk(X,A, x0): Ist γ ein Morphismus (Ik, ∂Ik) → (X, x0), so
ist γ|Ik−1 konstant x0, da Ik−1 = Ik−1 × {0} ⊆ ∂Ik. Also ist ∂(j∗([γ])) =
[γA|Ik−1 ] = [cx0 ] in πk−1(A, x0).

Sei umgekehrt γ : (Ik, ∂Ik, Jk−1) → (X,A, x0) ein Morphismus mit ∂([γ]) =
[cx0 ] in πk−1(A, x0). Dann existiert also eine Homotopie F : [0, 1]× Ik−1 → A
relativ ∂Ik−1 von cx0 nach γ|Ik−1 . Es ist dann η : Ik = Ik−1 × I → X,

(s, t) 7→
{

F (2t, s) wenn t ∈ [0, 1
2
];

γ(s, 2t− 1) wenn t ∈ [1
2
, 1]

stetig und ein Morphismus (Ik, ∂Ik) → (X, x0). Weiter ist j∗([η]) = [γ] in
πk(X,A, x0), denn die Abbildung

G : [0, 1]×Ik−1×I → X, (r, s, t) 7→

{
F (r + 2t, s) wenn t ∈ [0, 1

2
− 1

2
r];

γ
(
s, 2t−1+r

1+r

)
wenn t ∈ [1

2
− 1

2
r, 1]

ist stetig und eine Homotopie von η nach γ derart, dass G(r, ·) ein Morphis-
mus (Ik, ∂Ik, Jk−1)→ (X,A, x0) ist für alle r ∈ [0, 1].

Exaktheit an πk(X, x0): Ist γ : (Ik, ∂Ik) → (A, x0) ein Morphismus, so sieht
man [j ◦ i ◦ γ] = j∗(i∗([γ])) = [cx0 ] in πk(X,A, x0) wie folgt: Da γ|∂Ik kon-
stant x0 ist, faktorisiert j◦i◦γ = i◦γ zu einer stetigen Abbildung γ : Dk → X,
die auf Sk−1 konstant x0 ist. Es ist

γ(Dk) = γ(Ik) ⊆ A.

Nach dem Kompressionskriterium ist [γ] = [cx0 ] in πk(X,A, x0) bei Be-
nutzung von Abbildungen auf Dk, folglich [j ◦ i ◦ γ] = [cx0 ] bei Benutzung
von Abbildungen auf Ik.
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Sie umgekehrt γ : (Ik, ∂Ik)→ (X, x0) ein Morphismus derart, dass j∗([γ]) =
[cx0 ] in πk(X,A, x0). Aus dem Kompressionskriterium folgt, dass es dann eine
Homotopie relativ ∂Ik gibt von γ zu einem Morphismus η : (Ik, ∂Ik, Jk−1)→
(X,A, x0) mit η(Ik) ⊆ A. Dann ist [η|A] ∈ πk(A, x0) und i∗([η|A]) = [i◦η|A] =
[η] = [γ] in πk(X, x0). 2
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12 Zelluläre Approximation

In diesem Kapitel beweisen wir Satz 10.3. Wir benutzen den folgenden
Sachverhalt, der im Anhang näher erläutert wird.

Lemma 12.1 Es seien k, n ∈ N0 mit k < n und f : Ik → Y eine stetige Ab-
bildung in einen Hausdorffschen topologischen Raum Y . Weiter sei Φ: Dn →
Y eine stetige Abbildung derart, dass e := Φ(D0

n) offen in Y ist und Φ|eD0
n

ein Homöomorphismus, mit D0
n := Dn \ Sn−1. Dann ist f homotop relativ

f−1(Y \ e) zu einer stetigen Abbildung g : Ik → Y derart, dass

g(Ik) ⊆ Y \ e .

Bemerkung 12.2 Zum Beweis des Lemmas genügt es, e \ g(Ik) 6= ∅ zu
erreichen. Wir wählen dann einen Punkt z0 ∈ e \ g(Ik) und erhalten x0 :=
(Φ|eDn)−1 ∈ Dn \Sn−1. Es sei i : Sn−1 → Dn die Inklusionsabbildung. Da Sn−1

nach Beispiel 5.56 ein starker Deformationsretrakt von Dn \ {x0} ist, gibt es
eine Homotopie

H : [0, 1]× (Dn \ {x0})→ Dn \ {x0}

relativ Sn−1 von idDn\{x0} nach i◦r mit einer starken Deformationsretraktion
r : Dn \ {x0} → Sn−1. Da H(t, x) = x für alle t ∈ [0, 1] und x ∈ Sn−1, ist eine
Abbildung G : [0, 1]× Φ(Dn)→ Φ(Dn) via

(t,Φ(x)) 7→ Φ(H(t, x))

wohldefiniert und diese ist stetig, da id[0,1]×Φ|Φ(Dn) eine Quotientenabbildung
ist als stetige surjektive Abbildung von einem kompakten Raum in einen
Hausdorffraum. Dann ist

F : [0, 1]× Ik → Y, (t, s) 7→
{

g(s) wenn s ∈ g−1(Y \ e);
G(t, f(x))) wenn s ∈ g−1(Φ(Dn))

wohldefiniert und nach dem Klebelemma stetig. Es ist h := F (1, ·) stetig
und e ∩ h(Ik) = ∅. Per Konstruktion ist F eine Homotopie von g nach h
relativ g−1(Y \ e), wobei g−1(Y \ e) ⊇ f−1(Y \ e).

Mehrmalige Anwendung von Lemma 12.1 zeigt:
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Lemma 12.3 Es sei X ein Zellenkomplex mit n-Gerüst Xn für n ∈ N0.
Seien k, n ∈ N0 mit k < n und f : Ik → X eine stetige Abbildung mit
f(Ik) ⊆ Xn. Dann ist f homotop relativ f−1(Xn−1) zu einer stetigen Abbil-
dung g : Ik → X mit g(Ik) ⊆ Xn−1.

Beweis. Es seien en,j für j ∈ Jn die n-Zellen von X. Ist f(Ik) ⊆ Xn−1, ist
nichts zu zeigen. Andernfalls ist die Menge

M := {j ∈ Jn : en,j ∩ f(Ik) 6= ∅}

nicht leer; sie ist zudem endlich, nach Satz 3.20 (c). Der Beweis ist per
Induktion nach der Zahl m der Elemente von M . Der Induktionsanfang m =
1 ist ein Spezialfall von Lemma 12.1 mit Y := Xn−1 ∪ en,j und Φ := Φn,j|Y ,
wobei M = {j}. Im Falle m > 0 sei j ∈M ; wir wenden Lemma 12.1 auf f an
als Abbildung nach Xn−1 ∪

⋃
i∈M en,i und dann die Induktionsvoraussetzung

auf die erhaltene Abbildung g : Ik → Xn−1 ∪
⋃
i∈M\{j} en,i. 2

Lemma 12.4 Es sei X ein Zellenkomplex mit n-Gerüst Xn für n ∈ N0. Es
sei k ∈ N0 und f : Ik → X stetig. Dann ist f homotop relativ f−1(Xk) zu
einer stetigen Abbildung g : Ik → X mit g(Ik) ⊆ Xk.

Beweis. Da f(Ik) kompakt ist, existiert nach Satz 3.20 (c) ein n ∈ N0 mit
f(Ik) ⊆ Xn. Ist n ≤ k, sind wir fertig. Ist n > k, wenden wir Lemma 12.3
n−k mal an, um f nacheinander durch Abbildungen Ik → Xn−j zu ersetzen
mit j ∈ {1, . . . , n− k}. 2

Beweis von Satz 10.3. Für n ∈ N0 sei Xn das n-Gerüst von X und Yn das
n-Gerüst von Y . Es seien ΦX

n,j : Dn,j → X für j ∈ JXn die charakteristischen
Abbildungen (wobei o.B.d.A. Dn,j = In für jedes j ∈ JXn ), eXn,j = ΦX

n,j(]0, 1[n)
und Jn(A) := {j ∈ JXn : en,j ⊆ A}. Weiter sei X−1 := ∅ und Y−1 := ∅. Für
jedes n ∈ N0 ∪ {−1} ist

A ∪Xn

eine abgeschlossene Teilmenge von X und ein Unterkomplex.

Sei f−1 :=:= f . Wir behaupten, dass für jedes n ∈ N0 eine stetige Abbildung

fn : X → Y

mit
fn(A ∪Xn) ⊆ Yn
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existiert und eine Homotopie

Fn : [0, 1]×X → Y

relativ A∪Xn−1 von fn−1 nach fn. Insbesondere ist dann also fn|A = fn−1|A =
· · · = f−1|A = f |A und für alle k < n

fn|Xk = fn−1|Xk = · · · = fk|Xk ,

also fn(Xk) = fk(Xk) ⊆ Yk.

Wenn das stimmt, können wir den Beweis wie folgt zu Ende führen: Wir
definieren F : [0, 1]×X → Y via

F (t, x) :=

{
Fn(t, x) wenn t ∈ [1− 1

2n
, 1− 1

2n+1 ];
fn(x) wenn x ∈ Xn und t ≥ 1

2n+1 .

Für jedes n ∈ N0 ist Fn eine Homotopie relativ A ∪Xn−1, also

Fn(t, ·)|A∪Xn−1 = Fn(0, ·)|A∪Xn−1 = fn−1|A∪Xn−1

für all t ∈ [0, 1] und insbesondere

fn|A∪Xn−1 = fn−1|A∪Xn−1 für alle n ∈ N0.

Daher ist F wohldefiniert. Für jedes n ∈ N ist F |[0,1]×Xn nach dem Kle-
belemma stetig und somit auch F ◦ (id[0,1]×ΦX

n,j) stetig für alle j ∈ JXn ;
folglich ist F stetig.

Beweis der Behauptung. Wir konstruieren die Funktionen fn und Homo-
topien Fn rekursiv für n ∈ N0. Da f−1 = f schon vorhanden ist, kann die
folgende Konstruktion für n = 0 durchgeführt werden aber auch für n > 0,
wenn f0, . . . , fn−1 und F1, . . . , Fn−1 schon konstruiert sind.

Es gilt
fn−1(Xk) ⊆ Yk für alle k ∈ {−1, . . . , n− 1}

und fn−1|A = f |A. Nach Lemma 12.4 gibt es für jedes j ∈ JXn \ Jn(A) eine
Homotopie

Hn,j : [0, 1]× In → Y

von hn−1,j := fn−1 ◦ ΦX
n,j zu einer stetigen Abbildung gn,j : In → Y mit

gn,j(I
n) ⊆ Yn, relativ h−1

n−1,j(Yn). Da fn−1(Xn−1) ⊆ Yn und ΦX
n,j(∂I

n) ⊆
Xn−1, ist ∂In ⊆ g−1

n,j(Yn). Also ist eine Funktion

Hn : [0, 1]× (A ∪Xn)→ Y
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durch

Hn(t, x) :=

{
fn−1(x) wenn x ∈ A ∪Xn−1;

ΦX
n,j(Hn,j(t, s)) wenn x = ΦX

n,j(s) mit j ∈ JXn \ Jn(A) und s ∈ In

wohldefiniert. Diese ist stetig, da Hn ◦ (id[0,1]×ΦX
k,j) stetig ist für alle k ∈ N0

und j ∈ Jk(A) und auch für alle k ∈ {0, . . . , n} und j ∈ JXk . Diese Funktio-
nen schicken im ersten Fall nämlich (t, s) auf fn−1(ΦX

k,j(s)). Im zweiten Falle
bekommt man fn−1(ΦX

k,j(s)) für k ∈ {0, . . . , n − 1} und j ∈ JXk oder k = n
und j ∈ Jn(A); für k = n und j ∈ JXn \ Jn(A) bekommt man ΦX

n,j(Hn,j(t, s).

Da das CW-Paar (X,A∪Xn) nach Satz 8.27 die Homotopiefortsetzungseigen-
schaft besitzt, finden wir eine Homotopie

Fn : [0, 1]×X → Y

von fn−1 zu einer stetigen Abbildung fn : X → Y derart, dass Fn|A∪Xn = Hn

und somit Fn wie Hn eine Homotopie relativ A∪Xn−1 ist. Per Konstruktion
ist fn(A ∩Xn) = fn−1(A ∩Xn) = f(A ∩Xn) ⊆ Yn und fn(eXn,j) ⊆ Yn für alle
j ∈ JXn \ Jn(A), also fn(Xn) ⊆ Yn. �
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Anhang zu Kapitel 12: Mehr zu Lemma 12.1*

Das genannte Lemma 12.1 ergibt sich aus dem folgenden technischeren Lemma
(da es für k < n keine surjektiven affin-linearen Abbildungen von Rk nach
Rn gibt und somit g−1(∆) eine leere Vereinigung, also die leere Menge ist).

Für n ∈ N0 ist ein n-Simplex in Rn definiert als die konvexe Hülle von n+ 1
affin unabhängigen Punkten v0, v1, . . . , vn (d.h. v1−v0, . . . , vn−v0 sind in Rn

linear unabhängig).

Ein konvexes Polyeder K in Rn ist eine kompakte Menge, die Durchschnitt
λ−1

1 ([0,∞[)∩ · · ·∩λ−1
m ([0,∞[) endlich vieler Halbräume ist (mit linearen Ab-

bildungen λ1, . . . , λm : Rn → R). Dies ist genau dann der Fall, wenn K die
konvexe Hülle einer endlichen Teilmenge von Rn ist (wie man in der konvexen
Geometrie zeigt, ggf. auch in der linearen Optimierung).

Lemma 12.5 Es seien k sowie n natürliche Zahlen und Y ein topologischer
Raum der Form Y = X ∪φ Dn mit einem topologischen Raum X und einer
stetigen Abbildung φ : Sn−1 → X. Dann ist jede stetige Abbildung f : Ik → Y
homotop relativ f−1(X) zu einer stetigen Abbildung g : Ik → Y derart, dass
für ein n-Simplex ∆ ⊆ D0

n das Urbild g−1(∆) eine (möglicherweise leere)
Vereinigung von endlich vielen konvexen Polyedern ist auf denen f jeweils
die Einschränkung einer affin-linearen surjektiven Abbildung Rk → Rn ist.

Siehe Lemma 4.10 und dessen Beweis auf den Seiten 350–351 von Hatchers
Buch.

Bemerkung 12.6 Hatcher identifiziert die offene n-Zelle mit Rn und betra-
chtet ∆ als Simplex in Rn. Man kann seinen Beweis aber wörtlich mit der
offenen Kugel 3D0

n vom Radius 3 statt Rn durchführen (wenn wir von D0
n zu

dieser übergehen). Wir betrachten also ∆ wörtlich als Simplex in der offenen
Kugel D0

n ⊆ Rn.
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13 Der Satz von Whitehead

Die Kernaussage des Satzes von Whitehead wurde schon erwähnt. Wir be-
weisen etwas mehr:

Satz 13.1 (Satz von Whitehead) Es sei f : X → Y eine stetige Abbil-
dung zwischen wegzusammenhängenden Zellenkomplexen derart, dass für ein
x0 ∈ X und alle k ∈ N

f∗ : πk(X, x0)→ πk(Y, y0)

ein Isomorphismus ist, mit y0 := f(x0). Dann ist f eine Homotopieäquivalenz.
Ist X ein Unterkomplex von Y und f die Inklusionsabbildung X → Y , so ist
X ein starker Deformationsretrakt von Y .

Der folgende Begriff ist nützlich.

Definition 13.2 Ein Raumpaar (X,A) wird 0-zusammenhängend genannt,
wenn jede Wegkomponente von X ein Element aus A enthält, also jeder
Punkt von X mit einem Punkt aus A durch einen Weg in X verbunden
werden kann.

Im Beweis des Satzes nutzt das folgende Lemma, das wir anschließend be-
weisen:

Lemma 13.3 (Kompressionslemma) Es seien (X,A) ein CW-Paar und
(Y,B) ein Raumpaar mit B 6= ∅, welches 0-zusammenhängend ist. Für jedes
n ∈ N derart, dass es eine n-Zelle von X in X \ A gibt, sei

πn(Y,B, y0) = {0} für alle y0 ∈ B.

Dann ist jeder Morphismus f : (X,A) → (Y,B) homotop relativ A zu einer
stetigen Abbildung g : X → Y mit g(X) ⊆ B.

Beweis von Satz 13.1. Zunächst sei Y ein wegzusammenhängender Zel-
lenkomplex, X ein wegzusammenhängender Unterkomplex von Y und f die
Inklusionsabbildung. In der langen exakten Homotopiesequenz ist per Vo-
raussetzung dann

f∗ : πn(X, x0)→ πn(Y, x0)
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ein Isomorphismus für alle n ∈ N, woraus πn(Y,X, x0) = {0} folgt.36 Die
Voraussetzungen des Kompressionslemmas sind also erfüllt für die identische
Abbildung

idY : (Y,A)→ (Y,B)

mit A := X und B := X. Somit ist idY homotop relativ X zu einer stetigen
Abbildung g : Y → Y mit Bild g(Y ) ⊆ X, also r := g|X : Y → X eine starke
Deformationsretraktion.

Im allgemeinen Fall ist f über zelluläre Approximation homotop zu einer
stetigen Abbildung g : X → Y , welche zellulär ist. Können wir zeigen, dass
g eine Homotopieäquivalenz ist, so ist auch f eine solche. Wegen Satz 9.31
sind mit den f∗ auch alle g∗ : πk(X, x0) → πk(Y, g(x0)) Isomorphismen. Wir
dürfen daher annehmen, dass f zellulär ist. Nun ist Y ein starker Deforma-
tionsretrakt des Abbildungszylinders Zf ; es sei r : Zf → Y die übliche starke
Deformationsretraktion. Dann ist f = r ◦ h mit der Inklusionsabbildung
h : X → Zf , also

[f ] = [r] [h]

in der Homotopiekategorie [Top], wobei [r] ein Isomorphismus ist. Also wird
[f ] ein Isomorphismus (und somit f eine Homotopieäquivalenz) sein, wenn
wir zeigen können, dass h eine Homotopieäquivalenz (und somit [h] ein Iso-
morphismus) ist. Da die f∗ = r∗ ◦ h∗ und die r∗ Isomorphismen sind, ist
auch h∗ : πk(X, x0)→ πk(Zf , h(x0)) ein Isomorphismus für alle k ∈ N. Nach
Lemma 13.4 können wir Zf derart zu einem Zellenkomplex machen, dass X
und Y Unterkomplexe werden und somit (Zf , X) ein CW-Paar. Nach dem
Spezialfall ist X ein starker Deformationsretrakt von Zf , also h eine Homo-
topieäquivalenz und somit auch f = r ◦ h, was dem Beweis beendet. �

Beweis des Kompressionslemmas. Für n ∈ N0 sei Xn das n-Gerüst
von X. Es seien Φn,j : Dn,j → X für j ∈ Jn die charakteristischen Abbil-
dungen (wobei o.B.d.A. Dn,j = Dn für jedes j ∈ Jn), en,j = Φn,j(D0

n) und
Jn(A) := {j ∈ Jn : en,j ⊆ A}. Weiter sei X−1 := ∅. Für jedes n ∈ N0 ∪ {−1}
ist

A ∪Xn

36Da f∗ nach πn(Y, x0) ein Isomorphismus und somit surjektiv ist, ist die Abbildung
nach πn(Y,X, x0) die Nullabbildung. Da f∗ als Abbildung nach πn−1(Y, x0) bijektiv und
somit injektiv ist, ist die verbindende Abbildung ∂ : πn(Y,X, x0)→ πn−1(X,x0) die Null-
abbildung. Sie bildet also ganz πn(Y,X, x0) auf {0} ab und somit muss πn(Y,X, x0) gleich
dem Bild der Abbildung πn(Y, x0) → πn(Y,X, x0) sein. Da diese (wie schon gezeigt) die
Nullabbildung ist, ist πn(Y,X, x0) = {0}.
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eine abgeschlossene Teilmenge von X und ein Unterkomplex.

Sei f−1 := f . Wir behaupten, dass für jedes n ∈ N eine stetige Abbildung

fn : X → Y

mit
fn(A ∪Xn) ⊆ B

existiert und eine Homotopie

Fn : [0, 1]×X → Y

relativ A ∪Xn−1 von fn−1 nach fn.

Wenn das stimmt, können wir den Beweis wie folgt zu Ende führen: Wir
definieren F : [0, 1]×X → Y via

F (t, x) :=

{
Fn(t, x) wenn t ∈ [1− 1

2n
, 1− 1

2n+1 ];
fn(x) wenn x ∈ Xn und t ≥ 1

2n+1 .

Für jedes n ∈ N0 ist Fn eine Homotopie relativ A ∪Xn−1, also

Fn(t, ·)|A∪Xn−1 = Fn(0, ·)|A∪Xn−1 = fn−1|A∪Xn−1

für all t ∈ [0, 1] und insbesondere

fn|A∪Xn−1 = fn−1|A∪Xn−1 für alle n ∈ N0.

Daher ist F wohldefiniert. Für jedes n ∈ N ist F |[0,1]×Xn nach dem Kle-
belemma stetig und somit auch F ◦ (id[0,1]×Φn,j) stetig für alle j ∈ Jn;
folglich ist F stetig.

Beweis der Behauptung. Im Falle n = 0 gibt es für jedes x ∈ X0 \ A0 einen
Weg γx : [0, 1] von x zu einem Element γx(1) aus A, weil das Paar (X,A) als
0-zusammenhängend angenommen ist. Dann ist

H0 : [0, 1]× (A ∪X0)→ Y, (t, x) 7→
{

f(x) wenn x ∈ A;
f(γx(t)) wenn x ∈ X0 \ A

eine stetige Funktion und eine Homotopie relativ A von f |A∪X0 zu einer
Funktion h0 : A ∪ X0 → Y mit Bild h0(A ∪ X0) ⊆ B. Da (X,A ∪ X0)
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nach Satz 8.27 die Homotopiefortsetzungseigenschaft besitzt, finden wir eine
Homotopie

F0 : [0, 1]×X → Y

von f zu einer stetigen Funktion f0 : X → Y derart, dass

F0(0, ·) = f

und F0|[0,1]×(A∪X0) = H0, so dass also f0(A ∪X0) = h0(A ∪X0) ⊆ B und F0

wie H0 eine Homotopie relativ A ist.

Induktionsschritt: Sei nun n ∈ N und seien F0, . . . , Fn−1 und f0, . . . , fn−1

bereits konstruiert mit den genannten Eigenschaften. Für jedes j ∈ Jn\Jn(A)
ist fn−1 ◦ Φn,j eine stetige Abbildung Dn → Y mit

(fn−1 ◦ Φn,j)(Sn−1) ⊆ B,

da Φn,j(Sn−1) ⊆ Xn−1. Sei z0 ∈ Sn−1 und yn,j := Φn,j(z0). Da πn(Y,B, yn,j) =
{0} per Voraussetzung, ist [fn−1 ◦ Φn,j] = [cyn,j ] in πn(Y,B, yn,j). Nach dem
Kompressionskriterium gibt es also eine Homotopie

Gn,j : [0, 1]× Dn → Y

relativ Sn−1 von fn−1 ◦ Φn,j zu einer stetigen Abbildung gn,j : Dn → Y mit
Bild

gn,j(Dn) ⊆ B. (47)

Da Gn,j(t, x) = Gn(0, x) = fn−1(Φn,j(x)) für alle t ∈ [0, 1] und x ∈ Sn−1, ist

Hn,j : [0, 1]× Φn,j(Dn)→ Y, (t,Φn,j(x)) := Hn,j(t, x)

wohldefiniert und auch Hn : [0, 1]× (A ∪Xn)→ Y ,

(t, x) 7→
{

fn−1(x) wenn x ∈ A ∪Xn−1;
Hn,j(t, x) wenn x ∈ Φn,j(Dn) für ein j ∈ Jn \ Jn(A).

Dann ist Hn(t,Φk,j(x)) = fn−1(Φk,j(x)) stetig in (t, x) ∈ [0, 1] × Dk für alle
k ∈ N0 und j ∈ Jk(A); ebenso für alle k ∈ {0, . . . , n − 1} und j ∈ Jk; und
ebenfalls mit k = n für alle j ∈ Jn \ Jn(A), da dann

Hn(t, x) = Hn,j(t,Φn,j(x)) = Gn,j(t, x) .
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Da die Topologie auf [0, 1] × (A ∪ Xn) final bezüglich den Abbildungen
id[0,1]×Φk,j ist mit (k, j) wie zuvor, ist Hn stetig. Per Konstruktion gilt

Hn(0, ·) = fn−1|A∪Xn−1

und es ist Hn eine Homotopie relativ A ∪Xn−1 nach hn := Hn(1, ·). Es gilt
hn(A ∪Xn) ⊆ B, da

A ∪Xn = (A ∪Xn−1) ∪
⋃

j∈Jn\Jn(A)

Φn,j(Dn);

auf der ersten Menge rechts stimmt hn mit fn−1 überein, bildet diese also
in B ab. Auf der zweiten Menge ist (47) anwendbar.

Da (X,A∪Xn) nach Satz 8.27 die Homotopiefortsetzungseigenschaft besitzt,
finden wir eine Homotopie

Fn : [0, 1]×X → Y

von fn−1 zu einer stetigen Funktion fn : X → Y derart, dass

Fn|[0,1]×(A∪Xn) = Hn .

Folglich ist fn(A ∪ Xn) = Hn({1} × (A ∪ Xn)) ⊆ B und Fn wie Hn eine
Homotopie relativ A ∪Xn−1. �

Auch folgende Hilfsaussage wurde benutzt.

Lemma 13.4 Es seien X und Y Zellenkomplexe und f : X → Y eine stetige
Abbildung, welche zellulär ist. Dann ist auch der Abbildungszylinder Zf ein
Zellenkomplex. Die Zellen von Zf können so gewählt werden, dass X und Y
Unterkomplexe von Zf sind.

Beweis. Es seien λ1 : Y → Y t([0, 1]×X) und λ2 : [0, 1]×X → Y t([0, 1]×X)
die kanonischen Abbildungen und

q : Y t ([0, 1]×X)→ Zf

die kanonische Quotientenabbildung. Wir wissen, dass q ◦ λ1 : Y → Zf eine
topologische Einbettung ist und ebenso

h := q ◦ λ2(0, ·) : X → Zf .
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Es seien ΦX
n,j : Dn → X die charakteristischen Abbildungen des Zellenkom-

plexes X für n ∈ N0 und j ∈ JXn ; wir definieren jeweils

ΨX
n,j := h ◦ Φn,j : Dn → Zf .

Die charakteristischen Abbildungen für Y seien ΦY
n,j : Dn → Y für n ∈ N0

und j ∈ JYn ; wir definieren jeweils

ΨY
n,j := q ◦ λ1 ◦ ΦY

n,j : Dn → Zf .

Im Fall n ∈ N definieren wir zudem

Θn,j := q ◦ λ2 ◦ (id[0,1]×ΦX
n−1,j) : [0, 1]× Dn−1 → Zf

für alle j ∈ JXn−1. Wir zeigen nun, dass Zf mit den charakteristischen Abbil-
dungen ΨX

n,j, ΨY
n,j und Θn,j ein Zellenkomplex ist. Identifizieren wir X und Y

mit abgeschlossenen Teilmengen von Zf mit Hilfe der topologischen Einbet-
tungen h bzw. q◦λ1, so gehen die Zellen ΦX

n,j(D0
n) in die Zellen ΨX

n,j(D0
n) bzw.

die ΦY
n,j(D0

n) in die Zellen ΨY
n,j(D0

n). Es sind also X und Y Unterkomplexe
von Zf .

Wir prüfen nun die Voraussetzungen des Satzes 3.30 für Zf nach. Zunächst
wissen wir, dass Zf Hausdorffsch ist (siehe Aufgabe 24).

Die Topologie O auf Zf ist final bezüglich den Abbildungen q ◦λ1 und q ◦λ2,
somit final bezüglich den Abbildungen

q ◦ λ1 ◦ ΦY
n,j = ΨY

n,j

und
q ◦ λ2 ◦ (id[0,1]×ΦX

n,j) = Θn+1,j .

Komponieren letzterer Abbildung mit der stetigen Abbildung Dn → [0, 1]×
Dn, x 7→ (1, x) liefert ΨX

n,j, d.h. O macht automatisch auch alle ΨX
n,j stetig

und ist somit final bezüglich den ΨX
n,j, ΨY

n,j und Θn,j.

Da ΦX
n,j|D0

n
und h topologische Einbettungen sind, ist ΨX

n,j|D0 = h ◦ ΦX
n,j|D0

n

eine topologische Einbettung; analog für ΨY
n,j|D0

n
. Wegen Satz 2.29 (a) ist

q ◦ λ2|[0,1[×X

eine topologische Einbettung, also auch die Komposition Θn,j|]0,1[×D0
n−1

=

(q ◦ λ2)|]0,1[×X ◦ (id]0,1[ ×ΦX
n−1,j|D0

n−1
).
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Da man die Menge Zf als die disjunkte Vereinigung von ]0, 1] × X und Y
auffassen kann, ist Zf die disjunkte Vereinigung der ΨX

n,j(D0
n), ΨY

n,j(D0
n) und

Θn,j(]0, 1[×D0
n−1).

Für n ∈ N und j ∈ JXn ist ΦX
n,j(∂Dn) in der Vereinigung von endlich vielen

ΦX
k,i(D0

k) enthalten mit k < n, folglich ΨX
n,j(∂Dn) in der Vereinigung der

entsprechenden ΨX
k,i(D0

k). Analog für die ΨY
n (∂Dn).

Ist n ∈ N und j ∈ JXn−1, so ist

∂([0, 1]× Dn−1) = ({0} × Dn−1) ∪ ({1} × Dn−1) ∪ (]0, 1[×∂Dn−1) .

Θn,j bildet die zweite der rechten Mengen auf ΦX
n−1,j(Dn−1) = ΦX

n−1,j(D0
n−1)∪

ΦX
n−1,j(∂Dn−1) ab, wie schon diskutiert. Die erste Menge wird auf das Bild

von
f(ΦX

n−1,j(Dn−1))

unter q ◦ λ1 abgebildet, eine kompakte Teilmenge von Y , die wegen der Zel-
lularität von f im n − 1-Gerüst Yn enthalten ist, folglich enthalten in einer
endlichen Vereinigung von Zellen der Form ΦY

k,i(D0
k) mit k < n; das Bild ist

dann Vereinigung der entsprechenden ΨY
k,i(D0

k). Schließlich ist ΦX
n−1,j(∂Dn−1)

in einer endlichen Vereinigung von Mengen der Form ΦX
k,i(D0

k) enthalten mit
k < n − 1 und i ∈ JXk , folglich Θn,j(]0, 1[×∂Dn−1) in der entsprechenden
Vereinigung der Mengen Θk+1,i(]0, 1[×D0

k). 2
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14 Faserbündel und Serre-Faserungen

Es sei F ein topologischer Raum und q : E → B ein Faserbündel mit typischer
Faser F , wie in Definition 10.5. Im Folgenden nehmen wir stets an, dass
F 6= ∅ und B 6= ∅. Nachdem wir ein b0 ∈ B gewählt haben, dürfen wir ohne
Einschränkung

F = q−1({b0})

annehmen (da F für jedes b ∈ B zur Faser q−1({b}) homöomoph ist). Wählen
wir ein x0 ∈ F , so ist also

q(x0) = b0 .

Wir können q nun auffassen als einen Morphismus

(E,F, x0)→ (B, {b0}, b0)

und erhalten somit für jedes k ∈ N eine Abbildung

q∗ : πk(E,F, x0)→ πk(B, {x0}, x0) = πk(B, x0),

die im Falle k ≥ 2 ein Gruppen-Homomorphismus ist. Im Laufe des Kapitels
beweisen wir das folgende Hilfsresultat:

Lemma 14.1 Für jedes k ∈ N ist

q∗ : πk(E,F, x0)→ πk(B, b0)

bijektiv, somit für alle k ≥ 2 ein Gruppen-Isomorphismus.

14.2 Wir betrachten nun die lange exakte Homotopiesequenz

· · · → πk(F, x0)
i∗→ πk(E, x0)

j∗→ πk(E,F, x0)
∂→ πk−1(F, x0)→ · · · → π0(E, x0)

mit den Inklusionsabbildungen i : (F, x0)→ (E, x0) und

j : (E, {x0}, x0)→ (E,F, x0)

sowie den verbindenen Abbildungen ∂ : πk(E,F, x0)→ πk−1(F, x0).

Da die Abbildungen q∗ in Lemma 14.1 bijektiv sind, folgern wir sofort:
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Satz 14.3 (Lange exakte Homotopiesequenz für Faserbündel)

· · · → πk(F, x0)
i∗→ πk(E, x0)

q∗◦j∗→ πk(B, b0)
∂◦(q∗)−1

→ πk−1(F, x0)→ · · · → π0(E, x0)

ist exakt.

Bemerkung 14.4 Ist B wegzusammenhängend, werden wir die Sequenz
sogar noch nach rechts um eine Abbildung verlängern können bei Erhaltung
der Exaktheit, und zwar

π0(E, x0)→ {0} .

Bemerkung 14.5 Es ist q∗◦j∗ = (q◦j)∗ : πk(E, x0)→ πk(B, b0) ein Gruppen-
Homomorphismus für alle k ≥ 1. Für diesen könnte man einfach wieder q∗
schreiben, wenn wir q auffassen als Morphismus

q : (E, x0)→ (B, b0) .

In Definition 6.12 haben wir die Homotopie-Hochhebungseigenschaft einer
stetigen Abbildung q : X → Y definiert für einen topologischen Raum Z.

Definition 14.6 Eine stetige Abbildung q : E → B zwischen topologischen
Räumen wird eine Serre-Faserung genannt, wenn sie die Homotopie-Hoch-
hebungseigenschaft besitzt für In für alle n ∈ N0.

Satz 14.7 Jedes Faserbündel q : E → B ist eine Serre-Faserung.

Beweis. Der topologische Raum F sei die typische Faser von q. Es sei
n ∈ N0, H : [0, 1] × In → B eine stetige Abbildung und g : [0, 1] → E eine
stetige Abbildung derart, dass

q ◦ g = H(0, ·) .

Für jedes s ∈ In+1 gibt es eine offene Umgebung Us von H(s) in B derart,
dass auf q−1(Us) ein lokale Trivialisierung des Faserbündels definiert ist. Es
sei δ > 0 eine Lebesguesche Zahl der offenen Überdeckung (H−1(Us))s∈In+1

von In+1 bezüglich der zur Maximum-Norm auf Rn+1 gehörigen Metrik. Wir
wählenm ∈ N so groß, dass 1

m
< δ. Für j = (j1, . . . , jn+1) ∈ {0, . . . ,m−1}n+1

ist dann

Qj :=
n+1∏
i=1

[
ji
m
,
ji
m

+
1

m

]
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in einer der offenen Mengen der Überdeckung enthalten, etwa in H−1(Vj) mit
Vj := Us für ein geeignetes s ∈ In+1. Es sei

θj : q−1(Vj)→ Vj × F

eine zugehörige lokale Trivialisierung von q. Wir ordnen die Indizes j ∈
{0, . . . ,m− 1}n+1 lexikographisch und setzen

Pj := ({0} × In) ∪
⋃
j′<j

Qj′ .

Wir zeigen nun, dass für jedes j ein Lift

Hj : Pj ∪Qj → E

von H|Pj∪Qj existiert mit Hj(0, ·) = g. Da Pj ∪ Qj = In+1 im Falle j =
(m− 1, . . . ,m− 1), folgt dann der Satz.

Sei j ∈ {0, . . . ,m − 1}n und sei Hj′ schon konstruiert für alle j′ < j (wobei
die Menge dieser j′ im Fall j = (0, . . . , 0) leer ist, also noch nichts konstruiert
sein muss). Aufgrund der lexikographischen Ordnung ist dann

Pj ∩Qj

eine Menge der Form FΦ wie in Definition 8.11 und Satz 8.12, mit n + 1
an Stelle von n (wenn wir Qj mit In+1 identifizieren). Es ist also Pj ∩ Qj

ein Retrakt von Qj und folglich hat das Paar (Qj, Pj ∩Qj) die Abbildungs-
Fortsetzungseigenschaft, nach Satz 8.18. Gibt es einen j′ mit j′ < j, so
wählen wir diesen maximal; unter Benutzung der Projektion

pr2 : q−1(Vj)× F → F

auf die zweite Komponente ist dann

pr2 ◦ θj ◦Hj′ |Pj∩Qj : Pj ∩Qj → F

eine stetige Abbildung, die nach dem Vorigen eine stetige Fortsetzung hj : Qj →
F besitzt. Dann ist

Hj : Pj ∪Qj → E, s 7→
{

Hj′(s) wenn s ∈ Pj;
θ−1
j (H(s), hj(s)) wenn s ∈ Qj
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wohldefiniert und nach dem Klebelemma stetig; zudem ist Hj ein Lift von
H|Pj∪Qj über q. Im Falle j = (0, . . . , 0) hat entsprechend

Pj ∩Qj → F, (0, s) 7→ pr2(θj(g(s)))

eine stetige Fortsetzung hj : Qj → F und wir können Hj wie zuvor definieren
mit g(t) an Stelle von Hj′(s) wenn s = (0, t) ∈ {0} × In = P0. 2

Die folgenden Begriffe sind hilfreich.

Definition 14.8 Es sei q : E → B eine stetige Abbildung zwischen topolo-
gischen Räumen.

(a) Man sagt, dass q die Hochhebungs-Fortsetzungseigenschaft besitzt für
ein Raumpaar (X,A), wenn für jede stetige Abbbildung f : X → B
und jeden Lift g : A → E von f |A über q ein Lift h : X → E von f
über q existiert mit h|A = g.

(b) Man sagt, dass q die Homotopie-Hochhebungseigenschaft besitzt für
ein Raumpaar (X,A), wenn für jede Homotopie H : [0, 1] × X → B,
jede stetige Abbildung g : X → E mit q ◦ g = H(0, ·) und jede Homo-
topie G : [0, 1] × A → E mit G(0, ·) = g|A und q ◦ G = H|[0,1]×A ein
Lift F : [0, 1] × X → E von H existiert derart, dass F (0, ·) = g und
F |[0,1]×A = G.

Bemerkung 14.9 (a) Die Homotopie-Hochhebungseigenschaft von q für
einen topologischen Raum Z ist dann also genau die Hochhebungs-
Fortsetzungseigenschaft für das Raumpaar ([0, 1]× Z, {0} × Z).

(b) Die Homotopie-Hochhebungseigenschaft von q für ein Raumpaar (X,A)
ist genau die Hochhebungs-Fortsetzungseigenschaft für das Raumpaar
([0, 1]×X, ({0} ×X) ∪ ([0, 1]× A)).

Lemma 14.10 Es sei q : E → B eine stetige Abbildung zwischen topologi-
schen Räumen und n ∈ N0. Genau dann hat q die Homotopie-Hochhebungs-
eigenschaft für In, wenn q die Homotopie-Hochhebungseigenschaft hat für
das Raumpaar (In, ∂In), also die Hochhebungs-Fortsetzungseigenschaft für
Jn = ({0} × In) ∪ ([0, 1]× ∂In).
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Beweis. Nach Bemerkung 14.9 ist die erste Eigenschaft äquivalent zur Hoch-
hebungs-Fortsetzungseigenschaft für das Raumpaar ([0, 1]×In, {0}×In), die
zweite Eigenschaft äquivalent zur Hochhebungs-Fortsetzungseigenschaft für
das Raumpaar ([0, 1] × In, ({0} × In) ∪ ([0, 1] × ∂In)). Beide Fortsetzung-
seigenschaften sind zueinander äquivalent, weil es einen Homömorphismus

[0, 1]× In → [0, 1]× In

gibt, der ({0}×In) ∪ ([0, 1]×∂In) auf {0}×In abbildet (vgl. Folgerung 8.9).
2

14.11 Für den Rest des Kapitels sei q : E → B eine Serre-Faserung mit
E 6= ∅ and B 6= ∅. Es sei

b0 ∈ B, F := q−1({b0}) und x0 ∈ F .

Wir fassen q auf als Morphismus (E,F, x0) → (B, {b0}, b0) und erhalten
somit für jedes k ∈ N eine Abbildung

q∗ : πk(E,F, x0)→ πk(B, {x0}, x0) = πk(B, x0),

die im Falle k ≥ 2 ein Gruppen-Homomorphismus ist.

Wir beweisen nun das folgende Lemma, welches wegen Satz 14.7 das Lemma 14.1
als Spezialfall beinhaltet.

Lemma 14.12 Für jedes k ∈ N ist

q∗ : πk(E,F, x0)→ πk(B, b0)

bijektiv, somit für alle k ≥ 2 ein Gruppen-Isomorphismus.

Beweis. q∗ ist surjektiv : Wir betrachten einen Morphismus γ : (Ik, ∂Ik) →
(B, b0). Die konstante Abbildung Jk−1 → E, s 7→ x0 ist ein Lift für γ|Jk−1

.
Da q nach Lemma 14.10 die Hochhebungs-Fortsetzungseigenschaft für das
Raumpaar (Ik, Jk−1) hat, existiert ein Lift η : Ik → E von γ über q derart,
dass η|Jk−1

konstant x0 ist. Wegen (q ◦ η)(∂Ik) = γ(∂Ik) ⊆ {b0} ist η(∂Ik) ⊆
q−1({b0}) = F . Also ist η ein Morphismus

(Ik, ∂Ik, Jk−1)→ (E,F, x0)
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und definiert somit ein Element [η] ∈ πk(E,F, x0). Per Konstruktion ist
q∗([η]) = [q ◦ η]) = [γ].

q∗ ist injektiv : Es seien ηj : (Ik, ∂Ik, Jk−1) → (E,F, x0) Morphismen für j ∈
{1, 2} derart, dass q∗([η1]) = q∗([η2]) in πk(B, b0). Dann gibt es also eine
Homotopie H : [0, 1]×Ik → B relativ ∂Ik von q◦η1 nach q◦η2. Die Abbildung
G : ({0, 1} × Ik) ∪ ([0, 1]× Jk−1)→ E,

(t, s) 7→


η1(s) wenn t = 0;
η2(s) wenn t = 1;
x0 wenn s ∈ Jk−1

ist wohldefiniert, stetig nach dem Klebelemma und eine Hochhebung von
H|({0,1}×Ik)∪([0,1]×Jk−1). Der Definitionsbereich ist gleich Jk. Da die Abbildung
q die Hochhebungs-Fortsetzungseigenschaft für (Ik−1, Jk) hat, existiert eine
Hochhebung K : [0, 1]× Ik → E für H mit K|Jk = G. Wegen

q(K([0, 1]× ∂Ik)) = H([0, 1]× ∂Ik) = {b0}

ist K([0, 1] × ∂Ik) ⊆ F , also K eine Homotopie von η1 nach η2 mit Mor-
phismen K(t, ·) : (Ik, ∂Ik, Jk−1) → (E,F, x0) für alle t ∈ [0, 1]. Folglich ist
[η1] = [η2] in πk(E,F, x0). 2

Wir betrachten nun die lange exakte Homotopiesequenz wie in 14.2. Aus
Lemma 14.12 folgt sofort die erste Aussage des folgenden Satzes (welche
Satz 14.3 verallgemeinert).

Satz 14.13 (Lange exakte Homotopiesequenz für Serre-Faserungen)
Es sei q : E → B eine Serre-Faserungen. Mit Notationen wie in 14.11 und
14.2 ist dann die Sequenz

· · · → πk(F, x0)
i∗→ πk(E, x0)

q∗◦j∗→ πk(B, b0)
∂◦(q∗)−1

→ πk−1(F, x0)→ · · · → π0(E, x0)

exakt. Ist B wegzusammenhängend, so kann die Sequenz bei Erhaltung der
Exaktheit noch verlängert werden um die Abbildung

π0(E, x0)→ {0} .

Beweis. Nur die letzte Aussage bleibt zu zeigen, wennB wegzusammenhängend
ist. Wir haben also zu zeigen, dass

i∗ : π0(F, x0)→ π0(E, x0)
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surjektiv ist. Sei also [γ] ∈ π0(E, x0) mit γ : (S0, 1) → (E, x0). Da B
wegzusammenhängend ist, gibt es einen Weg θ : [0, 1]→ B in B von q(γ(−1))
nach b0. Es sei η : [0, 1]→ E ein Lift für θ über q, welcher in γ(−1) startet;
ein solcher Lift existiert, da q die Homotopie-Hochhebungseigenschaft für
I0 = {0} besitzt. Dann ist η(1) ∈ F . Definieren wir κ : S0 → F via
κ(−1) := η(1) und κ(1) := x0, so ist i ◦ κ ' γ relativ {1} mit der Homotopie
(t, 1) 7→ x0, (t,−1) 7→ η(t)); es ist also i∗([κ]) = [γ]. 2
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15 Der Freudenthalsche Einhängungssatz

Für n ∈ N sei
S+
n := Sn ∩ (Rn−1 × [0,∞[)

die obere Halbsphäre und S−n := Sn∩(Rn−1×]−∞, 0]) die untere Halbsphäre.
Dann ist

Sn = S+
n+1 ∩ S−n+1

der Äquator von Sn+1. Sei x0 ∈ Sn. Wir betrachten die Inklusionsabbildung

j : (Sn+1, {x0}, x0)→ (Sn+1,S−n+1, x0)

und die Inklusionsabbildung

λ : (S+
n+1,Sn)→ (Sn+1,S−n+1) .

Lemma 15.1 Für jedes k ∈ N gilt:

(a) Die Abbildung j∗ : πk(Sn+1, x0) → πk(Sn+1,S−n+1, x0) ist eine Bijektion
(für k ≥ 2 also ein Isomorphismus).

(b) Die Abbildung ∂ : πk(S+
n+1,Sn, x0) → πk+1(Sn, x0), [γ] 7→ [γ|Sn

Ik−1 ] ist
eine Bijektion (für k ≥ 2 also ein Isomorphismus).

(c) Für k < 2n ist

λ∗ : πk(S+
n+1,Sn, x0)→ πk(Sn+1, S−n+1, x0)

eine Bijektion, für k = 2n surjektiv.

Der Beweis von (c) ist schwierig und kann im Anhang (und Hatcher) nachge-
lesen werden. Die Teile (a) und (b) beweisen wir am Ende des Kapitels.

15.2 Für k ∈ N betrachten wir nun die Komposition φ : πk(Sn, x0)→ πk+1(Sn+1, x0)
der Gruppen-Homomorphismen

πk(Sn, x0)
∂−1

→ πk+1(S+
n+1,Sn, x0)

λ∗→ πk+1(Sn+1,S−n , x0)
(j∗)−1

→ πk+1(Sn+1, x0).

Als Komposition von Gruppen-Homomorphismen ist auch φ ein Gruppen-
Homomorphismus.

Mit Lemma 15.1 (c) erhalten wir:
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Satz 15.3 (Freudenthalscher Einhängungssatz) Für alle k ∈ N mit
k < 2n− 1 ist

φ : πk(Sn, x0)→ πk+1(Sn+1, x0)

ein Gruppen-Isomorphismus; für k = 2n − 1 ist φ ein surjektiver Gruppen-
Homomorphismus. �

Beweis der Teile (a) und (b) von Lemma 15.1. Über die Projektion
(s1, . . . , sn+2) 7→ (s1, . . . , sn+1) sind S+

n+1 und S−n+1 zu Dn homöomorph, also
kontrahierbar.

(a) Für jedes k ∈ N können wir folgenden Teil der langen exakten Homo-
topiesequenz des Raumpaars (Sn+1,S−n+1) betrachten:

πk(S−n+1, x0)︸ ︷︷ ︸
={0}

→ πk(Sn+1, x0)
j∗→ πk(Sn+1,S−n+1, x0)

∂→ πk−1(S−n+1, x0)︸ ︷︷ ︸
={0}

.

Somit ist j∗ surjektiv. Im Falle k ≥ 2 ist j∗ ein Gruppen-Homomorphismus
und dieser ist injektiv (und somit ein Isomorphismus), da sein Kern trivial
ist. Im Falle k = 1 ist π1(Sn+1, x0) = {0}, so dass wegen der Surjektivität
von j∗ auch π1(Sn+1, S−n+1, x0) = {0} sein muss und folglich j∗ : {0} → {0}
eine Bijektion ist.

(b) Nun betrachten wir für das Raumpaar (S+
n+1,Sn) folgenden Teil der langen

exakten Homotopiesequenz:

πk(S+
n+1, x0)︸ ︷︷ ︸
={0}

`∗→ πk(S+
n+1,Sn, x0)

∂→ πk−1(Sn, x0)→ πk−1(S+
n+1, x0)︸ ︷︷ ︸

={0}

mit der Inklusionsabbildung ` : (S+
n+1, {x0}, x0)→ (S+

n+1,Sn, x0). Somit ist ∂
surjektiv. Im Falle k ≥ 2 ist ∂ ein Gruppen-Homomorphismus und dieser ist
injektiv (und somit ein Isomorphismus), da sein Kern trivial ist. Im Falle
k = 1 ist π0(Sn, x0) = {0} und folglich

π1(S+
n+1,Sn, x0) = ∂−1({0}) = im(`∗) = {0};

es ist ∂ dann also die bijektive Abbildung {0} → {0}. �

15.4 Für x0 ∈ S0 betrachten wir im folgenden Satz πk(Sn, x0) für alle k ∈ N
als Mengen von Homotopieklassen von Morphismen (Sk, x0) → (Sn, x0) wie
in Bemerkung 9.20 mit z0 := x0 (vergleiche 9.14 bis Bemerkung 9.19). Für
k, n ∈ N0 identifizieren wir die Einhängungen S(Sk) und S(Sn) mit Sk+1 bzw.
Sn+1 wie in (44).
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Im Anhang zeigen wir den folgenden Satz.

Satz 15.5 Für alle k, n ∈ N ist der Gruppen-Homomorphismus

φ : πk(Sn, x0)→ πk+1(Sn+1, x0)

aus 15.2 gegeben durch φ([γ]) = [S(γ)]. �

Der obige Homomorphismus φ ist also der sogenannte Einhängungshomo-
morphismus, welcher [γ] die Homotopieklasse der Einhängung S(γ) von γ
zuordnet (wie in 15.4).
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Anhang zu Kapitel 15: Weitere Beweise*

In diesem Anhang erläutern wir, wie Lemma 15.1 (c) bewiesen werden kann
(wobei für die letzten Beweisschritte auf Hatchers Buch verwiesen wird).
Wir erläutern auch, wie Satz 15.5 bewiesen werden kann. Beides ist recht
technisch und die Diskussionen sind nicht prüfungsrelevant.

Mehr zu Lemma 15.1 (c)

Wir beginnen mit einer Vorüberlegung.

Lemma 15.6 Es sei (X,A) ein Raumpaar, B ⊆ A ein starker Deformation-
sretrakt von A und x0 ∈ B. Betrachten wir die identische Abbildung i = idX
als Morphismus (X,B, x0)→ (X,A, x0), so ist für jedes k ∈ N die Abbildung

i∗ : πk(X,B, x0)→ πk(X,A, x0)

surjektiv.

Beweis. Es sei j : B → A die Inklusionsabbildung und F : [0, 1] × A → A
eine Homotopie relativ B von idA nach j ◦ r mit einer Retraktion r : A →
B. Wir betrachten einen Morphismus von Raumtripeln γ : (Ik, ∂Ik, Jk−1)→
(X,A, x0). Dann ist [γ] = [γ] in πk(X,A, x0) mit

γ : Ik = Ik−1 × I → X, (s, τ) 7→
{
γ(s, 2τ − 1) wenn τ ∈ [1

2
, 1];

γ(s, 0) wenn τ ∈ [0, 1
2
]

(eine mögliche Homotopie verbreitert den (s, τ)-Bereich ohne τ -Abhängigkiet
kontinuierlich von τ ∈ [0, 0] auf τ ∈ [0, 1

2
]). Die Abbildung

H : I×Ik−1×I → X, H(t, s, τ) :=

{
γ(s, τ) wenn τ ∈ [1

2
, 1];

F (t(1− 2τ), γ(s, 0)) wenn τ ∈ [0, 1
2
]

ist eine Homotopie von γ nach η für einen Morphismus η : (Ik, ∂Ik, Jk−1)→
(X,B, x0) derart, dass jedesH(t, ·) ein Morphismus (Ik, ∂Ik, Jk−1)→ (X,A, x0)
ist. Es ist also [γ] = [γ] = [j ◦ η] = j∗([η]) in πk(X,A, x0). 2

15.7 Wir kürzen ab X := Sn+1, A := Sn, B := S+
n+1 und C := S−n+1. Zum

Beweis der Surjektivität von

λ∗ : πk(A,C, x0)→ πk(X,B, x0)
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sei γ : (Ik, ∂Ik, Jk−1) → (X,B, x0) ein Morphismus von Raumtripeln. Nach
zweimaliger Anwendung von Lemma 12.5 dürfen wir nach Übergang zu einem
anderen Vertreter der Homotopieklasse [γ] ∈ πk+1(X,B, x0) annehmen, dass
bei fester Identifizierung der Inneren A0 und B0 mit D0

n+1 jeweils ein (n+ 1)-
Simplex ∆+ ⊆ A0 und ein (n + 1)-Simplex ∆− ⊆ B0 existiert derart, dass
γ−1(∆+) und γ−1(∆−) eine endliche Vereinigung konvexer Polytope ist, auf
welchen γ jeweils Einschränkung einer surjektiven affin-linearen Abbildung
von Rk nach Rn+1 ist. Für alle p ∈ ∆+ und q ∈ ∆− haben wir ein kommu-
tatives Diagramm mit induzierten Abbildungen der jeweiligen Inklusionsab-
bildungen:

πk(A,C, x0) → πk(X,B, x0)
↓ ↓

πk(X \ {q}, X \ {p, q}, x0) → πk(X,X \ {p}, x0).

Expliziter sei i : A → X die Inklusionsabbildung; wir können diese als Mor-
phismus von Raumtripeln i : (A,C, x0)→ (X \{q}, X \{p, q}, x0) betrachten.
Ebenso können wir die identische Abbildung j : X → X als Morphismus von
Raumtripeln j : (X,B, x0) → (X,X \ {p}, x0) betrachten. Die vertikalen
Abbildungen im vorigen Diagramm sind die induzierten Abbildungen

i∗ : πk(A,C, x0)→ πk(X \ {q}, X \ {p, q}, x0) (48)

und
j∗ : πk(X,B, x0)→ πk(X,X \ {p}, x0). (49)

Wir rechnen nach:

Lemma 15.8 Die Abbildung i∗ in (48) ist surjektiv. Die Abbildung j∗ in
(49) ist injektiv.

Beweis. Surjektivität von i∗. Es ist C ein starker Deformationsretrakt von
B\{q}; es gibt somit eine Homotopie F : [0, 1]×(B\{q})→ B\{q} von idB\{q}

zur Komposition B \ {q} R→ C → B \ {q} der Inklusionsabbildung mit einer
Retraktion R. Setzen wir r(x) := R(x) für x ∈ B \ {q}, r(x) := x für x ∈ A,
so erhalten wir eine wohldefinierte Retraktion r : X \{q} → A. Diese ist eine
starke Deformationsretraktion, denn F lässt sich durch F (t, x) := x für x ∈ A
fortsetzen zu einer gleichnamigen Homotopie [0, 1]×(X \{q})→ X \{q} von
idX\{q} zur Komposition X\{q} r→ A→ X\{q}mit der Inklusionsabbildung.
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Sei nun γ : (Ik, ∂Ik, Jk−1) → (X \ {q}, X \ {p, q}, x0) ein Morphismus von
Raumtripeln. Da x0 ∈ A, ist F (t, γ(s)) = F (t, x0) = x0 für jedes t ∈ [0, 1]
und alle s ∈ Jk−1. Für jedes s ∈ ∂Ik ist γ(s) 6= p. Ist γ(s) ∈ A, so folgt
F (t, γ(s)) = γ(s) 6= p. Ist γ(s) ∈ B, so ist F (t, γ(s)) ∈ C und wieder
γ(s) 6= p. Also ist

[0, 1]× Ik → X \ {q}
eine Homotopie derart, dass f(t, ·) ein Morphismus

(Ik, ∂Ik, Jk−1)→ (X \ {q}, X \ {p, q}, x0)

ist für alle t ∈ [0, 1]. Weiter ist η(s) := F (1, s) ∈ A für alle s ∈ Ik und
η ein Morphismus (Ik, ∂Ik, Jk−1) → (A,A \ {p}, x0) mit [γ] = [i ◦ η] in
πk(X \{q}, X \{p, q}, x0). Da C ein starker Deformationsretrakt von A\{p}
ist, gibt es nach Lemma 15.6 ein θ : (Ik, ∂Ik, Jk−1)→ (A,C, x0) derart, dass
[η] = [θ] in πk(A,A \ {p}, x0) und somit [γ] = [i ◦ η] = [i ◦ θ] = i∗([θ]).

Injektivität von j∗. Seien γ` : (Ik, ∂Ik, Jk−1) → (X,B, x0) Morphismen von
Raumtripeln für ` ∈ {1, 2} mit [γ1] = [γ2] in πk(X,X \ {p}, x0). Es gibt
also eine Homotopie F : [0, 1] × Ik → X von γ1 nach γ2 derart, dass F (t, ·)
ein Morphismus (Ik, ∂Ik, Jk−1) → (X,X \ {p}, x0) ist für alle t ∈ [0, 1].
Da C ein starker Deformationsretrakt von A \ {p} ist, ist B ein starker
Deformationsretrakt von X \ {p}: Ist nämlich R : A \ {p} → C eine starke
Deformationsretraktion, so auch

r : X \ {p} → B, x 7→
{
R(x) wenn x ∈ A \ {p};
x wenn x ∈ B.

Sei G : [0, 1]× (X \ {p})→ X \ {p} eine Homotopie relativ B von idX nach
ι ◦ r mit der Inklusionsabbildung ι : B → X \ {p}. Definieren wir γ` für
` ∈ {1, 2} wie im Beweis von Lemma 15.6, so ist

[γ`] = [γ`] in πk(X,B, x0).

Nun ist

H : I × Ik−1× I → X, (t, s, τ) 7→
{

F (t, s, 2τ − 1) wenn τ ∈ [1
2
, 1];

G(1− 2τ, F (t, s, 0)) wenn τ ∈ [0, 1
2
]

Eine Homotopie von γ1 nach γ2 derart, dass H(t, ·) für jedes t ∈ [0, 1] ein
Morphismus (Ik, ∂Ik, Jk−1) → (X,B, x0) ist, also [γ1] = [γ1] = [γ2] = [γ2] in
πk(X,B, x0). 2

Beendigung des Beweises von Lemma 15.1 (c). Der Beweis kann been-
det werden wie im Fall 1 des Beweises von 4.23 auf den Seiten 361–262 in
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Hatchers Buch (wo man i durch k ersetze, m := n und jeweils nur eine (n+1)-
Zelle zu C hinzugefügt wird, um unser A bzw. B zu erhalten (nämlich A0

bzw. B0). Die dort ohne Beweis behauptete Bijektivität der obigen Abbil-
dungen i∗ und j∗ ist unnötig, die Aussagen von Lemma 15.8 genügen für die
Argumentation. �

Einhängungsabbildung und reduzierte Einhängungen

15.9 Es sei X ein Zellenkomplex und x0 ∈ X0 im 0-Gerüst. Wir betra-
chten die Einhängung S(X) := (X × [0, 1])//(X × {1})//(X × {0}) mit der
kanonischen Quotientenabbildung

qX : X × [0, 1]→ X, (x, t) 7→ [(x, t)] =: [x, t] .

Wir identifizieren x ∈ X mit (x, 1
2
) ∈ S(X) und entsprechend X mit der

Teilmenge qX(X × {1
2
}) ⊆ S(X). Die Teilmenge

C+(X) := qX
(
X ×

[
1
2
, 1
])

ist zu cone(X) homöomorph und somit kontrahierbar; ebenso C−(X) :=
qX(X × [0, 1

2
]). Es ist C+(X) ∩ C−(X) = X. Wir betrachten die Inklusions-

abbildung
j : (S(X), {x0}, x0)→ (S(X), C−(X), x0)

und die Inklusionsabbildung

λ : (C+(X), X)→ (S(X), C−(X)) .

Wie oben sieht man, dass j∗ : πk+1(S(X), x0)→ πk+1(S(X), C−(X), x0) eine
Bijektion ist und ebenso die verbindende Abbildung

∂ : πk+1(C+(X), X, x0)→ πk(X, x0), [γ] 7→ [γ|XIk ] .

Wir zeigen nach weiteren Vorbereitungen den folgenden Satz, aus dem Satz 15.5
folgt; hierbei ist S(γ) wie in 10.12.

Satz 15.10 Für jedes k ∈ N ist die Komposition ψ : πk(X, x0)→ πk+1(S(X), x0)
der Abbildungen

πk(X, x0)
∂−1

→ πk+1(C+(X), X, x0)
λ∗→ πk+1(S(X), C−(X), x0)

(j∗)−1

→ πk+1(S(X), x0)

gleich der Abbildung [γ] 7→ [S(γ) ◦ qIk ] mit der kanonischen Quotientenabbil-
dung qIk : Ik × [0, 1]→ S(Ik).
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Der Beweis gelingt uns über einen Umweg. Analoges beweist sich nämlich
leichter für sogenannte reduzierte Einhängungen und reduzierte Kegel. An-
schließend müssen wir dann nur noch zum unreduzierten Fall übergehen.

15.11 Die reduzierte Einhängung von (X, x0) ist definiert als

Σ(X) := S(X)//{[x0, t] : t ∈ [0, 1]}

mit der Quotiententopologie bezüglich der kanonischen Abbildung

pX : S(X)→ Σ(X).

Wir halten x0 fest und brauchen x0 in der Notation daher nicht zu berücksichtigen.
Wir kürzen noch ab

q′X := pX ◦ qX : X × I → Σ(X) .

Wir betrachten weiter die reduzierten Kegel

Cr
+(X) := C+(X)//{[x0, t] : t ∈ [1

2
, 1]}

und Cr
−(X) := C−(X)//{[x0, t] : t ∈ [0, 1

2
]}. Da X als Zellenkomplex Haus-

dorffsch ist (T1 wäre ausreichend), ist pX eine abgeschlossene Abbildung;
wir können daher Cr

+(X) mit der entsprechenden Teilmenge von Σ(X) iden-
tifizieren mit der induzierten Topologie (und ebenso Cr

−(X)). Wir identi-
fizieren X mit pX(qX(X)) ⊆ Σ(X). Dann ist X = Cr

+(X) ∩ Cr
−(X). Die

Abbildung

[0, 1]× Cr
+(X)→ Cr

+(X), (t, pX([x, τ ]) := pX([x, (1− t)τ + t])

ist wohldefiniert und stetig, und eine Homotopie relativ pX(x0) von der iden-
tischen Abbildung zur konstantenAbbildung mit Wert pX(x0). Insbesondere
ist Cr

+(X) kontrahierbar und ebenso Cr
−(X). Im folgenden identifizieren wir

x0 mit pX(x0). Wir betrachten die Inklusionsabbildung

j′ : (Σ(X), {x0}, x0)→ (Σ(X), Cr
−(X), x0)

und die Inklusionsabbildung

λ′ : (Cr
+(X), X)→ (Σ(X), Cr

−(X)) .

Wie oben sieht man, dass j′∗ : πk+1(Σ(X), x0)→ πk+1(Σ(X), Cr
−(X), x0) eine

Bijektion ist und ebenso die verbindende Abbildung

∂′ : πk+1(Cr
+(X), X, x0)→ πk(X, x0), [γ] 7→ [γ|XIk ] .
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Satz 15.12 Für jedes k ∈ N ist die Komposition θ : πk(X, x0)→ πk+1(Σ(X), x0)
der Abbildungen

πk(X, x0)
(∂′)−1

→ πk+1(Cr
+(X), X, x0)

λ′∗→ πk+1(Σ(X), Cr
−(X), x0)

(j′∗)
−1

→ πk+1(Σ(X), x0)

gleich der Abbildung [γ] 7→ [Σ(γ) ◦ q′
Ik

] mit der kanonischen Quotientenabbil-
dung q′

Ik
: Ik × I → Σ(Ik).

Beweis. Wir betrachten einen Morphismus γ : (Ik, ∂Ik) → (X, x0) von
Raumpaaren. Dann ist

η : Ik × [0, 1]→ Cr
+(X), (s, τ) 7→ pX([γ(s), 1

2
+ 1

2
τ ])

ein Morphismus (Ik+1, ∂Ik, Jk)→ (Cr
+(X), X, x0) mit

∂′([η]) = [γ],

also
(∂′)−1([γ]) = [η].

Weiter ist j′∗([Σ(γ) ◦ q′
Ik

]) die Homotopieklasse in πk+1(Σ(X), Cr
−(X), x0) der

Abbildung

Σ(γ) ◦ q′Ik : Ik × I → Σ(X), (s, τ) 7→ pX([γ(s), τ ]).

Es ist

F : I × Ik × I → Σ(X), (t, s, τ) 7→ pX([γ(s), (1− τ)1
2
(1− t) + τ ])

eine Homotopie von η nach Σ(γ) ◦ q′Ik derart, dass F (t, ·) für jedes t ∈ I
ein Morphismus (Ik+1, ∂Ik+1, Jk) → (Σ(X), Cr

−(X), x0) ist. Für s ∈ ∂Ik ist
der Funktionswert nämlich immer x0 und ebenso, wenn s ∈ Ik und τ = 1.
Für s ∈ Ik und τ = 0 ist (1 − τ)1

2
(1 − t) + τ = 1

2
(1 − t) ∈ [0, 1

2
], also

F (t, s, τ) ∈ Cr
−(X). Also ist

λ′∗([η]) = [η] = j′∗([Σ(γ) ◦ qIk ]) in πk+1(Σ(X), Cr
−(X), x0);

Anwenden von (j′∗)
−1 liefert die Behauptung. 2

Beweis von Satz 15.10. Wir betrachten pX als Morphismus

(S(X), {x0}, x0)→ (Σ(X), {x0}, x0)
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und schreiben p′X für den entsprechenden Morphismus

(S(X), C−(X), x0)→ (Σ(X), Cr
−(X), x0).

Weiter sei p+
X die Einschränkung von pX zu einer Quotientenabbildung

C+(X)→ Cr
+(X);

wir betrachten p′X als Morphismus (C+(X), X, x0) → (Cr
+(X), X, x0). Wir

haben dann ein kommutatives Diagramm

πk(X,x0)
∂−1

→ πk+1(C+(X), X, x0)
λ∗→ πk+1(S(X), C−(X), x0)

(j∗)−1

→ πk+1(S(X), x0)
id ↓ (p+

X)∗ ↓ (p′X)∗ ↓ (pX)∗ ↓

πk(X,x0)
(∂′)−1

→ πk+1(Cr+(X), X, x0)
λ′∗→ πk+1(Σ(X), Cr−(X), x0)

(j′∗)
−1

→ πk+1(Σ(X), x0)

Wir machen S(X) zu einen Zellenkomplex mit A := {[x0, t] : t ∈ [0, 1]} als
Unterkomplex, mit den Zellen {[x0, 1]}, {[x0, 0]} sowie

{[x, t] : x ∈ en,j, t ∈ ]0, 1[}.

Da A kontrahierbar ist, ist die kanonische Quotientanabbildung

pX : S(X)→ S(X)//A = Σ(X)

nach Satz 8.34 eine Homotopieäquivalenz, also

(pX)∗ : πk+1(S(X), x0)→ πk+1(Σ(X), x0)

ein Isomorphismus nach Folgerung 9.32. Bezeichnet ψ die Komposition der
Abbildung in der oberen Zeile und θ die Komposition der Abbildungen in
der unteren Zeile des kommutativen Diagramms, so ist

(pX)∗ ◦ ψ = θ;

für jedes [γ] ∈ πk(X, x0) ist somit

(pX)∗(ψ([γ])) = θ([γ]) = [Σ(γ) ◦ q′Ik ] = [Σ(γ) ◦ pIk ◦ qIk ]
= [pX ◦ S(γ) ◦ qIk ] = (pX)∗([S(γ) ◦ qIk ]),

wobei benutzt wurde, dass Σ(γ) ◦ pIk = pX ◦ S(γ) per Konstruktion. Da
(pX)∗ injektiv ist, folgt ψ([γ]) = [S(γ) ◦ qIk ]. �
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16 Von Zellenkomplexen dominierte Räume

und Abbildungsteleskope

Man sagt, dass ein topologischer Raum Y durch einen topologischen Raum X
dominiert wird, wenn es stetige Abbildungen

Y
i→ X

r→ Y

gibt mit r ◦ i ' idY .

Unser Ziel ist der folgende Satz.

Satz 16.1 Wird ein topologischer Raum Y durch einen Zellenkomplex do-
miniert, so ist Y homotopieäquivalent zu einem Zellenkomplex.

Der Satz ist sehr wichtig für die unendlich-dimensionale Topologie. Palais
nennt einen Hausdorffschen topologischen Raum M eine Mannigfaltigkeit,
wenn für jedes x ∈ M eine offene x-Umgebung U ⊆ M existiert und ein
Homöomorphismus

φ : U → V

für eine offene Teilmenge V eines lokal konvexen topologischen Vektorraums
Eφ oder eine relativ offene Teilmenge V ⊆ H mit

H := {x ∈ Eφ : λ(x) ≥ 0}

für ein stetiges lineares Funktional λ : Eφ → R mit λ 6= 0 (H ist also ein
abgeschlossener Halbraum). Da die Definition nicht allgemein verbreitet ist,
sprechen wir im folgenden von Palais-Mannigfaltigkeiten. Wir nehmen stets
M 6= ∅ an. Palais charakterisiert die metrisierbaren Palais-Mannigfaltigkeiten
(Theorem 1) und zeigt, dass jede metrisierbare Palais-Mannigfaltigkeit durch
einen simplizialen Komplex dominiert wird (Theorem 14). Da jeder sim-
pliziale Komplex insbesondere ein Zellenkomplex ist, folgt:

Satz 16.2 (Fakt). Jede metrisierbare Palais-Mannigfaltigkeit wird durch einen
Zellenkomplex dominiert. �

Mit Satz 16.1 folgt:

Satz 16.3 Jede metrisierbare Palais-Mannigfaltigkeit ist homotopieäquivalent
zu einem Zellenkomplex.
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Beispiel 16.4 Jede offene, nicht leere Teilmenge U eines metrisierbaren
lokalkonvexen topologischen Vektorraums E ist eine metrisierbare Palais-
Mannigfaltigkeit (mit V := U und φ := idU) und wird somit durch einen
Zellenkomplex dominiert. Ebenso jede relativ offene Teilmenge U eines Halb-
raums λ−1([0,∞[) mit λ ∈ E ′ \ {0}.

Zum Beispiel können Sie für E jeden normierten Raum (E, ‖ · ‖) nehmen.

Wir halten eine wichtige Folgerung fest.

Folgerung 16.5 Sei M eine wegzusammenhängende, metrisierbare Palais-
Mannigfaltigkeit derart, dass πk(M) = {0} für alle k ∈ N. Dann ist M
kontrahierbar.

Beweis. Nach Satz 16.3 istM zu einem ZellenkomplexX homotopieäquivalent;
da M wegzusammenhängend ist, ist nach Aufgabe 41 (d) auf Blatt 12 auch X
wegzusammenhängend. Nach Folgerung 9.32 ist πk(X) ∼= πk(M) = {0} für
alle k ∈ N und somit X kontrahierbar, nach dem Satz von Whitehead. Also
ist X zu einem einpunktigen topologischen Raum homotopieäquivalent (siehe
Satz 5.73) und somit auch M . Nach Satz 5.73 ist M also kontrahierbar. 2

Um Satz 16.1 zu beweisen, sind sogenannte Abbildungsteleskope das entschei-
dende Hilfsmittel.

Abbildungsteleskope

Definition 16.6 Es seien (Xn)n∈N eine Folge topologischer Räume und

fn : Xn → Xn+1

stetige Abbildungen für n ∈ N. Wir betrachten die topologische Summe

Z :=
∐
n∈N

([n, n+ 1]×Xn)

mit den kanonischen Abbildungen

λn : [n, n+ 1]×Xn → Z

für n ∈ N. Das Abbildungsteleskop der Folge f := (fn)n∈N ist definiert als

T (f) :=
∐
n∈N

([n, n+ 1]×Xn)/∼
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mit der Quotiententopologie bezüglich der kanonischen Quotientenabbildung

q :
∐
n∈N

([n, n+ 1]×Xn)→ T (f), z 7→ [z]

unter Benutzung der Äquivalenzrelation auf der topologischen Summe Z,
welche durch z ∼ z für alle z ∈ Z sowie

λn(n+ 1, x) ∼ λn+1(n+ 1, fn(x))

für n ∈ N und x ∈ Xn (und umgekehrt) gegeben ist und

λn(n+ 1, x) ∼ λn(n+ 1, y)

für alle x, y ∈ Xn mit fn(x) = fn(y). Man schreibt auch T (f1, f2, . . .) statt
T (f).

Beispiel 16.7 Für jeden topologischen Raum Y ist

T (idY , idY , . . .) ∼ [0,∞[×Y ' Y .

[Es sei Z :=
∐

n∈N([n, n + 1] × Y ), q : Z → T (idY , idY , . . .) die kanonische
Quotientenabbildung und λn : [n, n+1]×Y → Z die kanonische Einbettung.
Sei in : [n, n+ 1]× Y → [0,∞[ ×Y die Inklusionsabbildung. Dann ist

i := ∪n∈Nin : Z → [0,∞[×Y

stetig. Da i(λn(n + 1, y)) = (n + 1, y) = i(λn+1(n + 1, y)), faktorisiert i zu
einer stetigen Abbildung

j : T (idY , idY , . . .)→ [0,∞[×Y

mit j ◦ q = i. Da i surjektiv ist, ist auch j surjektiv. Man rechnet nach, dass
j zudem injektiv ist. Für jedes n ∈ N ist für alle (s, y) ∈ [n, n+ 1]× Y

j(q(λn(s, y))) = i(λn(s, y)) = in(s, y) = (s, y),

also
j−1|[n,n+1]×Y = q ◦ λn

stetig. Nach dem Klebelemma ist dann j−1|[0,n]×Y stetig für alle n ∈ N, also
j−1 insbesondere auf den offenen Teilmengen [0, n[×Y von [0,∞[×Y stetig.
Da diese eine Überdeckung von [0,∞[×Y bilden, ist j−1 stetig, also j ein
Homöomorphismus. ]

Wir notieren wichtige Eigenschaften von Abbildungsteleskopen (die im An-
hang des Kapitels bewiesen werden).
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Satz 16.8 Sei (Xn)n∈N eine Folge topologischer Räume und fn : Xn → Xn+1

eine stetige Abbildung für n ∈ N. Dann gilt:

(a) Ist gn : Xn → Xn+1 stetig und zu fn homotop für n ∈ N, so ist

T (f1, f2, . . .) ' T (g1, g2, . . .) .

(b) Es ist T (f1, f2, . . .) ' T (f2, f3, . . .).

(c) Es ist T (f1, f2, . . .) ' T (f2 ◦ f1, f4 ◦ f3, . . .).

(d) Ist Xn Hausdorffsch für jedes n ∈ N, so ist T (f1, f2, . . .) Hausdorffsch.

(e) Ist Xn ein Zellenkomplex für jedes n ∈ N und fn : Xn → Xn+1 zellulär,
so ist T (f1, f2, . . .) ein Zellenkomplex.

Beweis von Satz 16.1

Sei Y dominiert durch einen Zellenkomplex X und seien

Y
i→ X

r→ Y

stetige Abbildungen mit r ◦ i ' idY . Dann gilt

T (i ◦ r, i ◦ r, . . .) ' T (r, i, r, i, . . .) ' T (i, r, i, r, . . .)

' T (r ◦ i, r ◦ i, . . .) ' T (idY , idY , . . .)

' Y,

wobei nacheinander die Teile (c), (b), (c) und (a) von Satz 16.8 benutzt
wurden und dann Beispiel 16.7. Wir verwenden nun zelluläre Approximation:
Als stetige Abbildung zwischen Zellenkomplexen ist

i ◦ r : X → X

homotop zu einer zellulären stetigen Abbildung f : X → X. Dann ist

T (i ◦ r, i ◦ r, . . .) ' T (f, f, f, . . .)

nach Satz 16.8 (a) und folglich Y ' T (f, f, . . .). Nach Satz 16.8 (e) ist
T (f, f, . . .) ein Zellenkomplex, was den Beweis beendet. �
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Anhang für Kapitel 16

Bevor wir Satz 16.8 beweisen, stellen wir eine Beobachtung an.

Bemerkung 16.9 Ist für jedes n ∈ N ein topologischer Raum Yn gegeben
und ein Homöomorphismus φn : Xn → Yn, so sieht man leicht, dass

T ((fn)n∈N) ∼ T ((φn+1 ◦ fn ◦ φ−1
n )n∈N).

Auch folgende Beobachtungen sind nützlich.

Bemerkung 16.10 (a) Für jedes Abbildungsteleskop wie in Definition 16.6
ist

q ◦ λn|]n,n+1[×Xn : ]n, n+ 1[ ×Xn → T (f1, f2, . . .)

eine offene Einbettung.

[Die Einschränkung ist stetig und injektiv; für jede offene Teilmenge U ⊆
]n, n + 1[ ×Xj ist λj(U) offen in Z und q-saturiert, also q(λj(U)) offen in
T (f1, f2, . . .). ]

(b) Für jedes n ∈ N ist

hn : Xj → T (f1, f2, . . .), x 7→ q(λn(n, x))

eine abgeschlossene topologische Einbettung.

[Die Abbildung ist stetig, weil q ◦ λn es ist und injektiv. Ist A ⊆ Xn

abgeschlossen, so ist die Menge λn({n} × A) abgeschlossen in Z. Im Falle
n = 1 ist sie zudem q-saturiert, ihr Bild unter q also abgeschlossen (und dieses
stimmt mit hn(A) überein). Im Falle n ≥ 2 ist B := f−1

n−1(A) abgeschlossen
in Xn−1 und

λn−1({n} ×B) ∪ λn({n} × A)

eine q-saturierte abgeschlossene Teilmenge von Z. Ihr Bild unter q ist abge-
schlossen und stimmt mit hn(A) überein.

Wir benutzen zudem folgenden Sachverhalt.

Lemma 16.11 Es sei (Xj)j∈J eine Familie topologischer Räume und Aj ⊆
Xj eine Teilmenge derart, dass

Bj := ({0} ×Xj) ∪ ([0, 1]× Aj)
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ein starker Deformationsretrakt von [0, 1] × Xj ist. Sei X :=
∐

j∈J Xj und
A :=

∐
j∈J Aj. Dann ist

B := ({0} ×X) ∪ ([0, 1]× A)

ein starker Deformationsretrakt von [0, 1]×X.

Beweis. Wir dürfen annehmen, dass die Mengen Xj paarweise disjunkt sind
und X =

⋃
j∈J Xj mit den Inklusionsabbildungen λj : Xj → X. Für jedes

j ∈ J ist dann [0, 1] × Xj offen in [0, 1] × X mit der Produkttopologie und
die Inklusionsabbildung

id[0,1]×λj : [0, 1]×Xj → [0, 1]×X

ist eine offene topologische Einbettung; also ist [0, 1]×X =
∐

j∈J([0, 1]×Xj).
Für j ∈ J sei

ij : Bj → [0, 1]×Xj

die Inklusionsabbildung,

rj : [0, 1]×Xj → Bj

eine starke Deformationsretraktion und

Fj : [0, 1]× [0, 1]×Xj → [0, 1]×Xj

eine Homotopie relativ Bj von id[0,1]×Xj nach ij ◦ rj mit der Inklusionsabbil-
dung ij : Bj → [0, 1] ×Xj. Die von X auf B induzierte Topologie macht B
zur topologischen Summe der Bj. Dann ist

r := ∪j∈J(λj|BBj ◦ rj)[0, 1]×X → B

eine Retraktion. Sei i : B → X die Inklusionsabbildung. Wir betrachten die
Abbildung

F : [0, 1]×X → [0, 1]×X, (t, x) := (id[0,1]×λj)(Fj(t, x))

für t ∈ [0, 1], j ∈ J und x ∈ Xj. Diese ist stetig auf jeder der offenen Mengen
[0, 1]×Xj und somit stetig. Per Konstruktion ist F eine Homotopie relativ B
von id[0,1]×X nach i ◦ r. 2

Beweis von Satz 16.8. (a) Nach Bemerkung 16.9 dürfen wir annehmen,
dass die Mengen Xn für n ∈ N paarweise disjunkt sind. Wir betrachten die
topologischen Summen X :=

∐
n∈NXn und

Z :=
∐
n∈N

([n, n+ 1]×Xn).
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Für n ∈ N sei weiter Zn := [n, n+1]×Xn für n ∈ N und An := {n, n+1}×Xn.
Da An in Zn abgeschlossen ist, ist

A :=
∐
n∈N

An = {n, n+ 1} ×X

abgeschlossen in Z. Die Abbildung

φ : A→ X

mit (n, x) 7→ x ∈ Xn ⊆ X für x ∈ Xn, (n + 1, x) 7→ fn(x) ∈ Xn+1 ⊆ X ist
stetig auf jedem An und somit stetig. Wir behaupten, dass T (f1, f2, . . .) zu

X ∪φ Z

homöomorph ist. Stimmt dies, ist analog T (g1, g2, . . .) zuX∪ψZ homöomorph
mit der zu φ analogen Abbildung ψ : A → Z, unter Benutzung von gn
statt fn. Dann ist

φ ' ψ .

Sei nämlich Fn : [0, 1]×Xn → Xn+1 eine Homotopie von fn nach gn für n ∈ N.
Definieren wir

F : A× Z → X

via F (t, n, x) := x ∈ Xn ⊆ X für alle t ∈ [0, 1], n ∈ N und x ∈ Xn sowie
F (t, n + 1, x) := Fn(t, x) ∈ Xn+1 ⊆ X, so ist F stetig und eine Homotopie
von φ nach ψ.

Wir wollen nun Satz 8.29 anwenden und müssen die Voraussetzung des Satzes
über die Menge in (31) noch nachprüfen. Da wegen Folgerung 8.9 die Teil-
menge ({0}× [n, n+1])∪ ([0, 1]×{n, n+1}) ein starker Deformationsretrakt
von [0, 1]× [n, n+ 1] ist, ist nach Lemma 8.2 die Teilmenge(

({0} × [n, n+ 1]) ∪ ([0, 1]× {n, n+ 1})
)
×Xn = ({0} × Zn) ∪ ([0, 1]×An)

ein starker Deformationsretrakt von ([0, 1] × [n, n + 1]) × Xn = [0, 1] × Zn.
Nach Lemma 16.11 ist somit

({0} × Z) ∪ ([0, 1]× A)

ein starker Deformationsretrakt von [0, 1] × Z. Nach Satz 8.29 ist somit
X ∪φ Z ' X ∪ψ Z und folglich T (f1, f2, . . .) ' T (g1, g2, . . .).
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Zum Beweis der Behauptung betrachten wir die kanonischen Abbildungen

µ1 : X → X ∪φ Z und µ2 : Z → X ∪φ Z .

Die Topologie U auf X ∪φ Z ist final bezüglich (µj)j∈{1,2}. Sei V die finale
Topologie auf X ∪φ Z bezüglich µ2; da µ2 surjektiv ist, ist dies also die
Quotiententopologie bezüglich µ2. Dann ist U ⊆ V . Jedoch macht V auch
µ1 stetig, denn es ist

µ1 = µ2 ◦ h

mit der stetige Abbildung h :
∐

n∈NXn →
∐

n∈N([0, 1]×Xn) = Z, Xn 3 x 7→
(n, x). Also ist auch V ⊆ U und somit V = U . Für z, w ∈ Z ist genau dann
µ2(z) = µ2(w), wenn z ∼ w, also q(z) = q(w). Somit ist X∪φZ homöomorph
zu Z/∼= T (f1, f2, . . .).

(b) Wir betrachten T ′ := T (f2, f3, · · · ) mit Z ′ :=
∐

n∈N([n, n + 1] × Xn+1),
der kanonischen Quotientenabbildung

q′ : Z ′ → T ′

und den kanonischen Abbildungen

λ′n : [n, n+ 1]×Xn+1 → Z ′

für n ∈ N. Wir wissen, dass h′1 : X2 → T ′, x 7→ q′(λ′1(1, x)) eine abgeschlossene
topologische Einbettung ist. Wir betrachten die Abbildung

f ′1 := h′1 ◦ f1 : X1 → T ′

und bilden den Abbildungszylinder Zf ′1 . Nach Lemma 8.22 ist dann T ′ ein
starker Deformationsretrakt von Zf ′1 , folglich

T (f2, f2, . . .) = T ′ ' Zf ′1 .

Wir zeigen nun, dass es einen Homöomorphismus

ψ : Zf ′1 → T (f1, f2, . . .)

gibt. Dann ist insbesondere Zf ′1 ' T (f1, f2, . . .) und somit T (f2, f3, . . .) '
T (f1, f2, . . .). Offenbar leistet die durch

ψ([s, x]) := q(λ1(2− s, x)) für (s, x) ∈ [0, 1]×X1
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und ψ(q′(λ′n(s, x))) := q(λn+1(s + 1, x)) für n ∈ N, s ∈ [0, 1] und x ∈ Xn+1

gegebene Abbildung Zf ′1 → T (f1, f2, . . .) das Gewünschte, mit der Umkehrab-
bildung T (f1, f2, . . .)→ Zf ′1 , die durch

q(λ1(s, x)) 7→ [2− s, x]

für s ∈ [1, 2] und x ∈ X1 sowie q(λn(s, x)) := q′(λ′n−1(s−1, x)) für 2 ≤ n ∈ N,
s ∈ [n, n+ 1] und x ∈ Xn gegeben ist.

(c) Wir betrachten T ′ := T (f2 ◦ f1, f4 ◦ f3, · · · ) mit der topologischen Summe
Z ′ :=

∐
n∈N([n, n+ 1]×X2n−1), der kanonischen Quotientenabbildung

q′ : Z ′ → T ′

und den kanonischen Abbildungen

λ′n : [n, n+ 1]×X2n−1 → Z ′

für n ∈ N. Dann ist eine stetige Abbildung φ : T → T ′ wohldefiniert durch

φ(q(λ2n−1(s, x))) := q′(λ′n(s+ 1− n, x))

für n ∈ N, s ∈ [2n− 1, 2n] und x ∈ X2n−1 sowie

φ(q(λ2n(s, x)) := q′(λ′n+1(n+ 1, f2n(x)))

für n ∈ N, s ∈ [2n, 2n + 1] und x ∈ X2n. Ebenso ist eine stetige Abbildung
ψ : T ′ → T wohldefiniert via

ψ(q′(λ′n(s, x))) := q(λ2n−1(2s− 1, x))

für n ∈ N, s ∈ [n, n+ 1
2
] und x ∈ X2n−1 sowie

ψ(q′(λ′n(s, x)) := q(λ2n(2s− 2, f2n−1(x)))

für n ∈ N, s ∈ [n+ 1
2
, n+ 1] und x ∈ X2n−1. Dann ist

ψ ◦ φ ' idT und φ ◦ ψ ' idT ′ ,

so dass insbesondere (c) gilt. Homotopien F : [0, 1]× T → T von ψ ◦ φ nach
idT und G : [0, 1] × T ′ → T ′ von φ ◦ ψ nach idT ′ können nämlich definiert
werden wie folgt: Es sei F (t, q(λ2n−1(s, x))) gleich{
q
(
λ2n−1

(
2n− 1 + 2

1+t
(s− (2n− 1)), x

))
wenn 2n− 1 ≤ s ≤ 2n− 1 + 1

2
(1 + t)

q(λ2n(2s+ 1− t− 2n, f2n−1(x))) wenn 2n− 1 + 1
2
(1 + t) ≤ s ≤ 2n
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für n ∈ N, t ∈ [0, 1], s ∈ [2n− 1, 2n] und x ∈ X2n−1; hierbei ist

2s+ 1− t− 2n = 2n+ (1− t)
s− (2n− 1 + 1

2
(1 + t))

1− 1
2
(1 + t)

wenn t ∈ [0, 1[. Weiter sei

F (t, q(λ2n(s, x))) := q(λ2n(2n+ 1− t+ t(s− 2n), x))

für t ∈ [0, 1], n ∈ N, s ∈ [2n, 2n+ 1] und x ∈ X2n. Weiter sei

G(q′(λ′n(s, x))) :=

{
q′
(
λ′n

(
n+ 2 s−n

1+t
, x
))

wenn s ∈ [n, n+ 1
2
(1 + t)];

q′(λ′n(n+ 1, x)) wenn s ∈ [n+ 1
2
(1 + t), n+ 1]

für t ∈ [0, 1], n ∈ N, s ∈ [n, n+ 1] und x ∈ X2n−1.

(d) Für jedes n ∈ N ist die Abbildung wn : [n, n+1]×Xn → [1,∞[, (s, x) 7→ s
stetig. Also ist auch

w := ∪n∈Nwn :
∐
n∈N

([n, n+ 1]×Xn)→ [1,∞[

stetig. Da w(λn(n + 1, x)) = n + 1 = w(λn+1(n + 1, fn(x)) für alle n ∈ N
und x ∈ Xn, faktorisiert w zu einer durch w ◦ q = w festgelegten stetigen
Abbildung

w : T (f1, f2, . . .)→ [1,∞[ .

Seien nun z1, z2 ∈ T (f1, f2, . . .) mit z1 6= z2. Wenn w(z1) 6= w(z2), wählen
wir disjunkte offene Umgebungen U und V von w(z1) bzw. w(z2) in [1,∞[;
dann sind w−1(U) und w−1(V ) disjunkte offene Umgebungen von z1 bzw.
z2 in T (f1, f2, . . .). Sei nun r := w(z1) = w(z2). Fall r 6∈ N: Dann ist
r ∈ [n, n + 1[ für genau ein n ∈ N und für j ∈ {1, 2} ist zj = λj(r, xj)
für genau ein xj ∈ Xn. Dann ist x1 6= x2, wir finden also disjunkte offene
Umgebungen U und V von x1 bzw. x2 in Xn. Dann sind λn(]n, n + 1[×U)
und λn(]n, n + 1[×V ) offene, q-saturierte Teilmengen von X und disjunkt,
also

q(λn(]n, n+ 1[×U)) und q(λn(]n, n+ 1[×V ))

disjunkte offene Teilmengen von T (f1, f2, . . .), welche z1 bzw. z2 enthalten.
Im Fall r = 1 verfährt man analog mit [1, 2[ an Stelle von ]n, n+1[. Es bleibt
der Fall 2 ≤ r ∈ N. Für j ∈ {1, 2} ist dann zj = λn(n, xj) für genau ein
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xj ∈ Xn. Dann ist x1 6= x2, es gibt in Xn also disjunkte offene Umgebungen
U und V von x1 bzw. x2. Dann sind

P := λn−1(]n− 1, n]× f−1
n−1(U)) ∪ λn(U × [n, n+ 1[)

und Q := λn−1(]n− 1, n]× f−1
n−1(V )) ∪ λn(V × [n, n + 1[) offene q-saturierte

Teilmengen von Z und disjunkt, also q(Q) und q(P ) disjunkte offene Teil-
mengen von T (f1, f2, . . .). Diese enthalten z1 bzw. z2.

(e) Für n ∈ N seien Φn
k,j : Dn

k,j → Xn für k ∈ N0 und j ∈ Jnk die charak-
teristischen Abbildungen des Zellenkomplexes Xn mit k-Zellen Dk,j. Wir
behaupten, dass T := T (f1, f2, . . .) ein Zellenkomplex ist mit den charakte-
ristischen Abbildungen für k-Zellen von der Form

Ψn
k,j := hn ◦ Φn

k,j : Dn
k,j → T, x 7→ q(λn(n,Φn

k,j(x)))

für n ∈ N und j ∈ Jnk sowie, falls k ≥ 1, zudem

Θn
k,j : [n, n+ 1]×Dn

k−1,j → T, (s, x) 7→ q(λn(s,Φn
k−1,j(x)))

für n ∈ N und j ∈ Jnk−1. Wir prüfen nun die Bedingungen von Satz 3.30 nach
und stellen zunächst fest, dass T nach (d) Hausdorffsch ist.

Da Φn
k,j|Dnk,j\∂Dnk,j und hn aus Bemerkung 16.10 (b) topologische Einbettun-

gen sind, ist Ψn
k,j|Dnk,j\∂Dnk,j eine topologische Einbettung. Im Falle k ≥ 1 ist

Φn
k−1,j|Dnk−1,j\∂D

n
k−1,j

eine topologische Einbettung und nach Bemerkung 16.10 (a)

auch (q ◦ λn)|]n,n+1[×Xn ; also ist Θn
k,j|Dnk−1,j\∂D

n
k−1,j

eine topologische Einbet-

tung. Bedingung (a) aus Satz 3.30 ist also erfüllt.

Per Konstruktion ist T die disjunkte Vereinigung der Mengen hn(enk,j) mit
enk,j := Φn

k,j(D
n
k,j \ ∂Dn

k,j) ⊆ Xn für n ∈ N, k ∈ N0 und j ∈ Jnk (deren Vereini-
gung

⋃
n∈N hn(Xn) ist) sowie der Mengen fnk,j := Θn

k,j(D
n
k−1,j \ ∂Dn

k−1,j) für
n ∈ N, k ∈ N und j ∈ Jnk−1, mit Vereinigung

⋃
n∈N q(λn(]n, n + 1[×Xn).

Bedingung (b) aus Satz 3.30 ist also erfüllt.

Die Topologie auf Z ist final bezüglich den Abbildungen λn für n ∈ N. Da q
eine Quotientenabbildung ist, ist die Topologie auf T also final bezüglich den
Abbildungen q ◦ λn : [n, n+ 1]×Xn → T . Da die Topologie auf Xn final ist
bezüglich den Abbildungen Φn

k,j für k ∈ N0 und j ∈ Jnk , ist die Topologie auf
[n, n+1]×Xn final bezüglich den Abbildungen id[n,n+1]×Φn

k,j. Die Topologie
O auf T ist also final bezüglich den Abbildungen

q ◦ λn ◦ (id[0,1]×Φn
k,j) = Θn

k+1,j .
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Es sei T die finale Topologie auf T bezüglich alle den Θn
k,j allen Ψn

k,j. Da T
alle Θn

k+1,j stetig macht für n ∈ N, k ∈ N0 und j ∈ Jnk , ist T ⊆ O. Da O für
n ∈ N, k ∈ N0 und j ∈ Jnk die Abbildung

Θn
k+1,j : [n, n+ 1]×Dk,j → T, (s, x) 7→ q(λn(s,Φn

k,j(x)))

stetig macht, macht T auch

Dk,j → T, x 7→ Θn
k+1,j(n, x)) = hn(Φn

k,j(x))

stetig, also die Abbildung Ψn
k,j. Also gilt O ⊆ T und somit O = T . Die

Bedingung (c) von Satz 3.30 ist also erfüllt.

Wir weisen nun noch Bedingung (d) von Satz 3.30 nach. Da Xn für jedes
n ∈ N ein Zellenkomplex ist, ist für alle k ∈ N und j ∈ Jnk das Bild Φn

k,j(∂D
n
k,j)

in einer Vereinigung von endlich vielen der Mengen en`,i enthalten mit ` < k
und i ∈ Jn` . Also ist Ψn

k,j(∂D
n
k,j) enthalten in der entsprechenden endlichen

Vereinigung der hn(en`,i).

Gegeben n ∈ N, k ∈ N und j ∈ Jnk−1 ist

∂([n, n+ 1]×Dn
k−1,j) = ({n, n+ 1} ×Dn

k−1,j) ∪ (]n, n+ 1[×∂Dn
k−1,j) .

Es ist Φn
k−1,j(D

n
k−1,j) in einer endlichen Vereinigung von Mengen der Form

e`,i mit ` ≤ k und i ∈ Jn` enthalten, also Θn
k,j({n} ×Dn

k−1,j) = hn(Dn
k−1,j) in

der entsprechenden Vereinigung der hn(en`,i).

Da fn zellulär ist, ist fn(Dn
k−1,j) eine Teilmenge des (k−1)-Gerüsts von Xn+1

und diese ist kompakt, da Dn
k−1,j kompakt und fn stetig ist. Da Xn+1 ein

Zellenkomplex ist, ist fn(Dn
k−1,j) also enthalten in einer endlichen Vereinigung

von Mengen der Form en+1
`,i mit ` ≤ k − 1 und i ∈ Jn−1

` , somit

Θn
k,j({n+ 1} ×Dn

k−1,j) = q(λn({n+ 1} ×Dn
k−1,j))

= q(λn+1({n+ 1} × fn(Dn
k−1,j)) = hn+1(fn(Dn

k−1,j))

enthalten in der entsprechenden endlichen Vereinigung der Mengen hn+1(en+1
`,i ).

Ist k = 1, so ist ∂Dn
k−1,j = ∅. Im Falle k ≥ 2 ist Φn

k−1,j(∂D
n
k−1,j) in einer

endlichen Vereinigung von Mengen der Form en`,i mit ` ≤ k − 2 und i ∈ Jn`
enthalten und somit Θn

k,j(]0, 1[×∂Dn
k−1,j) in der entsprechenden endlichen

Vereinigung der Mengen

Θn
k,j(]0, 1[×en`,i) = fn`+1,i .

Dies beendet den Beweis. �
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A Existenz universeller Überlagerungen*

Definition A.1 Ein topologischer Raum X heißt semilokal einfach zusam-
menhängend, wenn für jedes x ∈ X eine x-Umgebung U ⊆ X existiert derart,
dass für die Inklusionsabbildung iU : U → X

(iU)∗ : π1(U, x)→ π1(X, x)

der triviale Homomorphismus [γ] 7→ [cx] ist. Für jede Schleife in U an der
Stelle x ist also iU ◦ γ in X homotop relativ {0, 1} zum konstanten Weg cx.

Als Schleife in X betrachtet ist γ also homotop zu cx.

Bemerkung A.2 Ist X ein topologischer Raum x ∈ X und U ⊆ X eine
x-Umgebung mit (iU)∗ = e, so ist (iV )∗ = e für jede x-Umgebung V ⊆ U , da

iV = iU ◦ iU,V

mit der Inklusionsabbildung iU,V : V → U und somit (iV )∗ = (iU)∗ ◦ (iU,V )∗.
Ist X lokal wegzusammenhängend, so können wir V wegzusammenhängend
wählen. Nach Satz 9.36 gilt dann

(iV )∗ = e für (iV )∗ : π1(V, y)→ π1(X, y)

für alle y ∈ V . Nach Bemerkung 1.109 können wir V sogar wegzusam-
menhängend und offen wählen.

Der folgende Sachverhalt ist sehr nützlich.

Satz A.3 (Existenz universeller Überlagerungen) Es sei X ein topol-
ogischer Raum, welcher zusammenhängend und lokal wegzusammenhängend
ist. Dann sind äquivalent:

(a) Für X existiert eine universelle Überlagerung.

(b) X ist semilokal einfach zusammenhängend.

Bemerkung A.4 Jede endlich-dimensionale Mannigfaltigkeit oder unendlich-
dimensionale Mannigfaltigkeit M (etwa im Sinne von Palais, wie in Kapi-
tel 16) ist semilokal einfach zusammenhängend, da jede Umgebung eines
Punkts eines lokal konvexen topologischen Vektorraums E eine konvexe und
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somit kontrahierbare Umgebung enthält, also auch jede Umgebung eines
Punkts in M (und die kontrahierbare Umgebung ist insbesondere einfach
zusammenhängend, folglich semilokal einfach zusammenhängend); ebenso,
wenn man Umgebungen in E durch Umgebungen in einem Halbraum H ⊆ E
ersetzt (da H konvex ist, ist der Durchschnitt einer konvexen Umgebung in
E mit H ebenfalls konvex). Somit folgt:

Für jede zusammenhängende Palais-Mannigfaltigkeit M existiert eine uni-
verselle Überlagerung q : M̃ →M .

Da q ein lokaler Homöomorphismus ist und jede Umgebung in M eine zu
einer offenen Teilmenge in E (oder einem Halbraum H ⊆ E) homöomorphe

Teilmenge enthält, ist auch M̃ eine Palais-Mannigfaltigkeit (siehe Satz 6.23
für die Hausdorff-Eigenschaft).

Bemerkung A.5 In Satz A.6 werden wir sehen, dass jeder Zellenkomplex X
semilokal einfach zusammenhängend ist und folglich eine universelle Über-
lagerung q : X̃ → X existiert. Wir erwähnen ohne Beweis, dass dann auch
X̃ ein Zellenkomplex ist (siehe Seite 529 in Hatchers Buch, Exercise 1).

Beweis von Satz A.3. (a)⇒(b). Es sei q : X̃ → X eine universelle

Überlagerung. Gegeben x ∈ X wählen wir ein y ∈ X̃ mit q(y) = x.
Da q ein lokaler Homöomorphismus ist, gibt es eine offene y-Umgebung
W ⊆ X̃ derart, dass U := q(W ) eine offene x-Umgebung ist und q|UW ein
Homöomorphismus. Für jede Schleife γ : [0, 1]→ U an der Stelle x ist dann
η := (q|UW )−1 ◦ γ eine Schleife an der Stelle y in W . Wir betrachten η als

Schleife in X̃. Dann ist iU ◦ γ = q ◦ (q|UW )−1 ◦ γ = q ◦ η. Da X̃ einfach

zusammenhängend ist, ist [η] = [cy] in π1(X̃, y) und somit

(iU)∗([γ]) = [i ◦ γ] = [q ◦ η] = q∗([η]) = q∗([cy]) = [cx]

in π1(X, x).

(b)⇒(a). Sei unser zusammenhängender, lokal wegzusammenhängender topol-
ogischer Raum X semilokal einfach zusammenhängend. Ist X = ∅, so sei
X̃ := ∅. Sei nun X 6= ∅; wir wählen ein x0 ∈ X. Wir betrachten das
Fundamentalgruppoid π1(X) von X; wir definieren

X̃ := {[γ] ∈ π1(X) : γ(0) = x0}
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und
q : X̃ → X, [γ] 7→ γ(1) .

Topologie auf X̃. Es sei [γ] ∈ X̃ und U ⊆ X eine wegzusammenhängende
offene Umgebung von γ(1) derart, dass i∗ : π1(U, γ(1)) → π1(X, γ(1)) der
triviale Homomorphismus ist. Für jedes x ∈ U gibt es einen Weg γx von
γ(0) nach x. Ist auch η ein solcher, so ist

[η]−1[γx] = [η− · γx] = e in π1(X, γ(1)),

da [η− ·γx] im Bild von i∗ ist. Folglich ist [γx] = [η] in π1(X). Mit Produkten
in π1(X) ist also

σ[γ],U : U → X̃, x 7→ [γ] [γx]

wohldefiniert. Da
q(σ[γ],U(x)) = (γ · γx)(1) = x, (50)

ist σ[γ],U injektiv. Für jedes y ∈ U ist

σ[γ],U = σ[γ·γy ],U ; (51)

ist nämlich x ∈ U und ηx ein Weg in U von y nach x, so ist γy · ηx ein Weg
in U von γ(1) nach x und somit

σ[γ],U(x) = [γ] [γy · ηx] = [γ · γy] [ηx] = σ[γ·γy ],U(x) .

Wir geben X̃ die finale Topologie bezüglich den Abbildungen σ[γ],U .

Dann wird jedes σ[γ],U zu einer offenen Abbildung, also σ[γ],U(V ) offen in X̃

für jede offene Teilmenge V ⊆ U . Sei nämlich γ′ ∈ X̃ und U ′ eine wegzusam-
menhängende offene γ′(1)-Umgebung derart, dass (iU ′)∗ : π1(U ′, γ′(1)) →
π1(X, γ′(1)) der triviale Homomorphismus ist. Wir zeigen, dass das Urbild

Q := (σ[γ′],U ′)
−1(σ[γ],U(V ))

eine Umgebung in U ′ ist von jedem Element y in Q. Es ist dann nämlich

σ[γ′],U ′(y) = σ[γ],U(z)

für ein z ∈ V ; Anwendung von q zeigt wegen (50), dass x = z und somit

[γ] [γy] = [γ′] [γ′y]
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mit einem Weg γ′y von γ′(1) nach y in U ′′. Es sei U ′′ eine wegzusam-
menhängende offene Umgebung von y in U ∩ U ′. Dann ist

σ[γ],U |U ′′ = σ[γ·γy ],U |U ′′ = σ[γ·γy ],U ′′

= σ[γ′·γ′y ],U ′′ = σ[γ′·γ′y ],U ′|U ′′ = σ[γ′],U ′|U ′′ , (52)

also U ′′ ⊆ Q.

q ist eine Überlagerung. Gegeben x ∈ X sei U eine wegzusammenhängende
offene Umgebung von x in X derart, dass (iU)∗ : π1(U, x)→ π1(X, x) trivial
ist. Setzen wir

A := q−1({x})

und
Vα := σ[γ],U(U)

für alle α := [γ] ∈ A, so ist jedes Vα nach dem Obigen offen in X̃ und

q|Vα : Vα → U

ein Homöomorphismus.

Sind α, β ∈ A und existiert ein y ∈ Vα ∩ Vβ, so ist (mit U ′′ := U ′ := U)
σα,U = σβ,U nach (52) und somit α = σα,U(x) = σβ,U(x) = β.

Ist [η] ∈ q−1(U), so ist y := η(1) ∈ U . Ist γy eine Weg von γ(1) nach y, so
ist α := [η · γ−y ] ∈ A und

σ[η],U = σ[η·γ−y ],U = σα,U ,

also [η] = σ[η],U(y) = σα,U(y) ∈ Vα. Es ist also

q−1(U) =
⋃
α∈A

Vα

als Vereinigung paarweise disjunkter Mengen.

X̃ ist einfach zusammenhängend. Sei y0 := [cx0 ] ∈ X̃. Ist [γ] ∈ X̃, so ist
γ : [0, 1]→ X ein Weg in X mit γ(0) = x0. Dann ist

F : [0, 1]× [0, 1]→ X, F (t, s) := γ(st)
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stetig. Für jedes t ∈ [0, 1] ist Ft := F (t, ·) ein Weg in X von x0 nach γ(t); es
ist F0 = cx0 und F1 = γ. Wir erhalten also eine Abbildung

γ̃ : [0, 1]→ X̃, t 7→ [Ft]

mit γ̃(0) = [cx0 ] = y0 und derart, dass

q ◦ γ̃ = γ

(da Ft(1) = γ(t1) = γ(t) für alle t ∈ [0, 1]). Weiter ist γ̃(1) = [F1] = [γ]. Wir

behaupten, dass γ̃ immer stetig ist. Dann ist X̃ also wegzusammenhängend.
Sind η1 und η2 in y0 startende Wege in X̃ mit η1(1) = η2(1), so ist für
j ∈ {1, 2}

γj := q ◦ ηj
ein in x0 startender Weg in X, also insbesondere [γ] ∈ X̃. Nach der Behaup-
tung ist γ̃j ein an der Stelle y0 startender Lift von γj, also

ηj = γ̃j

wegen Satz 6.9. Insbesondere gilt

[γ1] = γ̃1(1) = η1(1) = η2(1) = γ̃2(1) = [γ2];

wegen Folgerung 6.14 ist also [γ̃1] = [γ̃2] und somit [η1] = [η2]. Da es

für jedes y ∈ X̃ nur eine Homotopieklasse von Wegen von y0 nach y gibt
(und X̃ wegzusammenhängend ist), ist X̃ einfach zusammenhängend (ver-
gleiche Lemma 5.41).

Beweis der Behauptung. Für jedes t ∈ [0, 1] existiert eine offene t-Umgebung
Qt ⊆ [0, 1] derart, dass γ(Qt) ⊆ U für eine wegzusammenhängende offene
Teilmenge U ⊆ X mit (iU)∗ = e. Es sei δ > 0 eine Lebesguesche Zahl für die
offene Überdeckung (γ−1(Qt))t∈[0,] von [0, 1] und n ∈ N so groß, dass 1

n
< δ.

Wir betrachten die äquidistante Unterteilung

0 = t0 < t1 < . . . < tn = 1

mit tk := k
n

für k ∈ {0, 1, . . . , n}. Wir zeigen, dass γ̃|[tk,tk+1] stetig ist für alle
k ∈ {0, . . . , n−1}; nach dem Klebelemma ist γ̃ also (wie behauptet) stetig. Es
gibt eine wegzusammenhängende offene Menge Uk ⊆ X mit γ([tk, tk+1]) ⊆ Uk
derart, dass (iUk)∗ : π1(Uk, γ(tk)) → π1(X, γ(tk)) trivial ist. Halte k fest.
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Es η : [0, 1] → X, s 7→ γ(tks) ein Weg von x0 nach γ(tk) und für jedes
t ∈ [tk, tk+1] ist

θ : [tk, tk+1]→ X̃, t 7→ σ[η],U(γ(t))

stetig mit q(θ(t)) = γ(t) für alle t ∈ [tk, tk+1] und θ(tk) = σ[η],U(η(1)) = [η] =
γ̃(tk). Nun ist für jedes t ∈ [tk, tk+1]

ht : [0, 1]→ Uk, s 7→ γ(tk + s(tk+1 − tk))

ein Weg von γ(tk) nach γ(t) in Uk, also

θ(t) = σ[η],U(γ(t)) = [η] [ht] = [η · ht] = [Ft] = γ̃(t) .

Somit ist γ̃|[tk,tk+1] = θ, eine stetige Funktion. �

Wir zeigen nun:

Satz A.6 In einem Zellenkomplex X enthält jede Umgebung V eines Punkts
x ∈ X eine offene x-Umgebung U ⊆ X, für welche die Menge {x} ein
starker Deformationsretrakt ist; insbesondere ist U kontrahierbar und einfach
zusammenhängend.

Im Beweis nutzt ein Hilfsresultat.

Lemma A.7 Es sei X1 ⊆ X2 ⊆ · · · eine strikte gerichtete Folge topolo-
gischer Räume und U1 ⊆ U2 ⊆ · · · eine Folge offener Teilmengen Un ⊆
Xn derart, dass Un ein starker Deformationsretrakt von Un+1 ist für alle
n ∈ N. Weiter sei A ein starker Deformationsretrakt von U1. Dann ist
U :=

⋃
n∈N Un eine offene Teilmenge von X :=

⋃
n∈NXn = lim

→
Xn und A ein

starker Deformationsretrakt von U .

Beweis. Nach Lemma 1.69 ist U offen in X und ebenso jede in lim
→
Un offene

Teilmenge von U ; die von X auf U induzierte Topologie ist also die Topologie
des direkten Limes lim

→
Un. Es sei U0 := A. Für n ∈ N sei rn : Un → Un−1

eine starke Deformationsretraktion, in−1 : Un−1 → Un die Inklusionsabbil-
dung und

Fn : [0, 1]× Un → Un

eine Homotopie relativ Un−1 von idUn nach in−1◦rn. Wir definieren F : [0, 1]×
U → U für t ∈ [0, 1] und x ∈ Un mit n ∈ N via

F (t, x) := x
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wenn t ∈ [0, 2−n] bzw.

Fm

(t− 2−m

2−m
, (rn ◦ · · · ◦ rm−1)(x)

)
wenn t ∈ [2−n, 1], mit m ∈ N derart, dass t ∈ [2−m, 2−m+1]. Dies ist un-
abhängig von der Wahl von m. Da rm(x) = x für alle m > n und Fm eine
Homotopie relativ Um−1 ⊇ Un ist, ist F wohldefiniert, unabhängig von der
Wahl von n. Per Konstruktion ist F |[0,1]×Un stetig für alle n ∈ N, nach dem
Klebelemma. Da U = lim

→
Un, ist die Topologie auf U final bezüglich den

Inklusionen Un → U . Nach Folgerung 1.122 ist die Topologie auf [0, 1] × U
also final bezüglich den Inklusionsabbildungen

[0, 1]× Un → [0, 1]× U .

Folglich ist F stetig und leistet das Gewünschte. 2

Beweis von Satz A.6. Es sei Xn das n-Gerüst von X für n ∈ N und
es seien Φn,j : Dn → X die charakteristischen Abbildungen mit j ∈ Jn und
en,j := Φn,j(D0

n). Es sei x ∈ X und V ⊆ X eine offene x-Umgebung. Wir
wählen m ∈ N0 minimal derart, dass x im m-Gerüst Xm enthalten ist. Dann
ist also x ∈ em,i für ein i ∈ Jm. Einer kompakten Kugel in Rm entsprechend
um den Mittelpunkt finden wir wegen em,i ∼ Rm eine kompakte x-Umgebung
Km in em,i ∩ V derart, dass {x} ein starker Deformationsretrakt von Um :=
K0
m mit dem Inneren als Teilmenge von em,i (also von Xm). Wir setzen noch

Um−1 := Km−1 := {x}.

Für alle n ≥ m konstruieren wir nun in Xn offene Teilmengen Un ⊆ V ∩Xn

mit Un−1 ⊆ Un derart, dass Un in V ∩ Xn relativ kompakt (also in einer
kompakten Teilmenge Kn ⊆ V ∩ Xn enthalten ist) und Un−1 ein starker
Deformationsretrakt von Un ist.

Gelingt dies, so ist {x} nach Lemma A.7 ein starker Deformationsretrakt der
offenen Teilmenge U =

⋃
n≥m Un von lim

→ n≥m
Xn = lim

→ n≥0
Xn = X.

Für n = m ist die Konstruktion erledigt. Sei nun n > m und Un−1 schon
konstruiert und Kn−1 wie oben. Die Menge Fn aller j ∈ Jn mit Φn,j(Dn) ∩
Kn−1 6= ∅ ist endlich. Für j ∈ Fn ist Φ−1

n,j(Kn−1) eine kompakte Teilmenge von

Sn−1 und Φ−1
n,j(Un−1) in Sn−1 offen. Weiter ist Φ−1

n,j(V ) eine offene Umgebung

von Φ−1
n,j(Kn−1). Die Abbildung

hn : Sn−1× ]0, 1]× Dn \ {0}, (s, r) 7→ sr
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ist ein Homöomorphismus. Es ist h−1
n (Φ−1

n,j(V ) \ {0}) eine offene Umgebung

von Φ−1
n,j(Kn−1) × {0}. Mit dem Lemma von Wallace finden wir ein εn ∈

]0, 1[ mit Φ−1
n,j(Kn−1)× [1− εn, 1] in der genannten offenen Umgebung. Nach

Vergrößeren kann εn unabhängig von j ∈ Fn gewählt werden. Dann ist

Un :=
⋃
j∈Fn

Φn,j(hn(Φ−1
n,j(Un−1)× ]εn, 1]))

eine Teilmenge von Xn mit Un ∩Xn−1 = Un−1, so dass also Φ−1
k,j(Un) offen ist

für alle k ∈ {0, . . . , n−1} und j ∈ Jk. Für j ∈ Jn ist Φ−1
n,j(Un) = ∅ offen wenn

j 6∈ Fn; ist j ∈ Fn, so ist Φ−1
n,j(Un) = hn(Φn,j(Un−1)× ]εn, 1])) ebenfalls offen.

Also ist Un offen in Xn. Per Konstruktion ist Un in der kompakten Teilmenge
Kn :=

⋃
j∈Fn Φn,j(hn(Φ−1

n,j(Kn−1) × [εn, 1])) von V enthalten. Schließlich ist
die Abbildung Fn : [0, 1]× Un → Un,

Fn(t,Φn,j(x)) := Φn,j

(
(1− t)x+ t

1

‖x‖2

x

)
für j ∈ Jn und t ∈ [0, 1] wohldefiniert, nach dem Klebelemma stetig und eine
Homotopie relativ Un−1 von idUn zu einer Abbildung Fn(1, ·) : Un → Un mit
Bild in Un−1. Also ist Un−1 ein starker Deformationsretrakt von Un. �
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B Der Satz von Seifert und van Kampen*

In diesem Anhang stellen wir den Satz von Seifert und van Kampen vor
und benutzen ihn zur Berechnung der Fundamentalgruppe eines wegzusam-
menhängenden Zellenkomplexes.

Formulierung des Satzes

Wir benötigen einen Begriff aus der Gruppentheorie:

B.1 Für jede Familie (Gα)α∈A von Gruppen gibt es eine Gruppe P , zusam-
men mit einer Familie (λα)α∈A von Gruppen-Homomorphismen λα : Gα → P
für λ ∈ P , so dass für jede Gruppe G und jede Familie (φα)α : A von Gruppen-
Homomorphismen genau ein Gruppen-Homomorphismus φ : P → G existiert
derart, dass φ ◦ λα = φα für alle α ∈ A. Man nennt (P, (λα)α∈A) das freie
Produkt der Familie (Gα)α∈A und schreibt ∗α∈AGα := P .

Freie Produkte sind eindeutig bis auf Isomorphie.37

B.2 Es seiX topologischer Raum, x0 ∈ X und (Uα)α∈A eine offene Überdeckung
von X derart, dass x0 ∈ Uα für alle α ∈ A. Es sei

P := ∗α∈Aπ1(Uα, x0)

das freie Produkt mit den kanonischen Homomorphismen λα : π1(Uα, x0) →
F für α ∈ A. Weiter sei und iα : Uα → X die Inklusionsabbildung, φα :=
(iα)∗ : π1(Uα, x0)→ π1(X, x0) der induzierte Homomorphismus und

φ : P → π1(X, x0)

der von der Familie (φα)α∈A induzierte Homomorphismus mit φ ◦ λα = φα
für alle α ∈ A. Für α, β ∈ A sei iα,β : Uα ∩Uβ → Uα die Inklusionsabbildung
and λα,β := (iα,β)∗ : π1(Uα ∩ Uβ, x0) → π1(Uα, x0) der von iα,β induzierte
Homomorphismus.

Satz B.3 (Satz von Seifert und van Kampen) In der Situation von B.2
betrachten wir die Bedingungen:

37Ist auch (Q, (ψα)α∈A) ein freies Produkt, so gibt es Gruppen-Hhomomorphismen
ψ : P → Q und φ : Q → P mit ψ ◦ φα = ψα und φ ◦ ψα = φα für alle α ∈ A. Da
φ ◦ ψ und idP Gruppen-Homomorphismen sind, deren Komposition mit jedem φα gleich
φα ist, folgt φ◦ψ = idP . Analog ist ψ ◦φ = idQ, somit ψ ein Isomorphismus mit ψ−1 = φ.
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(a) Für jedes α ∈ A ist Uα wegzusammenhängend.

(b) Für alle α, β ∈ A ist Uα ∩ Uβ wegzusammenhängend.

(c) Für alle α, β, γ ∈ A ist Uα ∩ Uβ ∩ Uγ wegzusammenhängend.

Gelten (a) und (b), so ist der Gruppen-Homomorphismus

φ : ∗α∈Aπ1(Uα, x0)→ π1(X, x0)

surjektiv und sein Kern enthält den Normalteiler N von ∗α∈Aπ1(Uα, x0), der
erzeugt wird von allen Elementen der Form

λα,β(g)λβ,α(g)−1

mit α, β ∈ A und g ∈ π1(Uα ∩ Uβ, x0). Gilt zudem (c), so ist kerφ = N .

Für den Beweis von Satz B.3 verweisen wir auf das Buch von Hatcher, Seite
44–46. Auf Anwendungen gehen wir jedoch mit vollem Beweis ein.

Ein wichtiger Spezialfall ist der folgende:

Folgerung B.4 Gilt (a), (b) und (c) und ist Uα∩Uβ einfach zusammenhängend
für alle α, β ∈ A mit α 6= β, so ist N = {e} und somit

φ : ∗α∈Aπ1(Uα, x0)→ π1(X, x0)

ein Gruppen-Isomorphismus.

Beispiel B.5 Wir betrachten ein Bukett

X :=
∨
α∈A

S1

von Kreisen (S1, x0) mit x0 := 1. Wir zeigen, dass

π1(X, x0) ∼= ∗α∈Aπ1(S1, x0) ∼= ∗α∈AZ
(was sich auch als die freie Gruppe F (A) über A auffassen lässt, siehe B.15).

Zum Beweis sei q :
∐

α∈A S1 → X die kanonische Quotientenabbildung. Die
Halbsphäre

H := {z ∈ S1 : Re(z) > 0}
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ist offen in S1 und kontrahierbar. Setzen wir für α ∈ A

Vα := S1 und Vδ := H für δ ∈ A \ {α},

so ist Wα :=
∐

δ∈A Vδ eine q-saturierte offene Teilmenge von
∐

δ∈A S1 und
somit

Uα := q(Wα)

offen inX und auch wegzusammenhängend, da jede der Mengen Vδ wegzusam-
menhängend ist und x0 enthält. Für alle α 6= β ist

Uα ∩ Uβ = q

(∐
δ∈A

H

)

kontrahierbar (da wir simultan jede Kopie von H kontrahieren können zur
konstanten Abbilkdung x0), insbesondere also wegzusammenhängend und
einfach zusammenhängend. Für alle paarweise verschiedenen α, β, γ ist

Uα ∩ Uβ ∩ Uγ = Uα ∩ Uβ

ebenfalls wegzusammenhängend. Für α ∈ A sei λα : S1 →
∐

δ∈A S1 die kanon-
ische Abbildung. Da q(λα(S1)) ein starker Deformationsretrakt von Uα ist
und zu S1 homöomorph, ist

π1(Uα, x0) ∼= π1(q(λα(S1)), x0) ∼= π1(S1, x0) ∼= Z.

Wegen Folgerung B.4 ist also

π1(X, x0) ∼= ∗α∈Aπ1(Uα, x0) ∼= ∗α∈AZ .

Weitere Begriffe und Fakten über Gruppen

Um Satz B.3 und Folgerung B.4 gewinnbringend einsetzen zu können, erwähnen
wir noch weitere elementare Fakten der Gruppentheorie.

B.6 Zu jeder Menge M gibt es eine Gruppe F (M), zusammen mit einer
Abbildung θM : M → F (M), so dass für jede Abbildung f : M → G von M in
eine GruppeG genau ein Gruppen-Homomorphismus f : F (M)→ G existiert
mit f ◦ θM = f . Man nennt (F (M), θM) die freie Gruppe über M .

277



Bemerkung B.7 Zur Konstruktion des freien Produkts kann man die freie
Gruppe (F (M), θM) über der disjunkten VereinigungM :=

∐
α∈AGα nehmen,

mit den kanonischen Abbildungen ια : Gα → M . Es sei N der von den Ele-
menten

θM(ια(h))−1θM(ια(g))−1θM(ια(gh))

mit α ∈ A und g, h ∈ Gα erzeugte Normalteiler von F (M). Dann ist die
Quotientengruppe

P := F (M)/N

ein freies Produkt für die Familie (Gα)α∈A, zusammen mit den Gruppen-
Homomorphismen λα := q ◦ θM ◦ ια, wobei q : F (M)→ F (M)/N der kanon-
ische Quotienten-Homomorphismus ist.

Mehr Informationen zu freien Gruppen und freien Produkten findet man in
Robinsons Buch (oder auch bei Rotman). Hat M mindestens zwei Elemente,
so ist die freie Gruppe F (M) nicht abelsch. Ist Gα 6= {e} für mindestens zwei
Indizes, so ist ∗α∈AGα nicht abelsch. Wir erwähnen noch zwei Grundideen,
die wir aber nicht benutzen werden:

Bemerkung B.8 (a) Ist M eine Menge, so wählt man eine zu M disjunkte
Menge M ′ der gleichen Mächtigkeit; es gibt also eine bijektive Abbildung
ι : M →M ′. Man definiert x−1 := ι(x) für x ∈M und ι(x)−1 := x. Die freie
Gruppe F (M) kann realisiert werden als die Menge der Wörter (g1, . . . , gn)
in Elementen g1, . . . , gn ∈M ∪M ′, welche reduziert sind in dem Sinne, dass

g−1
j 6= gj+1 für alle j ∈ N mit 1 ≤ j ≤ n− 1;

verschiedene reduzierte Wörter ergeben verschiedene Gruppenelemente. Das
Neutralelement ist das leere Wort ∅ (mit n = 0). Jedes Element g ∈M ∪M ′

ist ein reduziertes Wort und in der freien Gruppe ist (g1, . . . , gn) = g1 · · · gn.

(b) Gegeben eine Familie von Gruppen (Gα)α∈A darf man nach Übergang zu
isomorphen Gruppen annehmen, dass alle Gα das gleiche Neutralelement be-
sitzen und die MengenGα\{e} paarweise disjunkt sind. Die von

⋃
α∈A λα(Gα)

erzeugte Untergruppe des freien Produkts erfüllt ebenfalls dessen universelle
Eigenschaft und stimmt daher mit dem freien Produkt überein, es wird also
von der genannten Vereinigung erzeugt. Jedes Element g des freien Produkts
kann daher geschrieben werden als ein Produkt

g = λα1(g1) · · ·λαn(gn) (53)
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mit einem n ∈ N, α1, . . . , αn ∈ A und gj ∈ Gαj für j ∈ {1, . . . , n}. Faktoren
mit gj = e können weggelassen werden; ist αj+1 = αj, so ist zudem

λαj(gj)λαj+1
(gj+1) = λαj(gj)λαj(gj+1) = λαj(gjgj+1),

da λαj ein Gruppen-Homomorphismus ist; es kann also n um eins verringert
werden. Nach endlich vielen Schritten kann angenommen werden, dass

αj 6= αj+1 für alle j ∈ N mit 1 ≤ j ≤ n− 1 (54)

in (53). Ein Wort (g1, . . . , gn) mit gj ∈
⋃
α∈A(Gα \ {e}), welches (54) erfüllt,

wird wieder ein reduziertes Wort genannt. Wir haben gesehen, das jedes
Gruppenelement Produkt eines reduzierten Wortes ist, und man kann zeigen,
dass das reduzierte Wort durch g eindeutig festgelegt ist. Das freie Produkt
der Gα lässt sich also realisieren als die Menge aller reduzierten Wörter in⋃
α∈A(Gα\{e}); Neutralelement ist das leere Wort. Im Beweis des Satzes von

Seifert und van Kampen benötigt man nicht die Eindeutigkeit des reduzierten
Wortes (g1, . . . , gn) für ein gegebenes g, nur die gerade gezeigte Existenz.

B.9 Ist G eine Gruppe, so gibt es eine abelsche Gruppe Gab und einen
Gruppen-Homomorphismus κG : G → Gab derart, dass für jede abelsche
Gruppe H und jeden Gruppen-Homomorphismus φ : G → H genau ein
Gruppen-Homomorphismus φ : Gab → H existiert mit φ ◦ κG = φ.

Die von allen Gruppenelementen der Form ghg−1h−1 mit g, h ∈ G erzeugte
Untergruppe G′ von G (die sogenannte Kommutatorgruppe) ist nämlich ein
Normalteiler von G und Gab := G/G′ hat die gewünschte Eigenschaft, zusam-
men mit dem kanonischen Quotienten-Homomorphismus κG : G→ G/G′.

B.10 Zu jeder Menge M gibt es eine abelsche Gruppe A(M), zusammen mit
einer Abbildung εM : M → A(M), so dass für jede Abbildung f : M → G
von M in eine abelsche Gruppe G genau ein Gruppen-Homomorphismus
f : A(M) → G existiert mit f ◦ εM = f . Man nennt (A(M), εM) die freie
abelsche Gruppe über M .

Sei ZM die Gruppe aller Funktionen von M nach Z und Z(M) die Untergruppe
aller Funktionen f : M → Z derart, die Menge aller m ∈ M mit f(m) 6= 0
endlich ist. Dann ist A(M) := Z(M) eine freie abelsche Gruppe über M ,
zusammen mit der Abbildung εM : M → Z(M), m 7→ δm mit δm(n) = 1 wenn
n = m und δm(n) = 0 sonst.
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B.11 Wir zeigen: Sind M und N endliche Mengen und die Gruppe ZM und
ZN isomorph, so haben die Mengen M und N gleich viele Elemente, also die
gleiche Mächtigkeit |M | = |N |.

Sei nämlich φ : ZM → ZN ein Isomorphismus. Wir können die Q-lineare
Abbildung

α : QM → QN

betrachten, die durch α(ej) := φ(ej) festgelegt ist für j ∈M mit ej := εM(j)
und die entsprechende Abbildung β : QN → QM unter Benutzung von φ−1.
Dann ist α(f) = φ(f) für alle f ∈ ZM und β(g) = φ−1(g) für alle g ∈ ZN ,
folglich (β ◦ α)(f) = φ−1(φ(f)) = f für alle f ∈ ZM , also (β ◦ α)(ej) = ej
für alle j ∈ M und somit β ◦ α = idQM . Analog ist α ◦ β = idQN . Also ist
α ein Isomorphismus von Vektorräumen (mit Umkehrabbildung β). Da QM

die Dimension |M | hat und QN die Dimension |N |, folgt |M | = |N |.

Bemerkung B.12 Für Z(M) und Z(N) gilt Analoges für beliebige (nicht
notwendig endliche) Mengen M und N ; im Beweis sind lediglich QM und
QN durch Q(M) bzw. Q(N) zu ersetzen. Eine freie abelsche Gruppe A(M) ∼=
Z(M) hat also einen wohldefinierten Rang |M |. Wir benötigen nur den Fall
endlicher Mengen.

B.13 Für jede Menge M ist A(M) = (F (M))ab.

Für jede Abbildung f : M → G in eine abelsche Gruppe sei f : F (M) → G
der Gruppen-Homomorphismus mit f ◦ θM = f . Da G abelsch ist, fak-
torisiert f über κF (M) : F (M) → F (M)ab; es gibt einen Homomorphismus

f̃ : F (M)ab → G derart, dass f̃ ◦ κF (M) = f . Setzen wir εM := κF (M) ◦
θM : M → F (M)ab, so ist also

f̃ ◦ εM = f̃ ◦ κF (M) ◦ θM = f ◦ θM = f .

Da F (M) durch θM(M) erzeugt wird und κF (M) ein surjektive Gruppen-
Homomorphismus ist, wird F (M)ab durch κF (M)(θM(M)) = εM(M) erzeugt.
Es gibt daher höchstens einen Gruppen-Homomorphismus α : F (M)ab → G
derart, dass α ◦ εM = f . Damit erfüllt (F (M)ab, εM) die universelle Eigen-
schaft der freien abelschen Gruppe über M .

Bemerkung B.14 Sind M und N endliche Mengen und α : F (M)→ F (N)
ein Isomorphismus, so ist |M | = |N |.
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Es ist nämlich auch

αab : F (M)ab → F (N)ab, gF (M)′ 7→ α(g)F (N)′

ein Isomorphismus, also A(M) = F (M)ab
∼= F (N)ab = A(N) und somit

|M | = |N | nach B.10. Analog für nicht notwendig endliche Mengen M
und N (wegen Bemerkung B.12); eine freie Gruppe F (M) hat also einen
wohldefinierten Rang |M |.

B.15 Für jede Menge A ist

∗α∈AZ ∼= F (A).

Seien nämlich λα : Z → P die kanonische Homomorphismen des freien Pro-
dukts P . Wir erhalten eine Abbildung

θA : A→ P, α 7→ λα(1)

und zeigen, dass (P, θA) eine freie Gruppe ist über A. Sei hierzu G eine
Gruppe und f : A→ G eine Abbildung. Für jedes α ∈ A ist dann

φα : Z→ G, n 7→ f(α)n

ein Gruppenhomomorphismus. Es sei

φ : P → G

der Gruppenhomomorphismus mit φ ◦ λα = φα für alle α ∈ A. Dann ist

φ(θ(α)) = φ(λα(1)) = φα(1) = f(α)1 = f(α),

also φ ◦ θA = f . Durch letztere Eigenschaft ist φ eindeutig festgelegt, denn
die vom Bild θA(A) erzeugte Untergruppe H := 〈θA(A)〉 ist ganz P . Aus
λα(1) ∈ H folgt nämlich

λα(n) = λα(1)n)θA(α)n ∈ H

für alle n ∈ Z; also λα(Z) ⊆ H. Die Menge
⋃
α∈A λα(Z) erzeugt jedoch P , so

dass H = P .
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Die Fundamentalgruppe eines Graphen

Wir berechnen die Fundamentalgruppe eines (0- oder) eindimensionalen Zel-
lenkomplexes, d.h. die Fundamentalgruppe eines Graphen.

Definition B.16 Wir nennen einen Zellenkomplex (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) der
Dimension≤ 1 einen Graphen, wenn jede charakteristische Abbildung Φ1,j : D1,j →
X injektiv ist und es für alle x 6= y im 0-Gerüst höchstens ein j ∈ J1 gibt
mit Φ1,j(∂D1,j) = {x, y}.

B.17 Wir dürfen annehmen, dass D1,j = [0, 1] für alle j ∈ J1. Wir nennen
Kj := Φ1,j([0, 1]) eine Kante des Graphen; es ist

Φ1,j|Kj : [0, 1]→ Kj

ein Homöomorphismus. Für i 6= j in J1 ist Ki 6= Kj, da ja e1,i = Φ1,i(]0, 1[)
und e1,j = Φ1,j(]0, 1[) disjunkt sind. Wir nennen

V := X0

die Menge der Ecken (vertices) des Graphen und E := {Kj : j ∈ J1} die
Menge der Kanten (edges). Dann ist (V , E) ein (möglicherweise unendlicher,
ungerichteter) Graph im Sinne der Graphentheorie. Für alle x 6= y in V gibt
es höchstens eine Kante K ∈ E mit {x, y} ⊆ K; wir schreiben K(x, y) :=
K(y, x) := K.

Lemma B.18 Ist (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) ein Zellenkomplex der Dimension ≤
1, so kann man den topologischen Raum X derart zu eine Zellenkomplex
(X, (Φ′n,j)n∈N0,j∈J ′n) machen, dass dieser ein Graph ist.

Beweis. Wir dürfen annehmen, dass D1,j = [0, 2] für alle j ∈ J1. Wir setzen

X ′0 := X0 ∪ {Φ1,j(1) : j ∈ J1},

J ′0 := X ′0, J ′1 := {0, 1}× J1. Für x ∈ X ′0 sei Φ0,x : {x} → X die Inklusionsab-
bildung. Für (i, j) ∈ J ′1 sei

Φ′1,(i,j) := Φ1,j|[i,i+1] .

Die Topologie O auf X ist final bezüglich den Abbildungen Φ0,j mit j ∈ J0

und Φ1,j mit j ∈ J1. Erstere können ohne ändern der finalen Topologie
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weggelassen und dann durch die Φ′0,x ersetzt werden, da die Topologie auf
D0,j und {x} diskret ist. Nach dem Klebelemma ist Φ1,j : [0, 2]→ (X, T ) für
eine Topologie T auf X genau dann stetig, wenn

Φ1,j|[0,1] = Φ′1,(0,j) und Φ1,j|[1,2] = Φ′1,(1,j)

stetig sind. Somit ist O auch final bezüglich den Abbildungen Φ′0,x und
Φ′1,(i,j). Anschließend ersetzen wir noch [1, 2] durch [0, 1] in der Definition

von Φ′1,(1,j), durch Komponieren mit dem Homöomorphismus [0, 1] → [1, 2],

t 7→ 1 + t. Nach dem Vorigen ist X = X ′0 ∪φ′
∐

(i,j)∈{0,1}×J1 [0, 1] mit φ′ :=

∪(i,j)Φ
′
1,(i,j)|{0,1}. 2

Definition B.19 Ein n-Tupel von Ecken (x1, . . . , xn) heißt Eckenweg in
einem Graphen (V , E), wenn für alle j ∈ {1, . . . , n−1} eine Kante K existiert
mit {xj, xj+1} ⊆ K und xj 6= xj+1 ist. Man spricht auch von einem Eckenweg
von x1 nach xn. Ist xj 6= xj+2 für alle j ∈ {1, . . . , n− 2}, so nennen wir den
Eckenweg reduziert.38 Man nennt (V , E) kombinatorisch zusammenhängend,
wenn es für alle x, y ∈ V einen Eckenweg von x nach y gibt (und somit
auch einen reduzierten Eckenweg). Gibt es für alle x, y ∈ V genau einen
reduzierten Eckenweg von x nach y, so nennen wir (V , E) einen Baum.

Satz B.20 Es sei (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) ein Graph mit Eckenmenge V := X0

und Kantenmenge E. Dann sind äquivalent:

(a) X ist zusammenhängend.

(b) X ist wegzusammenhängend.

(c) (V , E) ist kombinatorisch zusammenhängend.

Beweis. Die Äquivalenz von (a) und (b) ist ein Spezialfall von Satz 3.20 (f).

Gilt (c), so auch (b), denn für x ∈ X0 existiert für alle y ∈ X0 ein Ecken-
weg (x1, . . . , xn) von x nach y. Für alle j ∈ {1, . . . , n − 1} existiert eine
Kante Kj mit {xj, xj+1} ⊆ Kj. Da Kj wegzusammenhängend ist, sind
x = x1, x2, . . . , xn = y in der Wegkomponente von x enthalten. Ist z ∈ X\X0,
so ist z in einer Kante K von X enthalten. Diese ist wegzusammenhängend

38Ist xj = xj+2, so ist auch (x1, . . . , xj , xj+3, . . . , xn) ein Eckenweg. Wiederholung des
Arguments führt auf einen reduzierten Eckenweg mit gleichem Anfangs- und Endpunkt.
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und enthält eine Ecke y, so dass wie y auch z in der Wegkomponente von x ist.

Gelte nun (a). Durch einen Eckenweg verbindbar zu sein ist eine Äquivalenzrelation
auf X0. Für jede Äquivalenzklasse C sei

C̃ := C ∪ {x ∈ X : (∃y ∈ C)(∃K ∈ E) : {x, y} ⊆ K}.

Dann ist C̃ ∩X0 = C.

Wir zeigen nun, dass L ⊆ C̃ für jede Kante L mit C̃ ∩ L 6= ∅.

Sei hierzu y ∈ C̃ ∩ L. Kann y ∈ C gewählt werden, so folgt x ∈ C̃ für alle
x ∈ L, also L ⊆ C̃. Andernfalls wäre y 6∈ X0 und somit y ∈ L0. Weiter gäbe
es ein z ∈ C und eine Kante K mit {y, z} ⊆ K. Dann wäre y ∈ K0, also
K = L und z ∈ C ∩ L, Widerspruch. Für jedes j ∈ J1 ist also

Φ−1
1,j(C̃) = ∅ oder Φ−1

1,j(C̃) = [0, 1].

Da in beiden Fällen das Urbild offen in B1,j = [0, 1] ist, ist C̃ offen in X.

Ist auch D eine Äquivalenzklasse und C̃ ∩ D̃ 6= ∅, so folgt C = D, falls es ein
x ∈ C̃ ∩ D̃ ∩ X0 = C ∩ D gibt. Andernfalls finden wir ein x ∈ C̃ ∩ D̃, das
nicht in X0 ist. Es gibt dann Kanten K und L und Elemente y ∈ C sowie
z ∈ D mit {x, y} ⊆ K und {x, z} ⊆ L. Dann ist x ∈ K0 ∩ L0, also K = L.
Wegen y, z ∈ K = L sind y und z durch einen Kantenweg verbindbar, also
C = D und folglich C̃ = D̃.

Die Mengen C̃ bilden also eine Partition von X und da alle offen sind, sind
sie auch abgeschlossen. Da X zusammenhängend ist, folgt aus C̃ 6= ∅ nun
X = C̃ und folglich X0 = C̃ ∩ X0 = C. Also ist V = X0 kombinatorisch
zusammenhängend. 2

Wichtig ist auch:

Lemma B.21 Ist (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) ein Baum, so ist X kontrahierbar.

Beweis. Sei x ∈ X0 = V . Für jedes y ∈ inX0 gibt es genau einen reduzierten
Eckenweg (x1, . . . , xn) von x nach y; wir nennen d(x, y) := n−1 den Abstand
von x und y. Indem wir notfalls Φ1,j ersetzen durch t 7→ Φ1,j(1− t), dürfen
wir annehmen, dass

d(x,Φ1,j(1)) = d(x,Φ1,j(0)) + 1
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für alle j ∈ J1. Wir wählen

0 = t1 < t2 < · · ·

mit limk→∞ tk = 1. Für y ∈ X0 wählen wir einen reduzierten Eckenweg
(x1, . . . , xn) von x nach y. Für k ∈ {1, . . . , n − 1} finden wir ein j(k) ∈ J1

derart, dass Φ1,j(k)(0) = xk und Φ1,j(k)(1) = xk+1. Wir definieren

F (t, y) := y wenn t ∈ [tn, 1],

F (t, y) := Φ1,j(k)

(
t− tk

tk+1 − tk

)
wenn t ∈ [tk, tk+1] mit k ∈ {1, . . . , n− 1}. Ist z ∈ X \X0, so ist

z = Φ1,i(s)

für ein i ∈ J1 und s ∈]0, 1[. Für y := Φ1,i(0) finden wir x = x1, x2, . . . , xn = y
wie zuvor. Wir definieren

F (t, z) := z wenn t ∈ [tn+1, 1],

F (t, z) := Φ1,i

(
t− tn

tn+1 − tn
s

)
wenn t ∈ [tn, tn+1],

F (t, y) := Φ1,j(k)

(
t− tk

tk+1 − tk

)
wenn t ∈ [tk, tk+1] mit k ∈ {1, . . . , n− 1}. Dann ist F wohldefiniert. Weiter
sind F |[0,1]×{y} stetig für alle y ∈ X0 und F |[0,1]×K stetig für jede Kante K,
also F stetig, da die Topologie auf X final ist bezüglich den Abbildungen
id[0,1]×Φn,j mit n ∈ {0, 1} und j ∈ Jn. Per Konstruktion ist F eine Ho-
motopie relativ {x} von der konstanten Abbildung x nach idX , also {x} ein
starker Deformationsretrakt von X und insbesondere X kontrahierbar. 2

Lemma B.22 Genau dann ist ein wegzusammenhängender Graph ein Baum,
wenn es keine im Graphen keine Schleifen gibt, also keine reduzierten Eck-
enwege x1, . . . , xn mit n ≥ 2 und x1 = xn.
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Beweis. Haben wir keinen Baum, so gibt es Ecken x, y und zwei verschiedene
reduzierte Eckenwege x1, . . . , xn und y1, . . . , ym von x nach y. Wir wählen x,
y und die Eckenwege so, dass n + m minimal ist. Ist n = 1 oder m = 1, so
ist der jeweils andere Weg eine Schleife. Sind n,m ≥ 2, so muss x2 6= y2 sein
(da wir sonst x1 = y1 weglassen könnten, im Widerspruch zu Mimnimalität).
Entsprechend ist xn−1 6= ym−1. Also ist x1, . . . , xn = ym, ym−1, . . . , y1 = x1

eine Schleife.

Gäbe es in einem Baum eine Schleife x1, . . . , xn, so wäre n ≥ 3 (da x2 6= x1)
und n ≥ 4 (da x1, x2, x1 nicht reduziert ist). Somit wäre x1, . . . , xn−1 und
xn, xn−1 zwei verschiedene reduzierte Eckenwege von x1 nach xn−1, Wider-
spruch. 2

Es gibt stets maximale Unterbäume.

Lemma B.23 In jedem wegzusammenhängenden Graphen (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn)
gibt es einen Baum T , also ein maximales Element der Menge der Unterkom-
plexe, welche Bäume sind. Jede Unterkomplex B von X, welcher ein Baum
ist, ist in einem maximalen Baum enthalten. Dieser enthält jede Ecke von X.

Beweis. Jede Vereinigung C einer Menge von Kanten ist abgeschlossen
in X und somit ein Unterkomplex (da für jede Kante K ja K = K0∪∂K mit
einer 1-Zelle K0 und ∂K ⊆ X0). Für jedes j ∈ J0 ist Φ−1

0,j(C) trivialerweise

abgeschlossen; für j ∈ J1 ist Φ−1
1,j(C) eine der Mengen

[0, 1], {0}, {1} oder ∅

und somit ebenfalls abgeschlossen in [0, 1].

Nun sei B ein Unterkomplex von X, welcher ein Baum ist (z.B. können wir
einen Punkt x0 ∈ X0 wählen und B := {x0} setzen). Es sei B die Menge
aller Unterkomplexe C von X, welche Bäume sind und B ⊆ C erfüllen. Da
B ∈ B, ist B nicht leer. Mengeninklusion liefert eine partielle Ordnung auf B.
Wir behaupten, dass B induktiv geordnet ist; nach dem Zornschen Lemma
hat dann B ein maximales Element T (wie gewünscht). Zum Beweis der
Behauptung sei Γ ⊆ B eine total geordnete Teilmenge. Ist Γ = ∅, so ist B
eine obere Schranke für Γ. Ist Γ nicht leer, so ist

D :=
⋃
C∈Γ

C
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eine Vereinigung von Kanten und somit nach der Vorüberlegung ein Un-
terkomplex von X; weiter ist B ⊆ D. Sind y, z ∈ D, so gibt es C1, C2 ∈ Γ
mit y ∈ C1 und z ∈ C2. Da Γ total geordnet ist, ist eine der Mengen (die wir
nun C nennen) Obermenge der anderen. Dann sind also y, z ∈ C. Da C ein
Baum ist, gibt es einen reduzierten Eckenweg (x1, . . . , xn) von y nach z in C
und somit in D. Sei auch (y1, . . . , ym) ein reduzierter Eckenweg in D von y
nach z. Dann ist yj ∈ cj für ein cj ∈ Γ. Es sei A die größte der Mengen
C, c1, . . . , cm in (Γ,⊆). Dann ist A ein Baum. Dann sind sowohl (x1, . . . , xn)
als auch (y1, . . . , ym) reduzierte Eckenwege von y nach z in T . Da A ein
Baum ist, müssen die genannten Eckenwege gleich sein. Also sind in D re-
duzierte Eckenwege eindeutig und somit ist D ein Baum, folglich D ∈ B. Per
Konstruktion ist D eine obere Schranke für Γ in (B,⊆).

Sei schließlich T ein maximaler Baum, y ∈ X0 und x0 ∈ T ∩ X0. Da X
zusammenhängend ist, gibt es einen reduzierten Eckenweg (x1, . . . , xn) von
x nach y. Wäre y 6∈ T , so gäbe es ein minimales k ∈ {2, . . . , n} derart, dass
xk 6∈ T . Nach Ersetzen von y durch xk dürfen wir annehmen, dass es eine
Kante K gibt mit y ∈ K und ein x ∈ T ∩ X0 mit x ∈ K. Dann wäre also
S := T ∪K ein Unterkomplex von X und wegzusammenhängend. Vorbere-
itung: Ist z ∈ T ∩X0 ein Element derart, dass {y, z} ⊆ L für eine Kante L,
so ist L keine Teilmenge von T und somit L = K und z = x. Da T maximal
ist, kann S kein Baum sein. Es muss also eine Schleife x1, . . . , xn in S geben.
Wir wählen n minimal. Da es in T keine Schleife gibt, ist xk = y für ein
k ∈ {1, . . . , n}. Wäre 1 < k < n, so wären xk−1, xk+1 ∈ T ∩ X0 und somit
xk−1 = xk+1 = x nach der Vorbereitung. Also wäre der Eckenweg nicht re-
duziert, Widerspruch. Also ist k = 1 oder k = n, also x1 = xn = y. Nach
der Vorbereitung muss x2 = x sein und xn−1 = x. Da n ≥ 4 (siehe Beweis
von Lemma B.22), wäre also auch x2, . . . , xn−1 eine Schleife im Widerspruch
zur Minimalität von n. 2

Satz B.24 Es sei (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) ein zusammenhängender Graph mit
Eckenmenge V := X0 und Kantenmenge E. Es sei T ein maximaler Baum
in X und A die Menge aller Kanten K ∈ E, welche nicht Teilmenge von T
sind. Für jedes x0 ∈ X ist dann π1(X, x0) zur freien Gruppe F (A) isomorph.

Beweis. Ist X ein Baum, so ist A = ∅ und X kontrahierbar, also π1(X, x0) =
{e} = F (∅) = F (A). Sei nun X kein Baum, also T eine echte Teilmenge
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von X und A 6= ∅. Nach Satz 8.34 ist die Quotientenabbildung

q : X → X//T

eine Homotopieäquivalenz. Wählen wir x0 ∈ T , so ist also

q∗ : π1(X, x0)→ π1(X//T, q(x0))

ein Isomorphismus. Weil T in X abgeschlossen ist und X ein Hausdorffscher,
normaler topologischer Raum, ist X//T nach Bedingung (i) in Lemma 2.2 (c)
Hausdorffsch. Für jede Kante K ∈ A ist ∂K ⊆ T nach Lemma B.23, also
q(K) ∼= K//∂K ∼ S1. Die Inklusionsabbildungen q(K) → X//T induzieren
eine bijektive stetige Abbildung∨

K∈A

q(K)→ X//T ;

diese ist ein Homöomorphismus, weil die Topologie aufX//T final ist bezüglich
den genannten Inklusionsabbildungen. Also ist

π1(X, x0) ∼= π1(X//T, q(x0)) ∼= π1

(∨
K∈A

q(K), q(x0)

)
∼= π1

(∨
K∈A

S1, 1

)
∼= F (A) .

2

Folgerung B.25 Es sei (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) ein zusammenhängender Graph.
Dann sind äquivelent:

(a) X ist kontrahierbar.

(b) X ist einfach zusammenhängend.

(c) X ist ein Baum.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass jeder Baum kontrahierbar ist.
Weiter ist jeder kontrahierbare topologische Raum einfach zusammenhängend.
Wir zeigen noch, dass (c) aus (b) folgt. Via Kontraposition genügt es,
¬(c)⇒¬(b) zu zeigen. Sei also X ein zusammenhängender Graph und kein
Baum. Sei x0 ∈ X. Wählen wir einen maximalen Baum T ⊆ X, so ist
die Menge A der nicht in T enthaltenen Kanten also nicht leer. Somit ist
π1(X, x0) ∼= F (A) die freie Gruppe über einer nicht leeren Menge und somit
eine nicht triviale Gruppe. 2
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Folgerung B.26 Für jeden Graphen X ist πk(X, x0) = {0} für alle k ≥ 2
und x0 ∈ X.

Beweis. Nach Übergang zur Zusammenhangskomponenten von x0, die ein
offener Unterkomplex ist, dürfen wir X zusammenhängend annehmen. Nach
Bemerkung A.5 existiert eine einfach zusammenhängende Überlagerung

q : X̃ → X

und X̃ ist nach Bemerkung A.5 ebenfalls ein Zellenkomplex der Dimension
≤ 1, also ein Graph. Sei y0 ∈ X̃ mit q(y0) = x0. Als einfach zusam-

menhängender Graph ist X̃ nach Folgerung B.25 kontrahierbar, so dass also
πk(X̃, y0) = {0} für alle k ≥ 2 (nach Folgerung 9.35) und somit πk(X, x0) =
{0}, nach Satz 9.21. 2

Die Fundamentalgruppe eines Zellenkomplexes

Wir beweisen den folgenden Satz.

Satz B.27 Es sei (X, (Φn,j)n∈N0,j∈Jn) ein wegzusammenhängender Zellenkom-
plex, X1 sein 1-Gerüst, x0 im 0-Gerüst X0 und i : X1 → X die Inklusionsab-
bildung. Der Definitionsbereich der charakteristischen Abbildung Φ2,j : D2,j →
X sei als die Kreisscheibe D2,j = D2 ⊆ C gewählt für alle j ∈ J2. Für jedes
j ∈ J2 sei yj := Φ2,j(1) und γj : [0, 1]→ X1 der durch

γj(t) := Φ2,j(e
2πit)

gegebene geschlossene Weg und θj ein Weg von x0 nach yj in X1. Dann gilt:

(a) i∗ : π1(X1, x0)→ π1(X, x0) ist ein surjektiver Gruppen-Homomorphismus,
also

π1(X, x0) ∼= π1(X1, x0)/N

mit dem Kern N von i∗.

(b) N ist gleich dem von den Elementen

(θ−j )]([γj]) = [θj] [γj] [θj]
−1

mit j ∈ J2 erzeugten Normalteiler K von π1(X1, x0).
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Zur Vorbereitung des Beweises untersuchen wir zunächst Fundamentalgrup-
pen beim Anheften einer einzelnen 2-Zelle.

Lemma B.28 Es sei Y ein Hausdorffscher topologischer Raum und
Φ: D2 → Y eine stetige Abbildung derart, dass e := Φ(D0

2) offen in Y ist
und Φ|eD0

2
ein Homöomorphismus, mit D0

2 := D2 \ S1 ⊆ R2 = C. Es sei

X := Y \ e; weiter sei i : X → Y die Inklusionsabbildung und x0 ∈ X.
Schließlich sei γ : [0, 1]→ X der durch

γ(t) := Φ(e2πit)

gegebene geschlossene Weg und y0 := Φ(1); wir nehmen an, dass es einen
Weg θ : [0, 1]→ X von x0 nach y0 in X gibt. Dann ist

i∗ : π1(X, x0)→ π1(Y, x0)

surjektiv und es ist ker(i∗) gleich dem vom Element

(θ−)]([γ]) = [θ] [γ] [θ]−1

erzeugten Normalteiler N von π1(X, x0).

Beweis. Es sind

U1 := X ∪ Φ(D2 \ {0}) und U2 := Φ(D0
2)

wegzusammenhängende offene Teilmengen von Y , die beide das Element
z0 := Φ(1/2) enthalten. Weiter ist Y = U1 ∪ U2 und es ist

U1 ∩ U2 = Φ(D0
2 \ {0})

wegzusammenhängend. Da U2 kontrahierbar ist, ist π1(U2, z0) = {e} und
somit der kanonische Homomorphismus

λ1 : π1(U1, z0)→ ∗α∈{1,2}π1(Uα, z0)

ein Isomorphismus. Wir betrachten die Inklusionsabbildung j : U1 → Y und
schreiben j′′ für den zugehörigen Morphismus (U1, z0) → (Y, z0) punktierter
topologischer Räume; dieser induziert einen Homomorphismus

j′′∗ : π1(U1, z0)→ π1(Y, z0) .
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Weiter sei µ : U1 ∩ U2 → U1 die Inklusionsabbildung und

µ∗ : π1(U1 ∩ U2, z0)→ π1(U1, z0)

der induzierte Homomorphismus. Aus dem Satz von Seifert und van Kampen
folgern wir, dass j′′∗ surjektiv ist und π1(Y, z0) isomorph zu

π1(U1, z0)/K

mit K := ker(j′′∗ ), wobei K übereinstimmt mit dem von µ∗(π1(U1 ∩ U2, z0))
erzeugten Normalteiler von π1(U1, z0). Da Φ(1

2
S1) ein starker Deformations-

retrakt von U1 ∩ U2 ist, ist

π1(U1 ∩ U2, z) ∼= Z

eine unendliche zyklische Gruppe, die durch das Element [η] mit

η : [0, 1]→ U1 ∩ U2, t 7→ Φ((1/2)e2πit)

erzeugt wird. Es ist dann also im(µ∗) eine zyklische Gruppe mit Erzeuger
[µ◦η] und folglich K der von [µ◦η] erzeugte Normalteiler von π1(U1, z0). Wir
schreiben j′ für j, betrachtet als Morphismus (U1, y0) → (Y, y0) punktierter
topologischer Räume und erhalten den induzierten Homomorphismus

j′∗ : π1(U1, y0)→ π1(Y, y1) .

Es ist
σ : [0, 1]→ U1, t 7→ Φ(1

2
+ 1

2
t)

ein Weg von y0 nach z0 und j ◦ σ : [0, 1] → Y der entsprechende Weg in Y .
Wir erhalten ein kommutatives Diagramm

π1(U1, z0)
j′′∗→ π1(Y, z0)

(σ−)] ↑ ↑ (j ◦ σ−)]

π1(U1, y0)
j′∗→ π1(Y, y0),

in welchem die vertikalen Pfeile Isomorphismen sind (vgl. Satz 9.36). Also
ist

ker(j′∗) = σ](ker(j′′∗ ))
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der von σ]([µ ◦ η]) erzeugte Normalteiler von π1(U1, y0). Mit der Inklusions-
abbildung

k : X → U1

ist hierbei [µ ◦ η] = [k ◦ γ] in π1(U1, y0), wie wir gleich nachprüfen werden.
Definieren wir

r : U1 → X

durch r(x) := x für x ∈ X, r(Φ(sy)) := Φ(y) für s ∈ ]0, 1] und y ∈ S1, so
erhalten wir eine starke Deformationsretraktion, denn F : [0, 1]× U1 → U1,

(t, x) 7→
{

x wenn x ∈ X;
Φ((1− t)sy + ty) wenn z = sy mit s ∈ ]0, 1] und y ∈ S1

ist eine Homotopie relativ X von idU1 nach k ◦ r. Also ist

[0, 1]× [0, 1]→ U1, (t, s) 7→ F (t, (σ− · ((µ ◦ η) · σ))(s))

eine Homotopie relativ {0, 1} von σ− · ((µ ◦ η) · σ) nach

(r ◦ σ−)︸ ︷︷ ︸
=cy0

· (k ◦ r ◦ µ ◦ η)︸ ︷︷ ︸
=k◦γ

· (r ◦ σ)︸ ︷︷ ︸
=cy0

und folglich
[σ−] [µ ◦ η] [σ] = [k ◦ γ] .

Es definiert k einen Morphismus k′ : (X, y0) → (U1, y0) von Raumpaaren;
ebenso definiert i einen Morphismus i′ : (X, y0) → (Y, y0). Da X ein starker
Deformationsretrakt von U1 ist, ist k eine Homotopieäquivalenz und somit

k′∗ : π1(X, y0)→ π1(U1, y0)

ein Isomorphismus. Da j′ ◦ k′ = i′, ist j′∗ ◦ k′∗ = i′∗. Jetzt müssen wir nur
noch den Basispunkt wechseln von y0 nach x0. Wir betrachten hierzu k
als Morphismus (X, x0) → (U1, x0) von Raumpaaren und j als Morphismus
(U1, x0) → (Y, x0). Dann ist i = j ◦ k und folglich i∗ = j∗ ◦ k∗. Wir haben
ein kommutatives Diagramm

π1(X, y0)
k′∗→ π1(U1, y0)

j′∗→ π1(Y, y0)
θ] ↑ ↑ (j ◦ θ)] ↑ (i ◦ θ)]

π1(X, x0)
k∗→ π1(U1, x0)

j∗→ π1(Y, x0),

292



in dem die vertikalen Pfeile Isomorphismen sind. Wir schließen, dass

ker(i∗) = ker(j∗ ◦ k∗) = ker((i ◦ θ)] ◦ j∗ ◦ k∗) = ker(j′∗ ◦ k′∗ ◦ θ])
= (k′∗ ◦ θ])−1(ker(j′∗)) .

Wir wissen, dass ker(j∗) der von

[k ◦ γ] = k′∗([γ]) = (k′∗ ◦ θ])((θ−)]([γ]))

erzeugte Normalteiler von π1(U1, y0) ist. Da k′∗ ◦ θ] ein Isomorphismus ist,
ist ker(i∗) = (k′∗ ◦ θ])−1(ker(j′∗)) also der von (k′∗ ◦ θ])−1([k ◦ γ]) = (θ−)]([γ])
erzeugte Normalteiler von π1(X, x0). 2

Lemma B.29 Es sei q : G → H ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.
Es sei ker(q) der von einer Teilmenge R ⊆ G erzeugte Normalteiler von G.
Weiter sei S ⊆ H eine Teilmenge und N ⊆ H der von S erzeugte Normal-
teiler von H. Für jede Teilmenge S ′ ⊆ G mit q(S ′) = S ist dann

q−1(N)

gleich dem von R ∪ S ′ erzeugten Normalteiler K von G.

Beweis. Es ist q−1(N) ein Normalteiler von G, welcher R∪S ′ enthält; somit
ist K ⊆ q−1(N). Da K ein Normalteiler von G ist und R enthält, ist der von
R erzeugte Normalteiler in K enthalten, also

ker(q) ⊆ K . (55)

Da q surjektiv ist, ist q(K) ein Normalteiler von H. Da dieser S enthält, ist
N ⊆ q(K) und folglich

q−1(N) ⊆ q−1(q(K)) = K,

wobei die letzte Gleichheit wegen (55) gilt. 2

Beweis von Satz B.27. Teil (a) ist ein Spezialfall von Satz 10.16 (a).

(b) Für die Inklusionsabbildung ` : X2 → X ist `∗ : π1(X2, x0) → π1(X, x0)
nach Satz 10.16 (b) ein Isomorphismus und i∗ = `∗ ◦ (i|X2)∗, also ker(i∗) =
ker((i|X2)∗). Wir dürfen also annehmen, dass X = X2 ein Zellenkomplex der
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Dimension ≤ 2 ist.

Für eine endliche Teilmenge E ⊆ J2 sei KE ⊆ π1(X1, x0) der von den Ele-
menten [θj] [γj] [θ−j ] mit j ∈ E erzeugte Normalteiler von π1(X1, x0) und XE
der Unterkomplex

XE := X1 ∪
⋃
j∈E

Φ2,j(D2)

von X. Die Inklusionsabbildung iE : X1 → XE induziert einen Homomor-
phismus

(iE)∗ : π1(X1, x0)→ π1(XE , x0) .

Dann ist
ker(i∗) =

⋃
E∈F

ker((iE)∗) (56)

mit der Menge F aller endlichen Teilmengen von J2. Für jedes E ∈ F ist
nämlich

i = jE ◦ iE
mit der Inklusionsabbildung jE : XE → X und somit

i∗ = (jE)∗ ◦ (iE)∗,

woraus ker((iE)∗) ⊆ ker(i∗) folgt. Sei umgekehrt [η] ∈ ker(i∗). Dann ist
[i ◦ η] = [cx0 ] in π1(X, x0), es gibt also eine Homotopie F : [0, 1]× [0, 1]→ X
relativ {0, 1} von η nach cx0 . Nach Satz 3.20 (c) ist dann

F ([0, 1]2) ⊆ X1 ∪
⋃
j∈E

Φ2,j(D2)

für eine endliche Teilmenge E ⊆ J2. Dann ist F |XE eine Homotopie relativ
{0, 1} von iE ◦ η nach cx0 in XE , also

(iE)∗([η]) = [iE ◦ η] = [cx0 ] = e

in π1(XE , x0) und somit [η] ∈ ker((iE)∗).

Wir behaupten, dass
ker((iE)∗) = KE (57)

für alle endlichen Teilmengen E ⊆ J2. Stimmt dies, so ist⋃
E∈F

ker((iE)∗) =
⋃
E∈F

KE (58)
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eine Untergruppe von π1(X1, x0) (da KE1 ∪ KE2 ⊆ KE1∪E2) und somit ein
Normalteiler. Da dieser [θj] [γj] [θ−j ] enthält für alle j ∈ J2, ist

K ⊆
⋃
E∈F

KE . (59)

Da K für alle j ∈ E das Element [θj] [γj] [θ−j ] enthält, ist KE ⊆ K. Es gilt
dann also auch die umgekehrte Inklusion in (59) und somit Gleichheit. Mit
(56) und (58) folgt dann

N = ker(i∗) =
⋃
E∈F

ker((iE)∗) =
⋃
E∈F

KE = K,

was den Beweis beendet.

Die Behauptung ist trivial für E = ∅, da dann XE = X1 und iE = id. Wir
nehmen nun E 6= ∅ an und beweisen die Behauptung per Induktion nach der
Anzahl |E| ∈ N der Elemente von E . Der Induktionsanfang |E| = 1 ist ein
Spezialfall von Lemma B.28. Sei nun E eine endliche Teilmenge von J2 mit
n := |E| ≥ 2 und gelte die Behauptung bereits für Teilmengen mit n − 1
Elementen. Es seien j1, . . . , jn die paarweise verschiedenen Elemente von E
und

G := {j1, . . . , jn−1} .
Per Induktionsvoraussetzung ist ker((iG)∗) der von den Elementen [θj] [γj] [θ−j ]
mit j ∈ {1, . . . , n− 1} erzeugte Normalteiler von π1(X1, x0). Es ist

iE = k ◦ iG

mit der Inklusionsabbildung k : XG → XE = XG ∪ Φ2,jn(D2), also

(iE)∗ = k∗ ◦ (iG)∗

und folglich
ker((iE)∗) = ((iG)∗)

−1(ker(k∗)) .

Nach Lemma B.28 ist ker(k∗) der von

[iG ◦ θjn ] [iG ◦ γjn ] [iG ◦ θ−jn ] = (iG)∗([θin ] [γjn ] [θ−jn ])

erzeugte Normalteiler von π1(XG, x0). Nach Lemma B.29 ist der Kern ker(iE) =
((iG)∗)

−1(ker(k∗)) also der von den Elementen

[θj] [γj] [θ−j ]

295



mit j ∈ E erzeugte Normalteiler von π1(X1, x0) und somit gleich KE . Dies
beendet den Beweis der Behauptung. �

Bemerkung B.30 Wir haben den Beweis von Satz B.27 zurückgeführt auf
den Fall von Zellenkomplexen mit endlich vielen 2-Zellen und per Induktion
schließlich auf Lemma B.28 über das Anheften einer einzelnen 2-Zelle. Zu
dessen Beweis wurde der Satz von Seifert und van Kampen benutzt, jedoch
nur in einer simplen Fassung mit zwei offenen Mengen U1 und U2 (statt einer
Familie (Uα)α∈A). Einen völlig anderen Beweis für Satz B.27 finden Sie im
Buch von Hatcher (Seite 50–51).

Anwendung auf geschlossene Flächen

Wir betrachten nun die Fundamentalgruppen der geschlossenen Flächen.

Satz B.31 Für jedes g ∈ N0 gilt

π1(Mg)ab
∼= Z2g .

Für jedes g ∈ N gilt

π1(Ng)ab
∼= Zg−1 × (Z/2Z) .

Bemerkung B.32 Aus Satz B.31 folgt Satz 4.16. Es kann dort sogar das
Wort “homöomorph” durch “homopotieäquivalent” ersetzt werden und “∼”
durch “'”.

Beweis von Satz B.31. Für g = 0 ist π1(M0) = π1(S2) = {e} mit abelsch
gemachter Gruppe {0} ∼= Z0 = Z2g. Für g = 1 ist M1 ein Torus homöomorph
zu S1 × S1, also

π1(M1) ∼= π1(S1 × S1) ∼= π1(S1)× π1(S1) ∼= Z× Z = Z2 = Z2g .

Im Falle g ≥ 3 konstruieren wir Mg wie in 4.8, ersetzen jedoch das 4g-Eck
durch die Einheitskreisscheibe D2 und die Kanten durch die entsprechenden
Kreisbögen. Wir bilden ein Bukett X1 von 2g Kreisen mit dem Basispunkt x0

und bezeichen die Schleifen um x0, die je einen Kreis einfach durchlaufen,
mit

α1, β1, . . . , αg, βg .
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Nun heften wir die Kreisscheibe an X1 an derart, dass längs jeder der mit aj
markierten Strecken αj durchlaufen wird, längs jeder der mit bj markierten
Strecken βj. Ist Φ: D2 →Mg die entsprechende charakteristische Abbildung,
so ist

γ : [0, 1]→ X1, t 7→ Φ(e2πit)

dann also ein Weg, der nacheinander α1, β1, α−1 , β−1 , . . ., αg, βg, α
−
g , β−g

durchläuft und folglich

[γ] = [α1][β1][α1]−1[β1]−1 · · · [αg][βg][αg]−1[βg]
−1 . (60)

Es ist π1(X1, x0) eine freie Gruppe in den Erzeugern [αj] und [βj] für j ∈
{1, . . . , g} (vergleiche Beispiel B.5). Ist N der von [γ] erzeugte Normalteiler
von π1(X1, x0), so ist für die Inklusionsabbildung i : X1 →Mg

i∗ : π1(X1, x0)→ π1(Mg, x0) =: H

ein surjektiver Homomorphismus und ker(i∗) der von [γ] erzeugte Normal-
teiler, nach Satz B.27. Die Kommutatorgruppe H ′ ist das Bild der Kommu-
tatorgruppe von G := π1(X1, x0) unter i∗, also (i∗)

−1(H ′) nach Lemma B.29
der von G′ und [γ] erzeugte Normalteiler. Betrachten wir den kanonischen
Homomorphismus

α : π1(X1, x0)→ π1(X1, x0)ab
∼= Z2g,

von G nach Gab, so ist G′ der Kern. Weiter ist α([γ]) = 0 wegen (60) und
somit ker(α) = G′ ebenfalls gleich dem vonG′ und [γ] erzeugten Normalteiler.
Es ist somit

Hab = H/H ′ ∼= G/(i∗)
−1(H ′) = G/G′ = Gab

∼= Z2g .

Entsprechend entsteht Ng für g ∈ N durch Anheften einer 2-Zelle D2 an ein
Bukett X1 von g Kreisen mit Basispunkt x0. Ist Φ: D2 → X1 die charakte-
ristische Abbildung, so erfüllt die Schleife

γ : [0, 1]→ X1, t 7→ Φ(e2πit)

die Bedingung
[γ] = [α1]2 · · · [αg]2 (61)

mit den Schleifen αj, welche vom Basispunkt ausgehend je einen der Kreise
einfach durchlaufen. Es ist π1(X1, x0) eine freie Gruppe in den Erzeugern
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[αj] für j ∈ {1, . . . , g} (vergleiche Beispiel B.5). Ist N der von [γ] erzeugte
Normalteiler von π1(X1, x0), so ist für die Inklusionsabbildung i : X1 → Ng

i∗ : π1(X1, x0)→ π1(Ng, x0) =: H

ein surjektiver Homomorphismus und ker(i∗) der von [γ] erzeugte Normal-
teiler, nach Satz B.27. Die Kommutatorgruppe H ′ ist das Bild der Kommu-
tatorgruppe von G := π1(X1, x0) unter i∗, also (i∗)

−1(H ′) nach Lemma B.29
der von G′ und [γ] erzeugte Normalteiler. Betrachten wir den kanonischen
Homomorphismus

α : π1(X1, x0)→ π1(X1, x0)ab
∼= Zg

von G nach Gab, so ist G′ der Kern. Die von α([γ]) erzeugte Untergruppe K
der abelschen Gruppe Gab ist ein Normalteiler, somit α−1(K) ebenfalls gleich
dem von G′ und [γ] erzeugten Normalteiler. Es ist somit

Hab = H/H ′ ∼= G/(i∗)
−1(H ′) = G/α−1(K) ∼= Gab/K .

Da Gab abelsch ist, gilt
α([η]) = α([γ])

für das Element
[η] := ([α1] · · · [αg])2,

unter Benutzung von (61). Identifizieren wir Gab mit Zg, indem wir α([αj])
mit ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) identifizieren, so ist K also die von

2e1 + · · ·+ 2eg

erzeugte Untergruppe. Nun ist Zg auch die freie abelsche Gruppe über
e1, . . . , eg−1, e1 + · · · + eg, denn jedes Gruppenelement x = (n1, . . . , ng) ist
wegen

x =

g∑
k=1

nkek =

g−1∑
k=1

(nk − ng)ek + ng

g∑
k=1

ek

in der von den neuen Elementen f1, . . . , fg erzeugten Untergruppe und die
Koeffizienten der Darstellung

x =

g−1∑
k=1

mkek +mg

g∑
k=1

ek
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sind eindeutig, da

x =

g−1∑
k=1

(mk +mg)ek +mgek

impliziert, dass mg = ng und nk = mk +mg, also mk = nk −mg = nk − ng.

Folglich ist Hab
∼= Gab/K ∼=

(⊕g
j=1 Zfk

)
/2Zfg ∼= Zg−1 × (Z/2Z). �
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