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Dieser Text basiert auf den Pradsentationen zur Vorlesung
“Einfiihrung in die Funktionalanalysis” von Prof. Gléckner, die im
Wintersemester 2020/21 im Format 4+2 digital an der Universitat
Paderborn gehalten wurde. Zielgruppe waren Bachelorstudierende
der Mathematik und Technomathematik im fiinften Semester. Die
Vorlesung war dreigeteilt: Zundchst wurden Beispiele und die
Grundprinzipien der Funktionalanalysis in normierten Raumen
vorgestellt (insb. das Prinzip der gleichmaBigen Beschranktheit, die
S&tze von der offenen Abbildung und vom abgeschlossenen
Graphen sowie der Fortsetzungssatz von Hahn-Banach). Im zweiten
Teil der Vorlesung wurden Grundlagen der Topologie vertieft und
einige Satze bereitgestellt, die fiir Analysis und Funktionalanalysis
wichtig sind (z.B. der Satz von Tychonoff, das Urysohnsche
Lemma und der Approximationssatz von Stone-WeierstraB). Im
dritten Teil wurden die eigentliche Funktionalanalysis fortgesetzt
und u.a. der Satz von Banach-Alaoglu, der Satz von Arzela-Ascoli
(in sehr allgemeiner Form) und kompakte Operatoren behandelt.
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AbschlieBend wurden Hilbert-Raume diskutiert, adjungierte
Operatoren und der Spektralsatz fiir kompakte hermitesche
Operatoren.

Komplementire Themen wurden im begleitenden Seminar “Reelle
Analysis und Topologie” behandelt (u.a. Regularitdt von
BorelmaBen und Rieszscher Darstellungssatz; komplexe MaBe und
Satz von Lebesgue-Radon-Nikodym; Dualrdume von LP-Rdumen,
Separabilitdt von LP-R&umen; absolut stetige Funktionen).

Der Themenkreis wird im WS 2021/22 fortgesetzt: In der
Vorlesung “Lokalkonvexe Rdume” werden topologische
Vektorraume behandelt, die nicht notwendig normierte Raume
sind, sich aber noch durch eine Familie von Halbnormen
beschreiben lassen. Exemplarisch werden hier Testfunktionen und
Distributionen behandelt. Voraussichtlich wird es im WS 2021 /22
zudem ein Seminar “Funktionalanalysis und Spektraltheorie” geben
und dort insb. die Operatortheorie vertieft.

Das Skript ist weitgehend in sich geschlossen; Literaturhinweise
finden Sie ab Seite 485.
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§1 Banachraume: Erste Beispiele und Grundlagen

Im folgenden sei K € {R, C}.

Definition 1.1
Ein normierter Raum ist ein Paar (E, || - ||) aus einem
K-Vektorraum E und einer Norm || - ||: E — [0, oo[; es gilt also

Positive Homogenitat: (Vx € E)(Vt € K) || tx|| = || ||x]|
Subadditivitit: (Vx,y € E) ||x + y|| < ||| + |y

Definitheit: (Vx € E) ||x]| =0 < x=0

Dann definiert d(x, y) := ||x — y|| eine Metrik auf E. Ist E bzgl. d

ein vollstandiger metrischer Raum, so nennt man den normierten
Raum (E, || - ||) einen Banachraum.

Eine Folge (xn)nen von Vektoren x, € E ist eine Cauchyfolge in E,
wenn

(Ve > 0)(IN € N)(Vn,m > N) |[|x, — xm|| < €.
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Die Vollstandigkeit bedeutet, dass in E jede Cauchyfolge (x,)nen
konvergiert, d.h. es existiert ein x € E derart, dass

(Ve > 0)(IN € N)(Vn > N) |Ixn — x|| <e.
Beispiel 1.2: R"” und C” sind beziiglich jeder Norm Banachrdume
(siehe Analysis 2)

Lemma 1.3

Es sei (E,|| - ||) ein normierter Raum.

(a) Jede Cauchyfolge (xn)nen in E ist beschrdnkt, d.h. es ist
sup{||xa]|: n € N} < c0.

(b) Eine Cauchyfolge (xn)nen in E ist genau dann konvergent,
wenn sie eine konvergente Teilfolge besitzt.

(c) Ist E ein Banachraum, so auch jeder abgeschlossene
Untervektorraum F C E mit der induzierten Norm,
Ix||F := ||x]| fur x € F.

(d) Ist ein Untervektorraum F C E in der induzierten Norm ein
Banachraum, so ist F in E abgeschlossen.
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Beweis. (a) Es existiert N € N derart, dass ||x, — x| < 1 fiir alle
n,m > N. Fiir n > N kénnen wir m := N nehmen und erhalten

1%l = llxn + (o = )] < lxwll 4 [1x0 = x| < x| + 1.

Defineren wir R als das Maximum von ||x1]|, ..., ||xy—1]| und

lIxn|| + 1, so gilt also ||x,|| < R fiir alle n € N.

(b) Wir wissen aus der Analysis, dass jede Teilfolge einer
konvergenten Folge konvergiert, gegen den gleichen Grenzwert.
Existiere umgekehrt eine konvergente Teilfolge (xp, )ken, mit

ny < ny < --- und Limes x € E. Gegeben ¢ > 0 existiert ein

N € N derart, dass ||x, — xm|| < &/2 fiir alle n,m > N. Weiter
existiert ein K € N derart, dass ||x — xp, || < €/2 fiir alle k > K. Es
existiert ein £ > K mit n;, > N. Fiir alle n > N gilt dann

0 = X11 < [0 — gl + [ = xall < £/2+ /2 = <.

Somit konvergiert (x,)nen gegen x.
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(c) Ist (xn)nen eine Cauchyfolge in F, so ist (x,)nen auch eine
Cauchyfolge in E. Wegen der Vollstindigkeit existiert also

x:= lim x,
n—o0

in E. Da F abgeschlossen ist und x, € F fiir jedes n, folgt x € F.
(d) Sei (xn)nen eine Folge in F, die in E gegen ein x € E
konvergiert. Wir zeigen, dass x € F. Als konvergente Folge ist
(xn)nen auch eine Cauchyfolge in E. Dann ist (x,)nen auch eine
Cauchyfolge in F und somit gegen ein y € F konvergent, weil F
vollstandig ist. Dann gilt auch x, — y in E und somit ist

x= lim x, =y € F,
n—oo

folglich ist F abgeschlossen. [
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Beispiel 1.4

(a) Ist X eine Menge, so schreiben wir £>°(X) := ¢°°(X, K) fiir den
Vektorraum aller beschrankten Funktionen f: X — K, so dass also

Il := sup{|f(x)]|: x € X} < o0

gilt in [0, 0o]. Die Supremumsnorm || - ||oc macht £°°(X) zu einem
Banachraum (Ubung).

(b) Man kiirzt ab: ¢>° := ¢>°(N) := ¢>°(N, K). Die Elemente von
£ sind also beschrankte Folgen f = (a,)nen mit a, = f(n) € K.
(c) Ist X ein metrischer (oder topologischer) Raum, so ist die
Teilmenge BC(X,K) der stetigen beschrankten Funktionen ein
abgeschlossener Untervektorraum von ¢°(X) (Ubung), somit ein
Banachraum mit der Supremumsnorm.

(d) Insb. ist (C(K,K),|| - |[c) ein Banachraum fiir jeden kompak-
ten metrischen (oder topologischen)* Raum K, denn nach dem
Satz vom Maximum ist C(K,K) = BC(K,K). Schreibe auch
C(K) := C(K,K). (* Ein top. Raum K heiBt kompakt, wenn er Haus-
dorffsch ist & jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung hat.
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Ist (E,|| - ||g) ein Banachraum, so ist auch die Menge ¢*°(X, E)
der beschrankten E-wertigen Funktionen, mit

[lloo := sup{[[f(x)l[e: x € X} < o0,

ein Banachraum beziiglich der Supremumsnorm || - ||« (im Beweis
fiir (a) muss man nur iiberall den Betrag |- | durch || - || ersetzen).

Beispiel 1.5

(a) Man schreibt ¢ fiir die Menge der Nullfolgen (ap)nen in K, so
dass also

lim a, =0.

n—o00
Es ist co ein abgeschlossener Untervektorraum von ¢ (Ubung),
somit (¢, || - ||oc) €in Banachraum.

(b) Auch die Menge c aller konvergenten Folgen in K ist ein
abgeschlossener Untervektorraum von (> und somit ein
Banachraum (Ubung).
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Unendliche Reihen in normierten Raumen (und ihre Konvergenz)
definiert man analog zu Reihen reeller oder komplexer Zahlen.

Definition 1.6.

Sei (E, || - ||) ein normierter Raum und (ap)nen eine Folge in E. Die
Reihe 220:1 a, mit den Summanden a, ist definiert als die Folge
(Sn)nen der Anfangssummen S, := >} _; ak. Man nennt die Reihe
konvergent, wenn die Folge der Anfangssummen konvergiert und
schreibt dann auch

o0 n
g ap = lim g ak
n—o0
n=1 k=1
fir den Grenzwert. Gilt

(o.0]
> llanll < oo,
n=1

so wird die Reihe absolut konvergent genannt.
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Die folgende Charakterisierung ist manchmal niitzlich beim
Nachweis von Vollstandigkeit.

Ein normierter Raum (E, | - ||) ist genau dann ein Banach-Raum,
wenn in E jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis. Sei jede absolut konvergente Reihe konvergent. Ist
(xn)nen eine Cauchyfolge in E, so existiert ein n; € N derart, dass

|xn — xm|| < 1/2 fiir alle n,m > ny.
Rekursiv finden wir ny < ny < --- derart, dass
%0 — xmll < (1/2)% fiir alle n,m > n.
Insbesondere gilt dann
[Xngor — Xni |l < (1/2)%  fiir alle k € N

und somit

oo [e.@]
Z ”Xnk+1 - X”kH < 2(1/2)k =1<o0.
k=1 k=1
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Per Voraussetzung konvergiert also Y37 (Xn,,, — Xn,) in E. Sei y
der Grenzwert. Man beachte, dass

J
Xnjpp — X1 = E (X"k+1 — Xn) = Y-
k=1

Also ist auch die Folge (xp,,,)jen konvergent. Da diese eine
Teilfolge der Cauchyfolge (xn)nen ist, ist letztere nach
Lemma 1.3 (b) konvergent.

(Wir haben benutzt:

Konvergiert eine Folge (xp)necn in einem normierten Raum
(E,|l-|l) gegen x und ist y € E, so konvergiert die Folge
(Xn + ¥)nen gegen x + .

Dies folgt aus |[(xn +y) — (x + ¥)|| = [|x» — x|| = 0.)
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Sei umgekehrt E als vollstindig angenommen und ) 77 ; x, eine
absolut konvergente Reihe in E. Wir zeigen, dass die Folge (Sp)nen
der Anfangssummen S, := >~/ _; xx eine Cauchyfolge ist (und
somit konvergent). Aufgrund der Konvergenz der Folge

(> h—1 Ixkll)nen ist diese eine Cauchyfolge; zu € > 0 finden wir
daher ein N € N derart, dass

m m n
D70kl =D el =D Il < &
k=n-+1 k=1 k=1

fur alle m > n > N. Somit gilt

m m
1Sn = Smll = || D x| < D Il <e
k=n+1 k=n+1

fir alle m > n > N, also ist (S,)nen eine Cauchyfolge. O
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Zwei weitere Klassen von Banachrdumen sind fiir uns wichtig. Aus
der Analysis kennen wir fiir p € [1, 00| bereits die p-Norm auf R”
und C",

Definition 1.8

Fiir p € [1, oo[ definieren wir ¢P als die Menge aller Folgen
x = (xk)ken, welche p-summierbar sind, d.h.

(0.9}
Z ’Xk|p < 00.
k=1

Wir setzen ||x||p := /> g [Xk|P.

Fiir jedes p € [1, 00[ ist (¢P,] - ||p) ein Banachraum.
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Beweis. Wir zeigen zunachst, dass ¢P ein Untervektorraum des
Vektorraums K aller Folgen ist und || - ||, eine Norm auf ¢~.
Offenbar ist 0 = (0)pen € P mit ||0]|, = 0. Ist x = (xk)ken in £P
und x # 0, so existiert ein m € N mit x,,, # 0. Dann ist

Ixllp > [xm] > 0.

Gegeben x = (xx)ken und y = (yk)ken haben wir fiir jedes n € N

H(Xla"'axn)4_(y1>"'7yh)HP

< s xa)llp + 15 vn)ll

n n
= 2D IxlP 2D P < Hlxllp + s

k=1 k=1

somit S°7_; [xk + k[P < (IIx[lp + [l¥]l5)P. Ubergang zum
Supremum liefert 77 |xk + yi|P < (||x]lp + [ly]lp)P < 0. Also ist
x+yelPund [[x+ylp < [Ix]l, + llyllp-
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Gegeben t € K ist weiter

oo oo o0
Do lowlP =D [tlPhal? = [t bad? = [tP(lIx]l,)? < oo,
k=1 k=1 k=1

somit tx € P und |[tx||, = |t] ||x]|p-

Sei nun (fU));cn eine Cauchyfolge in ¢P, wobei fU) = (fk(j))keN.
Fiir jedes feste k € N ist dann (f(J))keN eine Cauchyfolge in K, da

79 — £ < |0 — £,

fiir groBe i,/ kleiner jedem vorgegebenen € > 0 gemacht werden
kann. Da K vollstandig ist, existiert ein ax € K mit

U)

ar = lim f
j—)OO

Sei a:= (ak)ken. Wir zeigen nun, dass a € ¢P; anschlieBend zeigen
wir, dass fU) 5 ain /P, was den Beweis beendet.

Gegeben ¢ > 0 existiert ein N € N derart, dass
1FO) — £, < & fiiralle i, j > N. (1)
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Somit gilt fiir jedes n € N

p Z |fk(J) _ fk(’)|p < Hf(J) _ f(’)Hp <e.
k=1

Mit j — oo folgt

> ola— P <e.
k=1
Also ist
(a1, an)lle < N(ars---van) — (B A+ D, D),
< e+ |FD),
und somit .
3 JawlP < (e + [ FD)I,)P.
k=1

Bilden des Supremums iiber n liefert
S 1 laklP < (e + [[FD]|5)P < oo. Also ist a € P

Prof. Dr. Helge Glckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Wir zeigen nun, dass f) — a in ¢P fiir j — co. Gegeben € > 0
sei N wie zuvor. Es existiert ein ¢ € N derart, dass

und

Es existiert ein M > N derart, dass

L
0 Z|fk(n)—3k|”<€ fir alle n > M. (4)
k=1

Wir benutzen nun, dass fiir jedes b = (bk)ken € £P stets
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= |bllp = I(b1s .-, be, 0, ) + (0,0, b1, .. )l

< N(brsee 500y iy + 110,10, b,
4 [eS)

S Ibele+ 2| Y Ibile

k=1

k=0+1
gilt. Also ist fiir alle n > M

14 [
17 —allp < SR —ade 2l Do 1R7 —ale
k=1

k=0(+1
< etpl STt ol ST —afe
k=0+1 k={+1
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o
<e+ || — F M), + p Z K+ ol S Jalp < 4e
k=0+1 k=t+1

unter Benutzung von (4), (1), (3) und (2). Also gilt f0) — a. O

Allgemeiner betrachtet man LP(X, ) zu einem gegebenen
MaBraum (X, S, i), etwa LP[0, 1] beziiglich des
Lebesgue-Borel-MaBes auf [0, 1] (siehe Kapitel 7).
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§2 Stetigkeit linearer Abbildungen und Operatornorm

Wir charakterisieren Stetigkeit fiir lineare Abbildungen zwischen
normierten Raumen und diskutieren Beispiele.

Notation: Ist (E, || - ||) ein normierter Raum, x € E und r > 0, so
schreiben wir

BE(x) =Bl (x) ={y € E: [ly — x|| < r}

fiir die offene Kugel vom Radius r um x und

B (x) =Bl (x)={yeE: |y —xl<r}

fiir die entsprechende abgeschlossene Kugel.

Wir benutzen folgende Fakten iiber normierte Raume:
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Lemma 2.1

Ist (E, || - ||g) ein normierter Raum, so gilt:

(a) Die Addition a: E x E — E, (x,y) — x + y ist stetig, wenn
wir E X E mit der Norm

(x,y) = max{||x|e, lylle}
versehen.

(b) Die Translationen E — E, y — x + y sind stetig (und sogar
Homdomorphismen) fiir alle x € E.

(c) Die Abbildung K x E — E, (t,x) + tx der Multiplikation mit
Skalaren ist stetig.

(d) Fir jedes t € K\ 0 ist die Abbildung E — E, x — tx ein
Homoomorphismus.
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Beweis (in der Vorlesung iibersprungen).

Offenbar konvergiert in E x E eine Folge von Elementen (x,, yn)
genau dann gegen (x,y) € E x E, wenn x, — x und y, — y in E.

(a) Wenn (xn,¥n) — (x,y) in E x E, so folgt

[(x +y) = (n + yn)lle < lIx = xalle + ly — ynlle = 0.
Also ist « an der Stelle (x, y) stetig.
(b) Aus y, — y folgt x + y, — x + y nach dem Vorigen.

(c) Gelte (tn, xn) — (t,x) in K x E, also t, — t und x, — x.
Dann folgt

1(t = ta)x + ta(x — xa) |l
<t = tal lixlle + Ital [Ix = xall
— Ollx|le +[t/0 =0,

lltx — taxnllE

also t,x, — tx. Somit die Multiplikationsabbildung K x E — E
stetig an der Stelle (t, x).

Prof. Dr. Helge Glckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



(d) Fir t € K ist die Abbildung p¢: E — E, x + tx nach dem
Vorigen stetig. Ist t # 0, so ist offenbar 111/, die Umkehrabbildung
fur e und auch py ), ist stetig. O

Satz 2.2

Es seien (E, | - ||g) und (F,| - ||r) normierte Raume und
a: E — F eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

(a) « ist stetig;
(b) « ist stetig an der Stelle 0;
(c) Esist

lllop := sup{lja(x)[[F: x € E mit [|x][g <1} <oo;

(d) Es existiert ein M € [0, oo[ derart, dass

lla(x)||r < M||x||g fir alle x € E.
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Beweis. (a)=-(b) ist klar.
(b)=(a): Gilt x, — x in E, so folgt x, — x — x — x = 0, somit

la(x) = aln)llF = [la(x = xn)llF = 0.

(b)=(c) Da a~1(B} (0)) eine Nullumgebung in E ist, existiert ein
r> 0 mit c F

B, (0) € a”'(By(0)).

Dann gilt a(BE(0)) C By (0). Fiir x € E mit ||x||g < 1 ist

llrx||e = r||x||e < r, somit

1 1
Ja@)llF = lla(m)lr < -

Es folgt [|arf|op < 2 < o0.
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(c)=(d). Wir zeigen, dass M := ||a||op gewshlt werden kann. Sei
x € E. Fiir r > 0 mit r||x||g < 1ist

rlla()llF = lle(r)llr < flellop,

also [[a(x)||F < Lflalop- Ist ||x||e = 0, schlieBen wir
lo() |7 < limr—o0 Fllollop = 0 = [lalopl|x ][ Ist [[x]lg > O,
wihlen wir r := 1/||x||g und erhalten ||a(x)|lF < |la|lopllX] £

(d)=(b): Ist x, eine Nullfolge in E, so gilt
la(xn)l[F < Mlixall = 0

und somit a(x,) — 0. Also ist « stetig an der Stelle 0. O
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Bemerkung 2.3

(a) Nach dem Beweis von (c)=-(d) ist ||c||op eine mSgliche Wahl
fir M, also

la()llF < lledloplix|le  fiir alle x € E

wenn « stetig ist. Dies ist die kleinstmdogliche Wahl fiir M, denn
fir M wie in (d) und x € E mit |[x||g <1 ist

la()llF < Mlix[le <M

und Ubergang zum Supremum in x liefert llaflop < M.

(b) Lineare Abbildungen a: E — F mit ||a/|op < 00 nennt man
auch beschréankte (lineare) Operatoren. Nach Satz 2.2 ist eine
lineare Abbildung also genau dann stetig, wenn sie ein
beschrankter linearer Operator ist.
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Beispiel 2.4

Ist (F,|| - ||F) ein normierter Raum, so ist jede lineare Abbildung
a: R" — F stetig, denn wegen (xi,...,x,) = > ; Xjej ist

n
a(Xla 900 aXn) = ija(ej)
j=1

und die Abbildungen R” — R, (x1,...,Xs) — X; sind stetig.

Mit C(K) := C(K,K):
Beispiel 2.5

Fiir jeden kompakten topologischen Raum K und jedes x € K ist
die Punktauswertung

evy: C(K) = K, f— f(x)

stetig mit || evyx |lop < 1, denn diese ist linear und

levi(F)] = |f(x)| <sup{|f(y)|: y € K} = |If||~ fiir alle f € C(K).
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Beispiel 2.6
Es sei K ein kompakter topologischer Raum. Fiir jedes f € C(K)
ist der Multiplikationsoperator

ms: C(K) — C(K), g~ fg

stetig, mit [|mrlop < |||l (wobei (fg)(x) := f(x)g(x)).

Denn my ist linear und fiir jedes x € K ist

Ime(g)(x)| = [F(x)g(x)| < [FO)I ()| < [flloo]lgloo,

somit ||me(g)|loo < ||fllool|gloo-
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Beispiel 2.7
Es seien K und L kompakte topologische Rdume und f: K — L
eine stetige Abbildung. Dann ist

£ C(L) = C(K), g—rgof

eine stetige lineare Abbildung mit ||f||o, < 1. Man schreibt auch
C(f,K) statt ™.

In der Tat ist £* linear. Fiir jedes g € C(L) und x € K ist
(&) ()] = [8(F())] < [lglloe,

somit [[F*(g)|loo < ||&]loo-
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Gegeben k € Ng machen wir den Raum CK[0, 1] der C*-Funktionen
f:[0,1] — K zu einem normierten Raum mit der durch

IFllcr := max{|Flloc, [1F'lloc - - -, 17l }

fiir f € CK[0,1] gegebenen Norm, wobei fU) fiir j € {1,..., k} die
jte Ableitung von f ist. ( Man schreibt auch £(©) := f).

Beispiel 2.8

Die lineare Abbildung
D: Ck0,1] — Ck[0,1], f s f

ist stetig, mit ||D||op < 1.

Es ist namlich

fir alle j € {0,1,..., k} und somit ||Df||cx < ||f||cksr-

100D lloo = [FU* Voo < [If] cron

Wihlt man auf Ck*1 ungeschickter eine Norm, wird D unstetig,
etwa wenn k = 0:
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Beispiel 2.9
Die lineare Abbildung

D: C0,1] — C[0,1], f s f’

ist unstetig, wenn wir beide Seiten mit der Supremumsnorm
versehen.

Definieren wir f, € C[0,1] via f,(x) := sin(nx), so ist ||fa]joo < 1
und
| Dfa(x)| = 1£5(x)| = [ncos(nx)| = n

fir x = 0, somit ||Df,||s > n, folglich per Definition als Supremum

IDllop > [[Dfloc =

und somit ||D||op = 0.
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Beispiel 2.10

Fiir jedes p € [1,00] und n € N ist die Punktauswertung
evp: P - K, a=(ak)ken — an

stetig und linear, mit || ev, [lop < 1.

Fall p = co: Offenbar ist |evy(a)| = |an| < [|a]/co-
Fall p € [1,00[: Esist |ev,(a)| = |an| < ||a||p, weil

o0
|anl® < D lakl? = (Jlall,)"-
k=1
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Sind (E, || - ||g) und (F,| - ||F) normierte Raume, so kdnnen wir
E x F mit der durch

1G] = max{[|x|[e; [l [}

gegebenen “Maximumnorm” (oder “Produktnorm™) versehen.
Dann ist BE*F(x,y) = BE(x) x Bf (y) und somit ist die
zugehorige Topologie auf E x F die Produkttopologie, d.h. eine
Menge U C E x F ist genau dann offen, wenn zu jedem (x,y) € U
eine offene x-Umgebung V C E und eine offene y-Umgebung

W C F existiert mit V x W C U (Ubung).

Beispiel 2.11

Die Projektionen pry: E x F — E, (x,y) — x und
pro: E X F — F, (x,y) +— y sind stetig und linear, mit
Operatornorm < 1.

Esist || pry(x, )l[e = [Ix|le < max{ix[|e, [lyll} = [|(x, y)I| und
somit || pry [lop < 1. Analog fiir pr,.

Prof. Dr. Helge Glckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Definition 2.12

Es seien (E, || - ||g) und (F,| - ||r) normierte Rdume und
a: E — F eine lineare Abbildung.
@ Ist « stetig und gibt es eine stetige lineare Abbildung
B: F— E mit Boa =idg und a0 8 = idg, so nennt man «
einen topologischen Isomorphismus (oder auch: einen
Isomorphismus topologischer Vektorraume).?
e Gilt [a(x)||r = ||x||e fiir alle x € E, so nennt man « eine
(lineare) Isometrie.”
@ Ist « eine Isometrie und existiert eine Isometrie 5: F — E mit
mit S oa = idg und o B = idF, so nennt man « einen
isometrischen Isomorphismus.

°Es ist also « stetig, invertierbar und o' (= B) ist ebenfalls stetig. Aus der
linearen Algebra wissen wir, dass o~ ! automatisch linear ist.

Dann ist ||a|jop < 1, also a stetig. Weiter ist « injektiv, denn ist 0 # x € E,
so ist ||a(x)||F = ||x]|e > O und somit ca(x) # 0, also ker(a) = {0}.
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Eine Isometrie ist genau dann ein isometrischer Isomorphismus,
wenn sie surjektiv und somit bijektiv ist, denn es ist dann

la=*W)lle = lle(a™(¥))lIF = llylF fiir alle y € F, also a~
(=: ) automatisch isometrisch.

1

Beispiel 2.13

Sei f: K — L eine eine stetige Abbildung zwischen kompakten
topologischen Raumen. Ist f surjektiv, so ist

F: C(L) = C(K), grrgof

eine Isometrie (Ubung). Diese braucht nicht surjektiv zu sein, also
kein isometrischer Isomorphismus (Ubung).

Beispiel 2.14

Die Abbildung R — R, t + 2t ist ein topologischer Isomorphimus
von (R,|-|) nach (R, |-|), aber keine Isometrie.

| A

N
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Beispiel 2.15
Gegeben a = (ak)ken € £°° und p € [1, 00[ ist die Abbildung

my: £P — 0P, my(x) = (akxk)ken fiir x = (xk)ken € P

linear und stetig (mit ||m,llop < [/a]|oc); sie ist eine Isometrie genau
dann, wenn |ax| =1 fiir alle kK € N. In diesem Fall ist m, ein
isometrischer Isomorphismus (Ubung). Analog mit p = cc.
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§3 Raume stetiger linearer Abbildungen

Sind (E, || - ||g) und (F,|| - ||F) normierte Rdume, so schreiben wir
L(E, F) fir die Menge aller stetigen linearen Abbildungen
a: E— F.

Satz 3.1

L(E, F) ist ein Untervektorraum des Raums FE aller Funktionen

von E nach F. Weiter gilt:

(@) || lop: £L(E, F) = [0,00[, &+ ||lat||op ist eine Norm auf
L(E,F).

(b) Ist F ein Banachraum, so auch (L(E,F),|| - [lop)-

Beweis. Die Nullfunktion 0: E — F ist stetig, also in L(E, F).
Sind «, 8: E — F stetig und linear, so auch jede Linearkonbination
sa + tf; also ist sa + tf3 € L(E, F) und somit L(E, F) ein
Untervektorraum von FE.
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(a) Offenbar ist ||0|lop = sup{0} = 0. Ist « € L(E, F) und a # 0,

so existiert ein x € E mit a(x) # 0. Dann hat x/||x||g Norm 1;
also ist

ledllop = [le(x/lIx[lE) I} = lla() £ /lIxI[e > 0.
Sind o, 8 € L(E, F), so gilt fiir alle x € Ef(O)
[(a+B)()lF = llal)+B()F < laC)lF+IBC)F < llallop+[Bllop-

Ubergang zum Supremum liefert || + Bllop < [|/|op + [|3]lop- Fiir
t =0ist
[tatllop = [[0]lop = 0 = Of|cx[[op-
Fir 0 # t € K haben wir fiir x wie zuvor
[(te)(X)||F = |tl [ex) ]| F < [t [[exlop,

somit ||ta[op < |t [|ct]|op- Analog
1
lellop = [I(1/t)tal|op < m\ltallop

und somit [[taflop > |t] [|c[lop; folglich |[tallop = [t]]|cx]|op.
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(b) Es sei (an)nen eine Cauchyfolge in L(E, F). Nach
Lemma 1.3(a) ist diese beschrankt, also

M := sup{||anllop: n € N} < o0.
Fiir jedes x € E ist (an(x))nen eine Cauchyfolge in F, denn
lam(x) — an(X)||F = [[(m — an)(X)IIF < llam — anlloplix|le

wird < ¢ fiir geniigend groBe m und n. Da F vollstindig
angenommen ist, existiert der Grenzwert

a(x) = nlLrT;o ap(x) in F.
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Fiir x,y € E und n € N konvergiert
an(x +y) = an(x) + an(y)
sowohl gegen a(x + y) als auch gegen a(x) + a(y); somit gilt
a(x+y) = a(x) + a(y).

Ebenso folgt a(tx) = ta(x) fir t € K und x € E. Also ist « linear.
Fiir alle x € E mit ||x||g < 1ist ||an(x)||F < ||lanllop < M, folglich

le(x)]lF = lim [la(x)|r <M
n—oo
wegen der Stetigkeit von || - [[f: F — [0, co[. Also ist |la|lop < M
und somit « stetig. Gegeben ¢ > 0 existiert ein N € N derart, dass

lam — anllop < € fiir alle n,m > N, also

(¥n, m > N)(vx € BL(0)) [[(am — an)(x)]lF < e.

Prof. Dr. Helge Glckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Dann gilt also
(¥n > N)(¥x & By (0))(¥m > N) [lam(x) — an(x)[|F <.
Mit m — oo folgt
(vn > N)(vx € BE(0)) lla(x) — an(x)lIF < <.

Also ist ||a — apllop < € fiir alle n > N und somit gilt o, — « in
(‘C(E7 F)? H ’ ”OP)' g
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(K, |-|) ist ein Banachraum, also E’ := L(E,K) mit der
Operatornorm stets ein Banachraum.

Definition 3.2

Der Banachraum (E’, || - ||op) wird Dualraum von E genannt. Seine
Elemente, stetige lineare Abbildungen

A E— K,

nennt man stetige lineare Funktionale.

In Kiirze berechnen wir einige Dualrdaume; wir werden sehen, dass

(gl)/ggoo’ (Co)lggl und (gP)’:gﬁ fir p €)1, 00|
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Wir halten zwei Argumente aus dem vorigen Beweis fest:

Lemma 3.3

Seien (E, || - ||g) und (F, | - ||r) normierte Raume. Fiir jedes x € E
ist die Punktauswertung

evy: L(E,F) = F, aw— «o(x)

stetig und linear, mit || evy [lop < [IX]|E-

v

Beweis. ev, ist linear und || evy ()| = [la(x)||F < |lallopllx|le. O
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Ist «: E — F eine stetige lineare Abbildung zwischen normierten
Raumen (E,|| - ||g) und (F, | - ||r) und (xn)nen eine Cauchyfolge
in E, so ist (a(xn))nen eine Cauchyfolge in F.

Beweis. Gegeben ¢ > 0 existiert ein N € N derart, dass

I = Xalle <
l[erllop + 1
fiir alle n,m > N und somit
[a(xm) — a(xa)llF = [lalxm = xa)llF < [|cllop|[xm — xnll £
Allo
||a”||o! ISER
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§4 Stetigkeit bilinearer Abbildungen

Sind E, E; und F Vektorraume iiber K, so nennt man eine
Abbildung b: E; X Ex — F bilinear, wenn fiir jedes x € E; die
Abbildung

b(x,): E2 = F, yw b(x,y)

und fiir jedes y € E; die Abbildung
b('ay):El_)Fa XHb(X7y)

linear ist.

Seien nun (E1, || - ||g,). (E2, | - llg,) und (F,| - ||) normierte
Raume. Wir versehen wieder E; x E, mit der Maximumnorm

G, ) == max{|[[x|[&,; lyll&, }, so dass (xn, ym) = (x,y) in
E; x E» genau dann, wenn x, — x in £y und y, — y in E;.

Analog zu Satz 2.2 gilt:
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Satz 4.1

Fiir eine bilineare Abbildung b: E; x E; — F sind aquivalent:
(a) b ist stetig;

(b) b ist stetig an der Stelle (0,0);

(c) Esist

=E =E
I1bllop == sup{llb(x,y)lIF: x € By'(0), y € By*(0)} < o0;

(d) Es existiert ein M € [0, oo[ derart, dass

(Vx € E1)(Vy € B2) [|b(x, y)llF < M|x]lg llylle,-

In diesem Fall ist ||b[jop < M und es gilt

160, Y)IIF < l|bllopllIX|[& [y ||, fiir alle x € £1 und y € Es.
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Beweis. Die Implikation “(a)=-(b)" ist klar.
(b)=(c): Es existiert ein r > 0 derart, dass

7E1

B,'(0) x B;*(0) = BE*E(0,0) < b~}(By (0)).

Sei (x,y) € E1 x E mit ||x||g, <1 und |y|lg, < 1. Dann ist
Irx||lg, < rund ||ry||g, < r, somit

1 1
160 Y)l[F = S l1b(m ry)lle < 5.
Bildung des Supremums iiber alle (x, y) liefert ||b||op < %2 < 0.
(c)=(d): Sei (x,y) € E1 X Ep. Ist x =10 oder y =0, so ist

16(x; ¥)llF = 1[0llF = 0 < [bllop | (x; ¥)-
Ist x # 0 und y # 0, so ist

< [[BlloplIx1 [yl -
F

160 ) = Xl [yl

< 1 | >
b| ——x, 3%
Ixlle " [Iyle

Die Bedingung aus (d) ist also erfiillt mit M := ||b||p.
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(d)=(b): Sei (x,y) € E1 X Ex und (xn,yn) € E1 X E; fir n€ N
mit (xn, yn) — (X, y) fir n — oo. Dann gilt

Hb(va) (men)HF

< |Ib(x, ) = b(xa, Y) | F + [16(xn; ¥) = b(xn, ya)llF
= [|b(x = xa, ¥)|F + [|b(xn, ¥ — yn)llF

< Mlx = xallgllylle, + Mlixallg ly — yolle,

—  MO|ly[lg, + M|x||,0 = 0,

also b(xn, yn) — b(x,y). Somit ist b stetig an der Stelle (x,y).
Aus der Bedingung in (d) folgt ||b(x, y)|lFr < M||x||g|lylle, <M
fiir alle x € Efl(O) und y € EIEZ(O). Ubergang zum Supremum
liefert ||bllop < M.
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Beispiel 4.2

Fiir alle normierten Raume (E, || - ||g) und (F,| - ||F) ist die
bilineare Abbildung

ev: L(E,F)x E— F, (a,x)+— a(x)

stetig mit ||ev|[op < 1.

N,

Beweis: Es ist || ev(a, )| = [a(x)llF < llaloplxlle. O
Beispiel 4.3

Fiir alle normierten Raume (E, || - ||g), (F, |- ||r) und (G, | - |l¢)
ist die bilineare Abbildung

comp: L(F,G) x L(E,F) — L(E,G), (a,B)— aof

stetig mit || comp ||op < 1.

Beweis: Es ist || comp(a, 5)|lop = || © Blop < [|]lopllB]lop, denn
fir x € E ist [|a(B(x))llc < lellopllBCNE < llexllopll BlloplIxlle. B
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§5 Beispiele von Dualraumen

Gegeben n € N schreiben wir e, fiir die Folge (0,...,0,1,0,...)
mit ntem Folgenglied 1.

Lemma 5.1

Fiir alle a = (ap)nen € * gilt

(o@) n
a—= E ane, = lim E akex
n—o0
n=1 k=1

in /1.

Beweis. Es ist
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mit

n o0
a—Zakek = Z lak| — 0
k=1 1 k=n+1

fir n — oco. O

Bemerkung 5.2

Gegeben a = (ap)nen € P mit p €]1, 0] gilt

= e @
n=1

in £P. Ebenso gilt (1) in ¢ fiir alle a = (an)nen € o (Ubung).
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Satz 5.3

Fiir jedes a = (an)nen € £°%° und x = (x,)nen € £ ist
ma(x) := (anXn)nen € £ und

o
As: JARN K, x— Za,,x,,
n=1

ist ein Element von (1) mit ||[As]lop = ||al|co. Die Abbildung
A 02 = (Y, am A,

ist ein isometrischer Isomorphismus.

Bemerkung 5.4

Die Additionsabbildung a: ¢ — K, (an)nen —> D ocq an ist linear
und stetig mit |la|lop < 1, weil |a(a)] = [limpsoo Y r_q ak| =
limn—soo [D_5—1 ak| < limp_soo 35—y lak| = lall1-
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Beweis von Satz 5.3. Sei o: /! — K wie in Bemerkung 5.4. Nach
Beispiel 2.15 ist m,: £* — ¢! stetig und linear mit
IMallop < [|a]|oo- Also ist \; = a0 m, stetig und linear mit

[Aallop < flexllopllmallop < I[alloo-
Wegen ||ep|l1 =1 ist
[ Aallop = [Aa(en)] = [anl.

Bilden des Supremums iiber alle n liefert ||\, |lop > ||2]|co. Also ist
| Aallop = ||a]|oc- Die Abbildung A: a+— A, ist offenbar linear und
nach dem Vorigen ist sie eine Isometrie. Wir brauchen nur noch zu
zeigen, dass \ surjektiv ist. Sie hierzu u € (£1)'. Wir definieren

ap = pu(e,) firneN,

Wegen
|an| = [1(en)] < llitllopllenlls < l1llop

ist dann a := (a,)nen € £°°. Fiir jedes x = (X;)nen € £ ist nun
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u(x) =p Zx,,e,, = Zx,,,u(e,,) = ana,, = Aa(x),
n=1 n=1 n=1

also p =X, O
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Nach dem Vorigen ist also (£1)" = ¢

Satz 5.5

Fiir jedes a = (an)nen € £* und x = (X1)nen € o ist
ma(x) := (anXn)nen € £* und

ist ein Element von (c)’ mit ||As]|op = ||al|1. Die Abbildung

A= (), ar A,

ist ein isometrischer Isomorphismus.
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Beweis. Wir wissen, dass die Additionsabbildung

o0
a: f =K, (Yn)nen — Zy,,

n=1

linear ist und stetig mit ||a|lop < 1 (Bemerkung 5.4). Nach
Beispiel 2.15 ist

ma(x) €6t und ||ma(x)|l1 < |lall1]|x]lee fiir alle a € £* und x € .

Fiir jedes a € ¢* ist m,: cg — ¢* offenbar linear und nach dem
Vorigen ist |[mallop < [|a]|1. Also ist

Ay =aomy: g — K
stetig und linear mit
[Aallop < llatllopllmalop < [all1- (2)

Fiir k € N wihle ¢, € R mit e’ a, = |a)|. Setzen wir
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n
"= efe = (e, €7,0,0,..),

so ist || x"||lec = 1 und

n n
Aa(xT) = ea =Y axl,
k=1 k=1
folglich
Aallop = [Aa(x I—Z\akl

Bildung des Supremums iiber alle n € N Ilefert

o0
IMallop > > lak| = llalls.
k=1

Da auch (2) gilt, ist also ||Aslop = ||al|1. Offenbar ist die Abbildung
A: 0t — (), a+ A, linear; nach dem Vorigen ist sie eine lineare
Isometrie. Wir brauchen nur noch zu zeigen, dass A surjektiv.ist.
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Zum Beweis der Surjektivitit von \: £1 — (o) sei pu € (cp)'. Setze
ap = p(e,) firne N.

Definieren wir ¢, und x" = >} _; /P ey wie oben, so ist

n
=2_la
k=1

fiir alle n € N, folglich a := (an)nen € £*. Fiir jedes
x = (Xn)nen € o ist nun

u(x) = (Z x,,e,,> = Zx,,,u(e,,) = ana,, = Aa(x),
n=1 n=1

also = XA;. O

HMHOP > ‘N ’ = 9 ek
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Definition 5.6

Gegeben p €]1, oo[ definieren wir den konjugierten Exponenten als

PR— 1 .
9= 117,

dieser ist durch
o= ©
P q
festgelegt. Der zu g konjugierte Exponent ist somit p. Wir
definieren den zu 1 konjugierten Exponenten als oo, den zu oo

konjugierten Exponenten als 1.

Manche Autoren schreiben auch p’ statt g.

Multiplikation von (3) mit g fiihrt auf

q
-+1=q. 4
> (4)
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Sei p €]1,00[ und g €]1, 0o[ der konjugierte Exponent. Fiir alle
a=(ap)nen € £9 and x = (xp)nen € (P ist dann

[e.e]

S Pnan] < Ixllpllally < o

n=1

nach der Holderschen Ungleichung, die im folgenden Kapitel
bewiesen wird. Somit ist

Ma(x) := (Xnan)nen € 1 und  [|ma(x)l|1 < |Ix[|plallq.

Offenbar ist m,: ¢P — ¢* linear; nach dem Vorigen ist
[mallop < llallq- Mit a: £ — K wie zuvor ist also

s :=aom, € (LP)

mit
||)‘aH0p < Hqu. (5)
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Fiir p €]1,00[ und g :=1/(1 — 1/p) ist die Abbildung

A 09— (PY, a— ),

ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Damit \ eine Isometrie ist, geniigt es, || Aslop = ||allq
nachzuweisen fiir alle a = (a,)nen € £9 mit ||a]; = 1 (Ubung). Wir
wihlen ¢, € R fiir n € N derart, dass e'?"a, = |a,|. Setzen wir

Xp 1= ei‘b"\a,,\q/”,

so ist X := (Xp)nen € P und ||x||, = 1, denn

) 00
> al® = 3 Janl? = (Jlallg)? = 1 < ox.
n=1 n=1

Unter Benutzung von (4) erhalten wir weiter

oo o
allop > Aa() = lan"F9/P =) "Jap|? = 1= |lallg-
n=1 n=1
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Mit (5) folgt Aallop = 12l
Um Surjektivitdt von X zu zeigen, sei p € (€P)'. Wir definieren
an = p(e,) firneN
und wihlen ¢, € R mit e/®ra, = |a,|. Gegeben n € N sei
n._ zn: ei¢k’ak|Q/Pek;
k=1
dann ist (]|x"||p)P = > _r_q |ak|9. Weiter ist

leellopllx"llp = | an—ze’¢klak|q/p ex) Z!aqu/p“
k=1

= Zlakl" = (IIx"1l»)”

unt somit oy > (171,71, s

S Jaul = (6P < (lhlep)?

k=1
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Es folgt 5°° |aw|? < (||1tllop) 7T < 00, also a := (an)nen € 9.
SchlieBlich ist fiir jedes y = (yn)nen € €P

ply) = p <Z ynen> = yaul(en) = Aa(y),

also = A,.
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§6 Konvexe Funktionen und Ungleichungen

Wir formulieren und beweisen zwei fiir die Analysis wichtige
Ungleichungen, die Holdersche Ungleichung und die Minkowskische
Ungleichung. Als Hilfsmittel kommt Konvexitdt von Funktionen ins
Spiel.

Wir stellen zunachst alles nétige Grundwissen iiber konvexe
Funktionen einer reellen Variablen bereit (das aus Analysis 1 oder 2
schon bekannt sein konnte).

Definition 6.1

Eine Funktion f: | — R auf einem Intervall / C R heiBt konvex,
wenn fiir alle x < y < z in /

f(2) = Fx)

Z— X

Fy) <f()+(y —x)

Es muss also stets (y, f(y)) unterhalb der Sekanten durch
(x,f(x)) und (z, f(z)) liegen.
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Lemma 6.2

Firx <y <zin [ gilt
y) < F0) + (v -9 BT (1)
genau dann, wenn
fly) —f(x) _ f(z) = fly) )
y—-x = z—-y

v

Die Steigung der Sekanten durch (x,f(x)) und (y,f(y)) muss also
kleiner gleich der Steigung der Sekanten durch (y, f(y)) und
(z,f(2)) sein.

Beweis. Aus (1) folgt (2), indem wir f(x) auf beiden Seiten
abziehen und durch y — x > 0 teilen. Aus (2) folgt (1), indem wir
beide Seiten mit y — x > 0 multiplizieren und f(x) addieren. .
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Es sei f: | — R eine zweimal differenzierbare Funktion auf einem
nicht entarteten Intervall / C R. Gilt f(x) > 0 fiir alle x € /, so
ist f eine konvexe Funktion.

Beweis. Da 7 > 0, ist die Funktion " monoton wachsend (siehe
Analysis 1). Sind x <y < z in I, so gibt es nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung Zwischenstellen £ €]x, y|
und 0 €y, z[ derart, dass

FW) =) _ ey yng FE =) _
S = O wnd = f(6).

Da ¢ <y <@, ist f'(&) < f'(6), so dass (2) folgt. Nach
Lemma 6.2 gilt dann auch (1) und somit ist f konvex. [J
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Beispiel 6.4

Fiir jedes a €]0, oo[ ist die Funktion
firR— R, xw— a*:=exn?
konvex.
Denn es ist f/(x) = In(a)eX™™? und somit f”(x) = (Ina)?ex'"? > 0;
Satz 6.4 liefert also die Behauptung. UJ

Bemerkung 6.5

Fiir x < z in [ ist die Bedingung

fly) < f(x)+(y — X)f(zzi)i(x) fir alle y €]x, z[

dquivalent zur Bedingung
f(tx+ (1 —t)z) < tf(x) + (1 — t)f(z) furalle t €]0,1[;

man schreibe einfach y := tx + (1 — t)z = z + t(x — z) um bzw.

t:=(z—y)/(z—x).
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Wir setzen noch 0% := 0 fiir alle x €]0, 0o[ und oo™ := co. Wie in
der Integrationstheorie iiblich sei weiter 0 - co := o0 -0 := 0.

Lemma 6.6

Sei p €]1,00[ und g :=1/(1 —1/p) der konjugierte Exponent.
Dann gilt fiir alle a, b € [0, 00|

1 1
ab < —aP + —b9. (3)
P q

Beweis. Die Ungleichung (3) ist trivial, wenn a = 0 oder b = 0 ist
(dann sind beide Seiten 0). Seien nun a, b €]0, o0]. Ist a = co oder
b = oo, ist (3) trivial (dann sind beide Seiten c0). Seien nun also
a,b€]0,00[. Da % =1- %, ist
ab = enaghb _ glnatinb _ e%P|na+%q|nq

—  epMEIHI=) () Lehn() 4 (1 - 1)el(s)

_ 1 1

= Eap + abq

unter Benutzung der Konvexitdt von x — e* und Bemerkung 6.5.
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Satz 6.7 (Holdersche Ungleichung)

Sei p €]1,00[ und g :==1/(1 — 1/p) der konjugierte Exponent. Sei
(X, S, u) ein MaBraum. Dann gilt fiir alle messbaren Funktionen
f: X —[0,00] und g: X — [0, 0]

0800 du) < ([ Fo0rdut)( [e7duta) . @
X X X

Beweis. Verschwindet f oder g fast {iberall, so sind beide Seiten 0
und (4) gilt trivialerweise. Seien nun also A := [, P dy und

B:= [, g%duin ]0,00]. Ist A= oo oder B = o0, so ist die rechte
Seite von (4) gleich oo, so dass (4) gilt. Seien nun also

A, B €]0,00[. Indem wir beide Seiten von (4) durch AY/PB/d
teilen, erhalten wir die dquivalente Ungleichung

/ (F/AYP)(g/BY9) dyu < 1
X

und diirfen nach Ersetzen von f durch f/AYP und g durch g/B/4
fortan A= B =1 annehmen.
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Nach Lemma 6.6 gilt fiir jedes x € X
1
Fx)g() < SF00" + 80",

Integration liefert

1.1 101
/I‘ngSA+B:+:1:A1/pBl/".
X P 9 P q

Also gilt (4). O
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Satz 6.8 (Minkowskische Ungleichung)

Sei (X, S, 1) ein MaBraum und p €]1, 00[. Dann gilt fiir alle
messbaren Funktionen : X — [0,00] und g: X — [0, 0]

(fersesr s (o 5 er )
5

Beweis. Verschwindet f oder g fast iiberall, so kann die Funktion
und der entsprechende rechte Summand weggelassen werden und
die Behauptung ist trivial. Seien nun also A := fX fPdp und

B:= [y g9duin ]0,00]. Ist A= oo oder B = o0, so ist die rechte
Seite von (5) gleich oo, so dass (5) gilt. Seien nun also

A, B €]0, 00[. Teilen durch AP 4 BY/P fiihrt auf die zu (5)
aquivalente Ungleichung

f g P 1/p
</X <Al/” + BY/p * Al + Bl/p) dﬂ) =1

Prof. Dr. Helge Glckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Nach Ersetzen von f durch f /(AP + BY/P) und g durch
g/(AYP + B1/P) diirfen wir also annehmen, dass AY/P + B1/P = 1.
Anwendung der Holderschen Ungleichung liefert

/Xf(f+g)P1 du < (/X fP du> . </X(f—|—g)q(p1)d,u) e
(6)

mit g :=1/(1 —1/p). Analog ist

/Xg(f+g)”1 du < </Xg” du) v </X(f+g)"(p1)du>l/q,
(7)

wobei g(p — 1) = p. Fiir alle a, b € [0, 0] ist a + b kleiner gleich
dem Maximum von 2a und 2b, folglich (a + b)P kleiner gleich dem
Maximum von (2a)P und (2b)P, folglich
(a+ b)P < 2PaP +2PpP.
Also ist
C ::/(f+g)pdu§2pA+2”B < 00;
X
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zudem gilt C > A > 0. Addition von (6) und (7) liefert
¢ = [(Frar+er
X

1/q
(AY/P + BY/P) (/ (f + g)pd,u> = cl/a.
—_— X

IN

Also ist C1/P = C1=1/a <1 = AP 4 B1/P d.h. (5) gilt. O
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§7 LP-Raume

Es sei (X, S, 1) ein MaBraum und p € [1, 0o[. Gegeben eine
messbare Funktion 7: X — K sei

1l = ( / |f(x)Pdu(x))1/p.

Es sei £P(X, ) die Menge aller messbaren Funktionen f: X — K
derart, dass ||f||zr < co. Offenbar ist 0 € LP(X, ). Nach der
Minkowskischen Ungleichung ist

If +&llce < Ifllce + llgllice < o0

fir alle f, g € LP(X, ) und somit f + g € LP(X, u). Zudem ist
firzeK

1/p
l2f oo = ( / |zP\f(x)\Pdu(x>) — 12| Ifller < oo,

also zf € LP(X, p). Wir haben gezeigt:
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LP(X, 1) ist ein Untervektorraum des Vektorraums KX aller
Funktionen f: X — K und || - ||z0: £P(X, p) — [0, o0 ist eine
Halbnorm.

Halbnormen sind wie folgt definiert:

Definition 7.2

Es sei E ein K-Vektorraum. Eine Abbildung g: E — [0, oo heiBt
Halbnorm auf E, wenn gilt:

(a) (Positive Homogenitat) Es ist g(zx) = |z|g(x) fiir alle z € K
und x € E;

(b) (Subadditivitat) Es ist g(x +y) < q(x) + q(y) fiir alle
x,y € E.

Dann ist g(0) = q(0-0) = |0|g(0) = 0g(0) = 0. Im Gegensatz zu
einer Norm braucht aus g(x) = 0 jedoch nicht x = 0 zu folgen.
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Lemma 7.3

Ist g: E — [0, oo eine Halbnorm auf einem Vektorraum E, so ist

Ng := g~ ({0})

ein Untervektorraum von E. Sei E; := E/Ng = {x+ Ng: x € E}
der Faktorraum/Quotientenvektorraum. Dann ist die Abbildung

|- llg: Eg = [0,00[, x+ Ng+ q(x)

wohldefiniert und eine Norm auf E,.

Beweis. Wegen q(0) =0 ist 0 € N,. Fiir x € Ng und z € K ist
q(zx) = |z|q(x) = 0, also zx € Ng. Weiter folgt fiir x,y € Ng aus

0<gq(x+y)<q(x)+qly)=0,

dass g(x +y) =0, also x + y € Ng. Also ist N ein
Untervektorraum von E.
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Sind x,y € Eund x + Ng =y + Ng, so ist x — y € Ng, somit

g(x)=qly + (x—y)) < aly) + a(x —y) < q(y)
=0

und analog q(y) < g(x), also g(x) = q(y). Somit ist || - ||q
wohldefiniert. Kiirzen wir ab

[x] := x + N,
0 ist
IX1+llq = llx+ylllq = alx+y) < a(x)+aly) = [IX]llq+1y]llq
und fiir z € K

1zIx]llq = ll[zx1llq = a(2x) = |z[q(x) = |z[[[[x][l4-

Zudem ist 0 = ||[x]||q¢ = g(x) genau dann, wenn x € Ng, also
[x] =0in E/Ng. Also ist || - |4 eine Norm. O
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Beispiel 7.4

N :={f € LP(X,p): ||f||ze = 0} ist die Menge aller messbaren
Funktionen f: X — K derart, dass

/ |F()[P du(x) = 0,
X

also f(x) = 0 fiir p-fast alle x € X (also auBerhalb einer messbaren
Menge vom MaB Null). Es gilt

f+N=g+N

genau dann, wenn f — g € N, also f(x) = g(x) fiir u-fast alle
x € X. Somit ist
[fl==Ff+N

die Menge aller messbaren Funktionen g: X — K, die fast iiberall
mit f lbereinstimmen.
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Nach Lemma 7.3 ist
LP(X, ) == LP(X, ) /N

ein normierter Raum mit der Norm

- llee: LP(X, ) = 0,00, [F] = [[[Fl]er = [l -

Fiir jeden MaBraum (X, S, i) und jedes p € [1, o0] ist
(LP(X, ), |l - |lee) ein Banachraum.

Beweis. Sei (f,)nen eine Folge in £P(X, p) derart, dass

€= Y lAllle < oo
n=1

wir zeigen, dass die Reihe Y07 [fp] in LP(X, 1) konvergiert.
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Es gilt

> I
k=1

< Mdllee =D Al < €
e k=1 k=1
und somit

n p n P
cP > || > = < |f(X)|> dp(x)
— |f(X)\> dpu(x) (1)
/)((; i [

fiir n — oo, unter Benutzung des Satzes iiber monotone
Konvergenz. Also ist

D If(x)] < o0 (2)
k=1

fiir fast alle x € X, etwa auBerhalb der Menge A € S vom MaB
1(A) = 0. Indem wir jedes f, auf A durch O ersetzen, was [f,]
unverdndert |asst, diirfen wir annehmen, dass (2) fiir alle x € X
gilt, also f(x) := Y72, fi(x) absolut konvergiert.
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Dann ist |f(x)] <> %2 [fk(x)|, also

(1Fllc2)” = [ 1717 it /(Z\fk )du(X)SC”<oo,

somit f € LP(X, uu). Dann gilt (f(x) — > }_; f(x))? — 0
> %)

punktweise fiir n — oo und
P oo P
< ( > lfk(x)l>
k=n+1 k=n+1

n P
— Y fulx)
k=1
00 P
(Z !fk(x)!> =: g(x)
k=1

wobei [y g(x) du(x) < CP < oo nach (1). Also gilt

(e o) oo

fiir n — oo nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz, mit der
integrierbaren Majorante g. Folglich ist [f] = Y72 {f].

IN

n

[F1 =) _[f]

k=1

Prof. Dr. Helge Glckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Bemerkung 7.6

Konvergiert in LP(X, 1) eine Folge ([f])nen gegen ein
[f] € LP(X, 1), so gibt es eine Teilfolge (f5, )ken, die punktweise
fast liberall gegen f konvergiert.

Wir finden namlich ny < ny < --- derart, dass fiir alle k € N
1
H[fnk+1] - [fnk]H[_p < ?

und somit 7, ||[fa, ., — fa]llLe < 00. Nach dem Vorigen gibt es
eine Menge A € S mit u(A) = 0 derart, dass

o0

Z(fnk+1 (X) - fnk (X))

k=1
fiir all x € X'\ A konvergiert, etwa gegen h(x), und

n!inooz[f"“l - fnk] = [h]
k=1

in LP(X, 1) wenn wir noch h(x) := 0 setzen fiir x € A.
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Es ist aber 7" 1[foe.y — fa] = [famia] — [fan], SO dass also
[A] = [f] = [faal]-

Also gibt es eine Menge B € S mit u(B) = 0 derart, dass
h(x) = f(x) — fa(x) fiir alle x € X'\ B. Fiir alle x € X \ (AU B)
gilt dann

Fri (X) = oy (X) = Ty (%) + oy (%) = h(x) + o (x) = F ().
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Fiir eine messbare Funktion f: X — [0, oo] definieren wir ihr
essentielles Supremum als

esssup,(f) := inf{|[f[x\allc: A € S mit u(A) = 0}.
Fiir eine messbare Funktion f: X — K sei

[fllzo := esssup,, |f].

Wir schreiben £>°(X, 1) fiir die Menge aller messbaren Funktionen
f: X — K derart, dass ||f]|z~ < 0.

L2(X, i) ist ein Untervektorraum von KX und
|| [|goe s L(X, ) = [0,00[, f > ||f||zee ist eine Halbnorm.

Die folgende Beobachtung ist niitzlich:
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Bemerkung 7.8

Gegeben eine messbare Funktion f: X — [0, co] gibt es eine
messbare Menge A C X mit u(A) = 0 derart, dass

esssup,,(f) = |[flx\alloo- (3)

Dann gilt esssup,(f) = ||f|x\sll fiir jedes B € S mit A C B und
n(B) = 0.

Die Aussage ist klar, wenn esssup,,(f) = co und somit
[flx\alleo = oo fiir alle A € S mit u(A) = 0. Ist esssup,,(f) < oo,
finden wir Mengen A, € S mit u(A,) =0 und

v

1
1£1x\4,loo < esssup,,(f) + =

fiir alle n € N. Sei A := |J,cry An; dann ist p(A) = 0 und

1
[flx\allco = esssup,(f) = [[fx\a,lloo — -2 [flx\alloo — -

fiir jedes n € N, somit esssup,(f) = [|f]x\allc-
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Ist B € S mit u(B) =0 gilt AC B fiir ein A mit (3), so ist

1f1x\8llcc > esssup,(f) = [[f|x\allc > [If]x\8llc
und folglich [|f]x\g|lc = esssup,(f). O
Beweis von Lemma 7.7. Es ist ||0[| e~ = esssup,(0) = 0 und

somit 0 € £°°(X, ). Sind f,g € L>°(X, u), so wahlen wir
A, C € S mit p(A) = u(C) =0 und

[fllzee = IfIx\allc und lgllze = llglx\clloo-
Mit B := AU C ist dann

|f +gllce = esssup,|f +g| <[(f+g)lx\8lx
1f1x\8lle + [lg]x\8llco
= esssup,, |f| +esssup, [g] = [|f[lc= + [lgllce < 00

IN

insbesondere also f + g € £L>°(X, u). Wir wissen schon, dass
10f ]| zoe = [|Of| o = 0 = |O] [[ ]|z
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Weiter gilt fiir 0 # z € K
[|2f[| coo = esssup,, |zf| < [|(zF)[x\alloo = |2] [If[x\alloo = |2] [IF]lzee < o
also zf € L>(X, ). Da ebenso

1
[Fllzee = (1/2)2f ||z < mllzfllc%

folgt ||zf||coo > |z|||f||cee und somit ||zf||ze = |z|||f||zee. O
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Nach dem Vorigen ist N := {f € L>(X,u): ||f|z = 0} ein
Untervektorraum von £>(X, 1) und
L(X, p) == LZ(X, ) /N

ein normierter Raum mit der durch ||[f]|[1 = ||f]||zeo flr
[f] :=f + N € L>=(X, i) gegebenen Norm.

Man beachte, dass eine messbare Funktion f: X — K genau dann
in N ist, wenn f fast iiberall verschwindet (denn esssup,, |f| =0
gilt genau dann, also f|x\4 = O fiir ein A € S mit u(A) =0).

Also gilt f + N = g + N genau dann, wenn f(x) = g(x) fiir fast
alle x € X.

Fiir jeden MaBraum (X, S, u) ist (L>(X, w), || - ||zo<) ein
Banachraum. Fiir jede konvergente Folge ([fs])nen in Lo°(X, 1)
mit Limes [f] existiert eine Teilfolge (f,, Jken derart, dass f,, (x) fiir
k — oo gegen f(x) konvergiert fiir fast alle x € X.

Beweis. Wir beweisen die Vollstandigkeit; die Aussage iiber
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Teilfolgen wird in der Ubung nachgewiesen. Seien f, € £L>(X, 1)
derart, dass > 2, ||[fn]||e < oc. Fiir jedes n € N existiert ein
An € S mit u(A,) = 0 derart, dass

[fallee = lIf1x\A, lloo-
Dann ist B := (J,cyAn € S eine Menge vom MaB y(B) = 0 und

(Vn € N) [[[fa]lle = fallco = fx\8 oo
folglich

D falxvglloe = > Il < oo
n=1 n=1

Die Reihe > 72, fu]x\g ist also absolut konvergent im Banachraum
(£>°(X \ B),| - |loo) und somit konvergent gegen ein

h € (X \ B). Als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen
ist h messbar und somit auch

h(x) wenn x € X\ B;

fe X =K, XH{ 0 wenn x € B.

Weiter ist [|f|| oo < [[f]x\8llcc = [|hlloc < 00, also f € L>(X, u).
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SchlieBlich gilt

[f1 - If
k=1

fir n — oo, es ist also [f] = > 2 [fs] in L°(X, p). O

flx\8 — Z flx\gl| — 0

k=1

<

Lo 00
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§8 Separabilitat

Definition 8.1

Eine Teilmenge D eines topologischen Raums X heiBt dicht, wenn
X = D (Abschluss) ist, d.h. fiir jede nicht-leere offene Teilmenge
UCXistUND #10.

Bemerkung 8.2

Ist X ein metrischer Raum, so ist D C X genau dann dicht, wenn
fiir jedes x € X eine Folge (xn)nen in D existiert mit

x = lim x,.
n—oo

Definition 8.3

Ein topologischer Raum heiBt separabel, wenn er eine abzihlbare
dichte Teilmenge besitzt.
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Zum Beispiel ist R separabel, da Q in R dicht ist, Ebenso ist Q" in
R" dicht, also R" separabel. Verwandter Begriff:

Definition 8.4

Eine Menge B von offenen Teilmengen eines topologischen
Raums X wird Basis (der Topologie) genannt, wenn jede offene
Menge eine Vereinigung von Mengen aus B ist.

Fiir jedes offene Menge U C X gibt es also eine Familie (V})jcy
von Mengen V; € B mit U = J;, V;.

Beispiele 8.5

(a) Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist die Menge

{Br(x): x € X, r > 0} eine Basis der Topologie auf X. Auch
{Bi/k(x): x € X, k € N} ist eine Basis.

(b) Es ist {]a, b[: a, b € Q mit a < b} eine abzahlbare Basis der
Topologie auf R.

(c) {By/k(x): x € Q", k € N} ist eine abzdhlbare Basis der
Topologie auf R".
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Satz 8.6

Ein metrischer Raum (X, d) ist genau dann separabel, wenn seine
Topologie eine abzahlbare Basis besitzt.

Beweis. Ist D C X eine abzidhlbare dichte Teilmenge, so ist
B:={By(x): x€ D,k € N}

eine abzdhlbare Menge offener Teilmengen von X. Ist U C X eine
offene Teilmenge, so existiert fiir jedes y € U ein k(y) € N mit
Bs/k(y)(y) € U. Da D dicht ist, existiert ein

x(y) € DN Byjigy)(y)-

Dann ist y € By /k(y)(x(y)) und

d(z,y) < d(z,x(y))+d(x(y),y) < 2/k(y) fiir alle z € By i(y)(x(y)),
also By (y)(x(¥)) € Bayk(y)(y) € U. Folglich ist

U C Uyeu Bijk(y)(x(y)) € U und Gleichheit folgt; B ist eine

Basis.
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Existiere umgekehrt eine abzdhlbare Basis . Dann ist auch
B\ {0} eine Basis und wir diirfen annehmen, dass V' # {) fir alle
V € B. Fiir jedes V € B wahlen wir ein Element xy € V. Dann ist

D:={xy: V€ B}

eine abzdhlbare Teilmenge von X. Diese ist dicht, denn ist U C X
eine nicht-leere offene Teilmenge, so ist diese eine Vereinigung von
Mengen aus BB und somit existiert ein V € B mit V C U. Dann ist

xy e VCU

und somit DN U # (), also D dicht in X. I
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Hat ein topologischer Raum X eine abzadhlbare Basis der
Topologie, so auch jede Teilmenge Y C X, versehen mit der
induzierten Topologie.

Beweis. Ist B eine abzidhlbare Basis der Topologie auf X, so ist
By ={vnY:VehB}

eine abzdhlbare Menge offener Teilmengen von Y. Diese ist eine
Basis der Topologie auf Y, denn ist W offen in Y, so gibt es eine
offene Teilmenge U C X mit W = UN Y. Es gibt eine Familie
(Vj)jes von Mengen V; € B mit U = U V.

Jjed
Dannist V;NY € By und

W=uny=[{JV|nYy=WnY)
jed Jjed

eine Vereinigung von Mengen aus By. [J
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Folgerung 8.8

Ist (X, d) ein separabler metrischer Raum, so ist auch jede
Teilmenge Y C X separabel.

Beweis. X hat nach Satz 8.6 eine abzihlbare Basis. Nach Satz 8.7
hat Y eine abzdhlbare Basis und ist also nach Satz 8.6 separabel. [J

Bemerkung 8.9

Sind (X, dx) und (Y, dy) separable metrische Raume, so ist auch
X X Y separabel, wenn wir die Maximummetrik d benutzen, die
durch

d((x1,y1), (x2,y2)) := max{dx(x1,x2), dy(y1,y2)}

gegeben ist (Ubung).

v

Auch das Produkt zweier separabler topologischer Raume ist separabel in
der Produkttopologie (die wir noch kennenlernen werden).
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Definition 8.10

Sei (E, || -]|) ein normierter Raum iiber K € {R, C}. Eine Teilmenge
M C E heiBt total, wenn ihr Spann spang (M) in E dicht ist.

Satz 8.11

Ein normierter Raum (E, || - ||) ist genau dann separabel, wenn er
eine abzdhlbare totale Teilmenge enthalt.

| A,

A,

Beweis. Ist D C E eine abzihlbare dichte Teilmenge, so ist
spang (D) D D ebenfalls dicht, also D total.

Ist M = {xx: k € N} eine abzdhlbare totale Teilmenge von E, so
betrachten wir im Fall K = R fiir n € N die abzdhlbare Menge

Ani=Qxg + -+ + Qx,.

D::UA,,

neN
abzahlbar. Gegeben t := (t1,...,t,) € R" gibt es

gk = (q1.ks - - Gnk) € Q" fiir k € N mit g — t fiir k = oc.

Dann ist auch
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Dann gilt
tix1 4+ + taxa = lim (quix1 + -+ + gniXn) € An C D,
k—o00
also spang(xi, ..., xs) C D. Es folgt spang(M) C D und somit
D = E, da spang(M) dicht angenommen ist.
Im Falle K = C ersetze man im Vorigen Q durch Q + iQ. OJ

Der normierte Raum ¢p ist separabel. Weiter ist ¢P separabel fiir
alle p € [1,00].

Beweis. Sei M := {e: k € N} die Menge der
Standard-Einheitsvektoren. Fiir jedes x = (x»)nen € ¢p ist nach
Bemerkung 5.2
oo
X = kZ_IXkek = n||_>mooxkek € spang M,
also M total in ¢g. Da M abzahlbar ist, ist ¢y nach Satz 8.11
separabel. Analog ist /P separabel. [J
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£°° ist nicht separabel.

Beweis. Auf der Teilmenge {0, 1} induziert £> die diskrete
Topologie (d.h. jede Teilmenge U C {0,1}" ist relativ offen), da
alle einpunktigen Teilmengen offen sind. In der Tat ist fiir jedes
X = (Xn)nEN € {07 1}N

{y = (¥n)nen € {0, 1}N: ly — xllo <1} ={x},

da die vorige Bedingung |y, — xn| < 1 erfordert und somit y, = x,,
da y, — x, € {—1,0,1}. Fiir jede Basis der Topologie von {0, 1}
muss daher

{x} eB

gelten fiir jedes x € {0,1}" und somit ist B (wie {0, 1})
iiberabzahlbar. Nach Satz 8.7 kann also auch ¢°° keine abz&hlbare
Basis der Topologie besitzen. Nach Satz 8.6 ist also £°° nicht
separabel. [
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Gegeben einen normierten Raum (E, || - ||) versehen wir
L(E) := L(E, E) mit der Operatornorm.

Folgerung 8.14

Fiir jedes p € [1, 00] ist L£(¢P) nicht separabel. Auch L£(¢p) ist nicht
separabel.

Beweis. Die Abbildung a: £>° — L(¢P), x — my, welche
x = (Xn)nen € £>° auf den Multiplikationsoperator

my: P — Ep, (yn)neN — (Xn}/n)nEN

abbildet, ist eine lineare Isometrie. Als Abbildung von £°° nach
a(f°) ist « ein isometrischer Isomorphismus und somit ein
Homdéomorphismus. Ware der metrische Raum L(¢P) separabel, so
auch die Teilmenge «(¢°°) und somit auch ¢°°, im Widerspruch zu
Satz 8.13. Der Beweis fiir ¢y ist analog (Details: Ubung). O
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§9 Der Bairesche Kategoriensatz

Der Bairesche Kategoriensatz ist ein Satz iiber vollstandige
metrische Raume. Er ist ein wichtiges Hilfsmittel der
Funktionalanalysis.

Ist X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge, so

schreiben wir A° fiir das Innere von A (die Vereinigung aller
offenen Teilmengen U C X mit U C A).

Satz 9.1 (Bairescher Kategoriensatz)
Es sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum mit X # (). Gilt

X = U A,
neN

mit abgeschlossenen Teilmengen A, C X, so existiert ein n € N
derart, dass A2 # (.

Eine der Mengen A, hat also einen “inneren Punkt”, d.h. einen
Punkt im Inneren Ag.
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Beweis. Wire die Schlussfolgerung falsch, so wire A% = () fiir
jedes n € N, somit insbesondere A, # X und folglich

Vo= X\ A,

eine offene, nicht leere Teilmenge von X. Per Voraussetzung ist

N Vo= (NX\A) =X\ A =X\X=0. (1)

neN neN neN

Da A% = (), wire fiir jede nicht-leere offene Teilmenge U C X diese
nicht in A, enthalten und somit UN (X '\ A,) # 0, d.h.

(Vn € N) (VU # Qoffen) UnNV, # 0. (2)
Sei x; € V;. Es gibt ein k; € N derart, dass

Bk (x1) € VA
Nach (2) existiert ein
Xy € Bl/kl(Xl) N Vs.

Da die rechte Seite offen ist, existiert ein ko > ki mit
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B1/k,(x2) € By, (x1) N Va.
Rekursiv finden wir fiir n € N Elemente xi, xo, ..., x, von X und
natiirliche Zahlen k; < ky < --- < k,, derart, dass

Xm € Bl/km_l(xmfl) N Vn

und B1/kp(Xm) € Bi/ky 1 (Xm=1) N Vim

fir alle m € {2,...,n}. In der Tat: Sind x1,...,x, und ki,..., k,
gefunden, so existiert nach (2) ein

Xn+1 € Bk, (xn) N Vi1,
da die rechte Seite offen ist, gibt es ein k11 > k, derart, dass
§1/kn+1 (Xnt1) C Bl/k,,(xn) N Vi1
Dann gilt = -
8! Bi/i(x1) 2 Byjip(x2) 2 -+
und somit nach dem Schachtelungsprinzip

M= m Bk (Xm) # 0.
mcN

Prof. Dr. Helge Glckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Jedoch ist By, (xm) € Vi, somit

M C ﬂ V..
meN

Da M # (), widerspricht dies (1). O

Bemerkung. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge

M C X heiBt nirgends dicht, wenn ihr Abschluss keine inneren
Punkte besitzt, (M)° = (). Baires Terminologie: Eine Teilmenge
M C X heiBt von erster Kategorie, wenn sie eine abzihlbare
Vereinigung nirgends dichter Mengen ist. Andernfalls heift M von
zweiter Kategorie. Der Bairesche Kategoriensatz besagt also:

Jeder vollstiandige metrische Raum X # () ist von zweiter Kategorie
(als Teilmenge von sich selbst).
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§10 Grundtatsachen iiber konvexe Mengen

Konvexe Mengen spielen oft eine wichtige Rolle. Wir halten die
bendtigten Grundbegriffe fest und einige elementare Fakten.
Definition 10.1

Sei E ein reeller oder komplexer Vektorraum und C C E eine
Teilmenge.

(a) C heiBt konvex, wenn fiir alle x,y € C auch ihre
Verbindungsstrecke in C enthalten ist, also

1-t)x+ty=x+tly—x)eC

fiir alle ¢ € [0, 1].

(b) C heiBt symmetrisch, wenn C = —C, wobei
—C:={—x:x¢€ C}.

Kugeln BE(0) und Ef(O) um 0 in einem normierten Raum
(E,]| - ||) sind konvex und symmetrisch.
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Lemma 10.2
Es sei E ein reeller oder komplexer Vektorraum.

(a) Ist C C E konvex und symmetrisch, so gilt [-1,1]C C C, also
(Vvte[-1,1]) (vx e C) txe C. (1)

(b) Ist (Cj)jey eine Familie konvexer Teilmengen von E mit J # (),

so ist auch (7)., C; konvex.

(c) Ist (Cj)jey eine Familie symmetrischer Teilmengen von E mit
J # 0, so ist auch ;; G symmetrisch.

Sei nun «: E — F eine lineare Abbildung.

(d) Ist C C E konvex, so ist a(C) C F konvex. Ist C C E
symmetrisch, so ist a(C) C F symmetrisch.

(e) Ist C C F konvex, so ist a=*(C) C E konvex. Ist C C F
symmetrisch, so ist a~1(C) C E symmetrisch.

(f) Ist C C E konvex, so auch z+ C fiir alle z € E.
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Beweis. (a) Der Fall C = () ist trivial. Existiere nun ein x € C.
Dann ist —x € C und somit

1 1
0= §x+§(—x) e C.

Weiter gilt dann fiir alle x € C und t € [0, 1]
tx=(1—-t)0+txe C

und zudem (—t)x = t(—x) € C.
(f) Fiir alle x,y € C und t € [0,1] ist

(z+x)+t((z+y)—(z4+x)=z+x+t(y —x) € z+ C,

da x + t(y — x) € C. Also ist z+ C konvex.
(a)-(e): Ubung. O
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Lemma 10.3
Es sei (E, | - ||g) ein normierter Raum. Dann gilt:

(a) Ist C C E eine konvexe Menge, so ist auch der Abschluss C
konvex.

(b) Ist C C E eine konvexe Menge, so gilt
x+tly—x)eC®

fiir alle x € C, y € C% und t €]0,1]. Insb. ist C° konvex.

(c) Ist C C E symmetrisch, so auch C und C°.

Beweis. (a) Seien x,y € C. Dann gilt
x= lim x, und y= lim y,
n—o0 n—oo
fiir Folgen von Elementen x,,y, € C. Fiir t € [0,1] ist dann
(I—t)xp+tyae C

und mit n — oo erhalten wir (1 —t)x + ty € C.
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(b) Die Abbildungen
ht: E—E, v—tv

und
Ta—t)x: E—=E, v (1—t)x+v

sind Hom&omorphismen. Also ist
(1= )+ £C% = (r_ gy © he)(CO)

eine offene Teilmenge von E. Da diese in C enthalten ist, ist sie im
Innern C° enthalten:

(1—t)x+tC%c CO.

(c) Ubung. O
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Lemma 10.4 (Spezieller — in Vorlesung tibersprungen!)

Ist (E,|| - ||) ein normierter Raum und C C E konvex. Dann gilt:

(a) Ist CO # ), so ist CO dicht in C und somit dicht im Abschluss
von C, also CO—T.

(b) Ist C° # (), so stimmt C° mit dem Inneren des Abschlusses
iiberein, C® = (C)°.

Beweis. (a) Ist y € C% und x € C, so ist
(1—1/n)x+ (1/n)y € C° nach Lemma 10.3 (b) und diese Punkte
konvergieren gegen x fiir n — oo. Also ist y € CO.

(b) Die Inklusion “C" folgt aus C C C. Gibe es ein x € (C)°\ C°,
so diirfen wir nach Ersetzen von C durch C — x annehmen, dass
x = 0. Es gibt ein ¢ > 0 mit B-(0) C (C)°. Da C%in C dicht ist,
ist U := C°N B.(0) # (). Dann ist —U eine offene Teilmenge von
—B.(0) = B:(0) C (C)°. Da C° dicht ist in C, existiert ein

y € C°N(—U). Dannist —y € U C CY, also

x=0=(1/2)y + (1/2)(—y) € C° Widerspruch. [
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§11 Prinzip der gleichmaBigen Beschranktheit

Satz 11.1 (Satz von Banach-Steinhaus)

Es sei (E, || - ||g) ein Banachraum, (F,| - ||F) ein normierter Raum
und M C L(E, F) eine Menge stetiger linearer Abbildungen derart,
dass
(Vx € E)  sup ||a(x)||F < oo. (1)
aeM

Dann gilt

sup [lallop < oo. (2)

aeM

Bemerkung 11.2

Gilt (1), so nennt man die Menge M C L(E, B) von Operatoren
punktweise beschrinkt. Gilt (2), so nennt man M gleichméBig
beschrankt. Der Satz von Banach-Steinhaus besagt also, dass jede
punktweise beschrankte Menge stetiger linearer Operatoren auf
einem Banachraum gleichmaBig beschrankt ist. Er wird auch das
Prinzip der gleichmaBigen Beschranktheit genannt.
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Bemerkung 11.3

Wir werden spater sehen, dass eine Teilmenge M C L(E, F) genau
dann gleichmaBig beschrankt ist, wenn M in geeignetem Sinne
“gleichgradig stetig” ist.

Beweis von Satz 11.1. Fiir jedes n € N ist die Menge

Apni={xe€ E: Vae M) |ax)|r<n}= ﬂ a_l(Eg(O))

aeM

konvex und symmetrisch und abgeschlossen. Fiir jedes x € E gibt
es wegen (1) ein n € N mit sup{||a(x)||r: o € M} < n, also
x € Ap. Somit ist

" E=] A

neN
Nach dem Baireschen Kategoriensatz existiert ein n € N mit
AY £ (). Da das Innere A2 konvex und symmetrisch ist, ist 0 € A2
Es existiert also ein ¢ > 0 derart, dass
BE(0) c A2

Fiir alle « € M gilt somit
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folglich
o(Bi(0) = a((1/e)B(0)) = (1/2)a(BL(0))
C (1/2)B ’;(0)= B,,.(0).

Fiir jedes o € M ist also ||a(x)||r < n/e fiir alle x € E mit
Ix|][e < 1 und folglich af|op < n/e. O
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Folgerung 11.4

Es sei (E,| - ||g) ein Banachraum, (F,| - ||F) ein normierter Raum
und (ap)nen eine Folge stetiger linearer Abbildungen a,: E — F,
welche punktweise gegen eine Funktion av: E — F konvergiert, also

(Vx € E) lim ap(x) = a(x) in F.

n—oo

Dann ist a: E — F linear und stetig.

4

Beweis. Die Linearitat ist klar: Fiir x,y € E und A\, u € K folgt aus
an()‘x + My) = )\Ctn(X) + Man()/)

fiir n — oo, dass a(Ax + py) = Aa(x) + pa(y).
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Sei M := {«a,: n € N}. Fiir jedes x € E ist (ap(x))nen eine
konvergente Folge in F und somit eine beschrankte Folge; also ist

sup [|an(x)[F < oo.
neN

Die Menge M ist also punktweise beschrankt und somit nach dem
Satz von Banach-Steinhaus auch gleichmaBig beschrankt, also

L :=sup |lapllop < o0.
neN

Fiir alle x € E mit ||x||g < 1 gilt
lan()lF < llenlloplixlle < L
und somit per Grenziibergang n — oo auch
le(x)|[F < L.

Bildung des Supremums iiber alle x liefert ||a||op < L. Insbesondere
ist die lineare Abbildung « stetig. [J
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§12 Satz von der offenen Abbildung

Wir lernen nun ein zweites wichtiges Grundprinzip der
Funktionalanalysis kennen, das auf dem Baireschen Kategoriensatz
beruht, den Satz von der offenen Abbildung (kurz auch
“Offenheitssatz”).

Definition 12.1

Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Raumen heiBt
offene Abbildung, wenn f(U) in Y offen ist fiir jede offene
Teilmenge U C X.

Ist f(A) abgeschlossen in Y fiir jede abgeschlossene Teilmenge
A C X, so wird f eine abgeschlossene Abbildung genannt.

Satz 12.2 (Satz von der offenen Abbildung)

Es seien (E, || - ||g) und (F,| - ||r) Banachrdume. Dann ist jede
surjektive, stetige lineare Abbildung o.: E — F eine offene
Abbildung.
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Beweis. Es geniigt, zu zeigen, dass o(BE(0)) eine Nullumgebung
in F ist fiir jedes € > 0. Ist ndmlich U C E eine offene Menge und
y € a(U), etwa y = a(x) mit x € U, so gibt es ein € > 0 mit
BE(x) C U; dann ist

a(BE(x)) = a(x + BZ(0)) = a(x) + a(BE(0))
eine Umgebung von a(x) in F und wegen a(U) 2 a(BE(x)) also
a(U) eine Umgebung von y = a(x). Da y € a(U) beliebig war, ist
a(U) offen.
Es geniigt, zu zeigen, dass a(BE(0)) eine Nullumgebung in F ist.
Dann ist fiir jedes € > 0 auch

o(BE(0)) = a(=BF (0)) = za(BE(0))

eine Nullumgebung (da die Abbildung h.: F — F, y — ey ein
Homdomorphismus ist mit h-(0) = 0).
Aus E = ey BE(0) = U,.en nBE (0) folgt

F=aE)= U na(Bf (0)),

neN
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so dass erst recht F = |J,cn no(BE(0)). Nach dem Baireschen
Kategoriensatz existiert ein n € N derart dass

na(BE(0))” #0.

Da hj, ein Hom&omorphismus ist, ist die linke Seite gleich
———0
ha(c(BE(0)) ') und somit
——0
o(BE(0))” #0.
Nun ist a(BE(0)) konvex und symmetrisch, also auch der

Abschluss dieser Menge und sein Inneres (siehe Lemma 10.3 und
Lemma 10.2(a)); folglich ist

——0
0c a(BlE(O)) .
Es existiert also ein r > 0 derart, dass
BF(0) € a(BE(0)). (1)
Wir zeigen nun, dass

B/2(0) € a(B1 (0)), (2)
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was den Beweis beendet. Anwenden von hy-» auf (1) zeigt, dass
B2(0) € a(BE.,(0))
fiir jedes n € N; da das Bild im Abschluss dicht ist, gilt inbesondere
(Vz € B50(0)) (3x € By n(0)) |z — a(x)llr < r/2" (3)

Gegeben y € BrF/Z(O) finden wir also ein x; € BlE/2(O) derart, dass
ly — a(x1)llF < r/4. Rekursiv finden wir x, € B ,(0) derart, dass

ly = alxa) = = alx)|lF < r/25* (4)
Sind namlich xq, ..., x,—1 schon gefunden, so kénnen wir (3) mit
z:=y—a(x)— - —a(xp-1) € BrF/2,,(0) anwenden und setzen

xp 1= x fiir das dort beschriebene x € Bf ,(0). Wegen

Ixclle < 27K ist dann
o
S = Zxk
k=1

in E absolut konvergent (wegen der Vollstandigkeit also
konvergent) und ||s||g < 0% IIxklle < 35,27k =1, also
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s € BE(0). Weiter gilt

Iy —a(s)llr = tim |y S ae)| =0

n—00 £
J=1 F

wegen (4) und somit y = a(s). O

Folgerung 12.3

Sind (E, || - ||g) und (F,| - ||F) Banachrdume und ist eine stetige
lineare Abbildung a: E — F bijektiv, so ist a=: F — E stetig.

Beweis. Nach dem Offenheitssatz ist « eine offene Abbildung. Fiir
jede offene Teilmenge U C E ist also «(U) in F offen. Da a(U)
gleich dem Urbild (a=1)~1(U) von U unter der

Umbkehrabbildung a =% ist, ist a1 stetig. [
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Definition 12.4

Es sei (E, | - ||g) ein normierter Raum. Ein Untervektorraum
F C E heiBt komplementierter Untervektorraum des normierten
Raums (E, || - ||), wenn es einen Untervektorraum C C E gibt,

welcher die stetige lineare Abbildung
a: FxC—E, (x,y)—x+y
zu einem topologischen Isomorphismus macht. Wir schreiben dann
E=FpC
und nennen C einen (topologisch) komplementaren
Untervektorraum zu F (oder auch: ein topologisches Komplement).

Hierbei versehen wir F x C mit der durch
16, v)Il == max{[ix||e. llylle} gegebenen Norm; da

la(y)lle = lIx +ylle < lixlle + llylle < 2[(x, ¥)Il,

ist die lineare Abbildung o immer stetig mit ||/|op < 2.
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Bemerkung 12.5

(a) Aus der linearen Algebra ist bekannt: a: F x C — E ist genau

dann bijektiv (also ein Isomorphismus von Vektorrdaumen), wenn
E=F+C und FNC={0}

(dann ist also E = F @ C als Vektorraum, ohne Norm und

Topologie).

(b) Ist F ein komplementierter Untervektorraum in E, so ist F
abgeschlossen in E, denn F x {0} ist abgeschlossen in F x C und
« ist ein Homdomorphismus.!

!Die Projektion pr,: F x C — C ist stetig (linear mit Operatornorm < 1) und
F x {0} = (pr,) "' ({0}), wobei die einpunktige Menge {0} in C abgeschlossen

Ist.
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Satz 12.6
Es sei (E, | - ||g) ein Banachraum. Sind E und C abgeschlossene

Untervektorraume von E derart, dass F + C = E und
FnC={0}, soist

E=FaC

und somit F ein komplementierter Untervektorraum von E, mit
topologischem Komplement C.

Beweis. Die lineare Abbildung
a:FxC—E, (xy)—x+y

ist stetig und per Voraussetzung bijektiv. Da F und C als
abgeschlossene Untervektorraume von E Banachrdaume sind, ist
auch F x C ein Banachraum. Nach dem Offenheitssatz (bzw.
Folgerung 12.3) ist « ein topologischer Isomorphismus. [
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§13 Satz vom abgeschlossenen Graphen

Fiir eine lineare Abbildung a:: E — F zwischen K-Vektorraumen ist
graph(a) = {(x,a(x)): x € E}
ein Untervektorraum von E x F, denn (0,0) € graph(«) und

Ao a(x) + uly,aly)) = (Ax+py; Aa(x) + pa(y))
= (M4 py, o(Ax + py)))
fir alle x,y € E und A\, u € K, wobei die letzte Gleichheit auf der
Linearitat von « beruht. Sind (E, || - ||g) und (F,| - ||r) normierte
Raume und ist « stetig, so ist graph(«a) abgeschlossen in E x F
mit der Maximumnorm. Ist ndmlich (x, y) im Abschluss des
Graphen, so gibt es (xp, a(xn)) € graph(a) fiir n € N mit

n”j;o(xm a(xn)) = (x,y).

Dann gilt x, — x und folglich a(x,) — a(x) wegen der Stetigkeit
von a. Da auch a(x,) — y, ist y = a(x) und somit
(x,y) = (x,a(x)) € graph(a).
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Der Satz vom abgeschlossenen Graphen (kurz: Graphensatz)
besagt, dass im Falle von linearen Abbildungen zwischen
Banachrdumen auch die Umkehrung gilt:

Satz 13.1 (Satz vom abgeschlossenen Graphen)

Sind (E,|| - ||g) und (F,| - ||r) Banachrdume und a:: E — F eine
lineare Abbildung, deren Graph graph(«) in E x F abgeschlossen
ist, so ist « stetig.

Beweis. Als abgeschlossener Untervektorraum von E x F ist
graph(a) ein Banachraum mit der durch

[[(x, a(x)) || := max{|[x]|, [|e«(x) | }
gegebenen Norm. Diese Norm macht die Einschriankung
m1: graph(a) — E, (x,a(x)) — x

der Projektion E x F — E auf die erste Komponente zu einer
stetigen linearen Abbildung mit ||71|lop < 1, da

[m1(x, a(x))lle = [Ixlle < max{ix[le, [la(x)[[£} = [I(x, a(x))I|
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Analog ist mp: graph(a) — F, (x,a(x)) — a(x) eine stetige
lineare Abbildung mit ||m2]|op < 1. Nun ist 71 bijektiv; nach dem
Offenheitssatz (bzw. Folgerung 12.3) ist die Umkehrabbildung

(m1)71: E — graph(a), x— (x,a(x))
stetig. Folglich ist v = 7 o (1) 7! stetig. O
Beispiel 13.2

Es sei X eine Menge, E C KX ein Untervektorraum und || - || eine
Norm auf E, welche E zu einem Banachraum macht und fiir jedes
x € X die Punktauswertung

evy: E—> K, f— f(x)

zu einer stetigen linearen Abbildung. Ist g: X — X eine Abbildung
derart, dass

g'(f):=fogeE firallefe€eE,

so ist die lineare Abbildung g*: E — E automatisch stetig.
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Beweis. Nach dem Graphensatz brauchen wir nur zu zeigen, dass
graph(g*) in E x E abgeschlossen ist.

Hierzu sei (f, h) € E x E im Abschluss von graph(g*); es gibt also
fn € E fiir n € N mit (f,,g*(f,)) — (f, h) fir n — oco. Dann gilt
g*(f,) — hin E und somit fiir jedes x € X wegen der Stetigkeit
von evy

fo(g(x)) = (faog)(x) = g"(fn)(x) = evx(g™(fa)) — evx(h) = h(x).

Andererseits gilt wegen der Stetigkeit von evg(,)

fa(g(x)) = evg()(fa) = evg((f) = f(g(x)).

Also ist h(

x) = f(g(x)) fiir alle x € X, folglich h=f o g = g*(f)
und somit (f, h) =

(f,g*(f)) € graph(g*). O
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§14 Offene Abbildungen und Quotientenabbildungen

In diesem Kapitel stellen wir etwas Hintergund zu
Quotientenabbildungen und offenen Abbildungen zusammen, im
Hinblick auf normierte Raume. Am Rande kommen auch
abgeschlossene Abbildungen vor.

Lemma 14.1

Ist (X, O) ein topologischer Raum, Y eine Menge und g: X — Y
eine surjektive Abbildung, so ist

Oy ={UCY:q ' (U)ecO}

eine Topologie auf Y, welche g stetig macht.

Beweis. Wegen f~1(Y) =X € O und f1()) =0 € O sind
Y,0 € Oy. Fir U,V € Oy ist

fAUnVv)=fYU)nfiv)eo,

also UN V € Oy. Ist (U;)jecy eine Familie von Mengen U; € Oy,
so ist
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£l UUJ- :Uf*l(uj)eo,

Jjed Jjed
also UjeJ Uj € Oy. Also ist Oy eine Topologie auf Y. Da

f~1(U) € O fiir alle U € Oy, ist g stetig als Abbildung von
(X,0) nach (Y,0Oy). O

Definition 14.2

Die Topologie Oy in Lemma 14.1 wird Quotiententopologie
genannt. Ist g: X — Y eine surjektive Abbildung zwischen
topologischen Raumen derart, dass die gegebene Topologie auf Y
gleich der Quotiententopologie ist, so nennt man g eine
Quotientenabbildung.
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Bemerkung 14.3

Eine Abbildung g: X — Y zwischen topologischen Raumen ist also
genau dann eine Quotientenabbildung, wenn

(VU CY) U offenin Y < g~ 1(U) offen in X.

Durch Ubergang zu Komplementen sehen wir: g ist genau dann
eine Quotientenabbildung, wenn

(VAC Y) A abgeschlossen in Y < g~ !(A) abgeschlossen in X.

<
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Quotientenabbildungen sind unter anderem wegen des folgenden
Sachverhalts niitzlich.

Es sei g: X — Y eine Quotientenabbildung zwischen topologischen
Raumen. Ist Z ein topologischer Raum, so ist eine Abbildung
f: Y — Z genau dann stetig, wenn f o g: X — Z stetig ist.

Beweis. Ist f stetig, so auch f o q. Ist f o g stetig, so ist fiir jede
offene Teilmenge U C Z

g H(FHV) = (Foq)™H(V)

offen in X. Da q eine Quotientenabbildung ist, ist also f~1(U)
offen. Somit ist f stetig. [J
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Es sei g: X — Y eine surjektive stetige Abbildung zwischen
topologischen Raumen. Ist g eine offene Abbildung oder eine
abgeschlossene Abbildung, so ist g eine Quotientenabbildung.

Beweis. Wir zeigen die Schlussfolgerung, wenn g eine offene
Abbildung ist; um den Fall einer abgeschlossenen Abbildung zu
beweisen, ersetze man im folgenden Beweis offene durch
abgeschlossene Mengen. Sei U C Y eine Teilmenge. Ist U offen

in Y, soist g 1(U) offen in X, da g stetig ist. Ist g~*(U) offen, so
ist wegen der Surjektivitdt von g

U =q(q (V).

Da g per Annahme eine offene Abbildung ist, ist U also offen. [J
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Seien (E, || - |[g) und (F, || - ||r) normierte Raume. Eine surjektive,
stetige lineare Abbildung g: E — F ist genau dann eine
Quotientenabbildung, wenn g eine offene Abbildung ist.

Beweis. Ist g offen, so ist g nach Satz 14.5 eine
Quotientenabbildung. Ist g eine Quotientenabbildung und U C E
eine offene Menge, so ist

g M q(U)=U+ker(q)= |J (U+x)

x€ker(q)

offen als Vereinigung der offenen Mengen U + x = 7,(U) mit dem
Homdomorphismus 7y: E — E, y — x + y. Per Definition der
Quotiententopologie ist g(U) also offen in Y. O

Der Themenkreis wird in Kapitel 18 fortgesetzt!
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§15 Auswahlaxiom und Zornsches Lemma

Wir erinnern an die Begriffe partiell bzw. total geordneter Mengen.

Definition 15.1

Eine Relation < (C X x X) auf einer Menge X heiBt
Ordnungsrelation, wenn fiir alle x, y,z € X gilt:

Reflexivitat: x < x;

Antisymmetrie: x < yund y < x = x =y

Transitivitit: x <y und y <z = x < z.

Man nennt dann (X, <) eine partiell geordnete Menge. Gilt zudem
Totalitat: Fiir alle x,y € X ist x < y oder y < X,

so nennt man < eine totale Ordnung und (X, <) eine total

geordnete Menge.

Man schreibt x < y, wenn x < y und x # y. Man schreibt x > y
bzw. x > y, wenn y < x bzw. y < x.
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Beispiel 15.2

a) No und Z sind total geordnete Mengen mit n < m :&
Ik € No) m = n + k.

(
(
(b) R ist eine total geordnete Menge mit x < y &
(BteR)y — x = t2,

(c) Fiir jede Menge X ist die Potenzmenge P(X) eine geordnete
Menge mit Mengeninklusion, also < := C. Hat X mindestens zwei

verschiedene Elemente, so ist P(X) nicht total geordnet.

Beispiel 15.3

Ist (X, <) eine partiell geordnete Menge und Y C X eine
Teilmenge, so ist

<y = SO(YX Y)

eine Ordnungsrelation auf Y, die induzierte Ordnung. Gegeben
x,y € Y gilt also x <y y genau dann, wenn x < y.
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Definition 15.4

Es sei (X, <) eine partiell geordnete Menge.

(a) Eine Teilmenge I' C X heiBt Kette, wenn I in der induzierten
Ordnung total geordnet ist.

(b) Man nennt ein Element y € X eine obere Schranke fiir eine
Teilmenge M C X, wenn x < y fiir alle x € M.

(c) Ein Element y € X heiBt maximal, wenn es kein echt groBeres

gibt, also VzeX)y<z = y=z
(d) Ein Element y € X heiBt gréBtes Element, wenn x < y fiir
alle x € X.

Beispiel 15.5

Wir ordnen X := {{1},{2}} durch Mengeninklusion. Dann sind
{1} und {2} maximale Elemente von X. Ein groBtes Element in X
existiert nicht.

GroBte Elemente sind eindeutig, wenn sie existieren: Sind y und z
solche, soist y < zund z <y, also y = z.
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Bemerkung 15.6

In einer total geordneten Menge (X, <) ist ein Element y genau
dann ein groBtes, wenn es maximal ist; man nennt es dann das
Maximum von X und schreibt max X := y. Induktion zeigt: Jede
endliche, nicht leere, total geordnete Menge besitzt ein Maximum.

Definition 15.7

Eine partiell geordnete Menge (X, <) heiBt induktiv geordnet,
wenn jede Kette ' € X in X eine obere Schranke besitzt.

| A

A\

Der folgende Sachverhalt ist wesentlich fiir die Funktionalanalysis.

Satz 15.8 (Zornsches Lemma)

Jede induktiv geordnete Menge besitzt ein maximales Element.

Das Zornsche Lemma folgt aus dem Auswahlaxiom der
Mengenlehre, siche Kapitel 42 am Semesterende (und ist zu diesem
dquivalent):
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15.9 (Auswahlaxiom)
Fiir jede Familie (Xj);jcy nicht leerer Mengen X; mit J # () ist

[Ix#0.

Jjed

Es existiert also eine Familie (x;)jc; von Elementen x; € X;.

Eine endliche Teilmenge ® eines K-Vektorraums E heiBt linear
unabhingig, wenn aus } o t, - v =0 mit t, € Kstets t, =0
folgt fiir alle v € ®. Eine Teilmenge S C E heiBt linear unabhanig,
wenn jede endliche Teilmenge ® C S in E linear unabhangig ist.
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Beispiel 15.10

Jeder K-Vektorraum E besitzt eine unter Mengeninklusion
maximale linear unabhingige Teilmenge (eine Basis).

Beweis. Sei M die Menge aller linear unabhangigen Teilmengen
S C E; wir ordnen M via Mengeninklusion. Dann ist ) € M, also
M (). Sei I eine Kette in M. Ist I = (), so ist jedes Element
von M eine obere Schranke fiir I". Ist I # (), so ist

R := US
Ser

ein Element von M, denn ist ® = {x1,...,x,} eine endliche
Teilmenge von R, so ist x; € §; fiir ein S5; € ['. Da I total geordnet
ist, gibt es ein k € {1,...,n} mit

S; <S¢ firalle je{1,...,n}, also Sy = max{S1,...,S,}.

Dann ist & C S, und somit ® linear unabhingig, also auch R;
somit ist R € M. Per Konstruktion ist S C R fiir alle S €T, also
S < R, d.h. R ist eine obere Schranke fur I.
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Also ist M induktiv geordnet. Nach dem Zornschen Lemma hat M
ein maximales Element B. O

Ist B C E eine maximale linear unabhangige Teilmenge, so muss
spang(B) = E sein, denn andernfalls gibe es ein x € E \ spang(B)
und dann wére auch B U {x} linear unabhangig, also BU {x} € M
mit B < BU {x} im Widerspruch zur Maximalitdt von B. Jedes

x € E |asst sich also schreiben als Linearkombination

X:th-b
beB

mit t, € K derart, dass t, # 0 fiir nur endlich viele b € B. Wegen
der linearen Unabhingigkeit von B sind die t, eindeutig festgelegt.
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Beispiel 15.11

Fiir jede unendliche Menge X gibt es eine Menge J parweise
disjunkter, abzahlbarer unendlicher Teilmengen N C X mit

x=Jn

NeJ

Beweis. Sei M die Menge aller Mengen J von paarweise
disjunkten, abzadhlbar unendlichen Teilmengen von X. Dann ist
) € M, also M # (). Wir ordnen M durch Mengeninklusion. Sei I
eine Kette in M. Ist [ = (), so ist jedes J € M eine obere Schranke
fir I Ist T £ (), so ist
K=JJem,

Jer
denn sind Ni, Np € K mit Ny # Ny, so gibt es J1, h € T mit
Ny € Ji und Ny € Jy; dann sind Ny, Ny € max{Ji, /»} und somit
NiN Ny =0. Da J < K fiir alle J €T, ist K eine obere Schranke
fur I'. Also ist M induktiv geordnet und hat nach dem Zornschen
Lemma ein maximales Element J.

Prof. Dr. Helge Gléckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Ist
x=Un
NeJ

so sind wir fertig. Andernfalls muss

o:=x\JN

NeJ

eine endliche Menge sein, denn sonst wiirde ® eine abzahlbar
unendliche Menge A enthalten und dann wére J < JU {A} im
Widerspruch zur Maximalitdt von J. Da X eine unendliche Menge
ist, muss also J # () sein. Wir wahlen ein Ny € J und ersetzen N
durch Np U ®@: Es ist auch

J = U\ {No})U(MpU D) e M
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Folgerung 15.12

Sind X und Y Mengen und nicht beide endlich, so gilt fiir ihre
Machtigkeiten

XU Y] = max{|X], | Y]}.

Beweis. O.b.d.A. sei |X| das Maximum. Wir schreiben
X =Upey N wie in 15.11 und wihlen Bijektionen ¢pn: N — N.

Dann ist
NxJ—=X, (nN)— on(n)

eine Bijektion, also |[N x J| = | X]|. Weiter ist
IX| < XUY|<|INxX|=|NxNxJ =|NxJ =|X|,

also [ X|=|XUY| O
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Folgerung 15.13

Fiir alle Mengen X und Z gibt es eine Menge Y mit |[X| =|Y/| und
YNZ=0.

Beweis. A := X U Z U N ist eine unendliche Menge. Sei
A" :="P(A)N A und

B :=P(A)\ A=P(A)\ A.

Dann ist P(A) = A’ U B, nach 15.12 somit

[P(A)] = max{|A],|B|}. Da || < |A] < [P(A)] st [P(A)] = B
Aus |X| < |A] < |P(A)| = |B| folgt die Existenz einer injektiven
Abbildung f: X — B. Dann hat Y := f(X) die Machtigkeit von X
und ist zu Z disjunkt, da ZC Aund YNACBNA=0. O
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§16 Fortsetzungssatz von Hahn-Banach

Sei (E, || - ||g) ein normierter Raum; im folgenden Satz betrachten
wir auf einem Untervektorraum F C E die durch ||x||f := ||x]||g fur
x € F gegebene induzierte Norm || - ||: F — [0, oo].

Satz 16.1 (Satz von Hahn-Banach)

Ist (E, || - ||g) ein normierter Raum und F C E ein
Untervektorraum, so gibt es zu jedem stetigen linearen Funktional
A: F — K ein stetiges lineares Funktional A: E — K mit A = A|f
und [|Aflop = [|Alop-

Aus Alr = A folgt [|Allop > [[Allop; die Bedingung [|Aflop = [[Allop
ist also zu [|Aljop < |[A|lop dquivalent.

Wir beweisen den Satz zuerst im Fall K = R und benutzen
folgende Beobachtung:
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Lemma 16.2

Es seien J eine nicht leere Menge und aj < b; reelle Zahlen fiir
Jj € J. Genau dann ist

m[aja bJ] # 0,
Jjed

wenn .
supa;j < inf b;.
jeJ JjeJ

Beweis. Sei a :=sup{a;: j € J} € RU {00},
b:=inf{b;: j € J} € RU{—o0} und D :=(;c,[a), bj]. Gibt es
ein x € D, so ist x € [a;, bj] und somit

aJ'ﬁXSbj

fiir alle j € J, woraus a < x und x < b folgt, also a < b. Ist
umgekehrt a < b, so ist fiir jedes j € J

aj<ac< b< bj,
also a € [aj, bj]. Also ist a € D und somit D # (). O
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Satz 16.1 gilt, wenn K = R ist und F C E Kodimension 1 hat.

Also ist E/F eindimensional. Wahlen wir ein xg € E mit xg € F, so
ist E = F @ Rxp als reeller Vektorraum. Gegeben \ € F’ sind die
mogliche Fortsetzungen von A von der Form

N: E—-R, x+txg— ANx)+tafirxeF, teR

mit o € R. Wir moéchten erreichen, dass
[Aa(x + txo)| < || Mopllx + txo|| £ fiir alle x € F und t € R, also

IA(x) + ta] < [[Mlopllx + txoll (1)

fiir alle x € F und t € R. Dies ist automatisch wenn t = 0,
braucht also nur fiir t # 0 iiberpriift werden. Da %x mit x € F
dann alle x € F durchlduft, fiihrt Division von (1) durch |t| auf die
dquivalente Bedingung

IA(x) + | < ||A]lopllx + xol| £ fiir alle x € F,

also |a — (=A(x))| < [[Allopllx + xo|£, also
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a € ([ax by

xeF

mit ax := —A(x) — [[Allopl|x + Xol|g und
by := —A(x) + || Mllopllx + Xxo||g. Fiir alle x,y € F ist

AY)=A) = Ay =x) <My = )| < [[Mloplly = x[|e
[Alloplly +xolle + I Allopllx + X0l £,

IN

also
=A(x) = [[Allopllx + x0lle < =A(y) + [[Mlloplly + xoll

und folglich a, < b,. Fiir jedes x € F ist also

ay <inf{b,: y € F} =: b, folglich a :=sup{ax: x € F} < b. Nach
Lemma 16.2 existiert ein o € [, cg[ax, bx] (z.B. o :=a). [
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Beweis von Satz 16.1 wenn K = R. Es sei M die Menge aller
stetigen linearen Abbildungen p: E;, — R mit ||¢flop < [|A]lop
derart, dass E, ein Untervektorraum von E ist mit F C E,, und
p|lF = A. Wir schreiben pi1 < pip, wenn E,; C E,, ist und

p2lg,, = p1. Es ist klar, dass (M, <) eine partiell geordnete Menge
ist; weiter ist A € M. Um zu sehen, dass M induktiv geordnet ist,
sei [ eine Kette in M. Ist [ = (J, so ist \ eine obere Schranke fiir I'.

Ist T # (), so ist

E, = |JE.

pner

ein Untervektorraum von E mit F C E,,, denn es existiert ein p € I
und dannist F C E, C E,, also insb. 0 € E,; gegeben x1,x € E,
und s1,5 € R gibt es puj € I mit x; € E,;. Da I eine Kette ist, ist
w1 < uo oder pp < py; nachdem wir notfalls x; und x»
vertauschen, diirfen wir p11 < pp annehmen. Dann ist £, C E,,,
also x1, x> € E,, und somit

S1X1 + SoXo € E#2 CE,.
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Definieren wir v: E, — R via v(x) := u(x) wenn x € E,, so ist v
wohldefiniert, denn ist x € E,, N E,, mit u1, up € I', so diirfen wir
11 < pp annehmen und erhalten

pi(x) = p2lg,, (x) = p2(x).

Gegeben x1,x2 € E, und s1,s € R finden wir wie oben ein p €T
mit x1,x2 € E,; dann ist s1x; + spx € E;, und somit

V($1X1+52X2) = u($1X1+52X2) = Sl,u(X1)+52,u(X2) = 511/(X1)+52V(X2)~

Also ist v: E, — R linear. Es existiert ein p € I'; wir erhalten
v|F = p|F = X. Gegeben x € E, existiert ein 1 € [ mit x € E,,.
Dann ist

()l = [0 < lllloplixlle < [ AlloplIx1l e

also ||||op < || Allop- Nach dem Vorigen ist v € M und per
Konstruktion ist u < v fiir alle x € T, also v eine obere Schranke
fiir I'. Also ist M induktiv geordnet und hat somit ein maximales
Element A: En — R, nach dem Zornschen Lemma.
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Waire Ep # E, so existiert ein xp € E \ Ep und wir kdnnten mit
Lemma 16.3 A zu einem stetigen linearen Funktional © auf

Ep + Rxg fortsetzen mit ||©]/op = ||Allop = || Allop- Dann ware

© € M und A < ©, im Widerspruch zur Maximalitdt von A. Also
muss doch Ep = E sein. I
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Definition 16.4

Ist (E,|| - ||) ein normierter Raum iiber C und

m:Cx E— E, (z,x)— zx

die Multiplikation mit komplexen Skalaren, so schreiben wir Eg fiir
E als reeller Vektorraum, versehen mit der Multiplikation

mlrxe: R x E — E, (t,x)+— m(t,x).
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Lemma 16.5

Fiir jeden normierten Raum (E, || - ||) iber C ist (Eg,| - ||) ein
normierter Raum iiber R und die Abbildung

Ye: (Er — (Er), A~ Reo)

ist ein isometrischer Isomorphismus von reellen normierten
Raumen.

Hierbei ist E' = L(E,C), (Er) = L(Eg,R).
Beweis. Offenbar ist u := Reo reell linear. Fiir alle x € E ist
lu(x)| = [Re(A(x))] < [A(X)] < [[Allopllx]];

also ||ullop < ||AlJop- Fiir jedes x € E existiert ein z € C mit
|z| =1 derart, dass

A = 2A(x).
Dann ist u(zx) = Re(A\(zx)) = Re(z\(x)) = Re |[A(x)] = [A(x)],

also A = [u(2x)] < llullopll2x[] = llulloplx]l-
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Wir folgern, dass ||Aljop < ||ullop und somit
lve(N)]lop = ||ullop = || Allop- Also ist 1£ eine lineare Isometrie.
Gegeben u € (Er)’ ist

A E—=C, x— u(x)—iu(ix)
stetig und reell linear. Weiter ist fiir jedes x € E
A(ix) = u(ix) — iu(i?x) = u(ix) + iu(x) = i(u(x) — iu(ix)) = iX(x);

die reell lineare Abbildung X ist daher komplex linear. Per
Konstruktion ist ¥g(\) = Reo\ = u, also ¢ surjektiv. O
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Beweis von Satz 16.1 wenn K = C. Nach Lemma 16.5 ist
u:= Reo) € (Fr)’" mit ||uljop = || \|lop- Nach dem reellen Fall von
Satz 16.1 gibt es ein U € (Eg)’ derart, dass u = U|f und
|Ullop = ||ullop- Nach Lemma 16.5 gibt es ein A € E’ derart, dass
ReoA = U. Da die Funktionale A|g und X in F’ den gleichen
Realteil

ReoA|r = U|r = u = ReoA

besitzen, ist A|r = 1z (u) = A. SchlieBlich ist
1Allop = [ Ullop = [ltllop = [|Allop- T
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§17 Erste Anwendungen des Satzes von Hahn-Banach

Folgerung 17.1

Es sei (E, || - ||) ein normierter Raum. Dann gibt es fiir jedes x € E
ein A € E’ derart, dass

[Allop <1 und  A(x) = [|x]|.

Beweis. Ist x = 0, so leistet \ := 0 € E’ das Gewiinschte. Ist
x # 0, so ist

a:Kx - K, zx— z||x|| firzeK

eine bijektive lineare Abbildung und eine Isometrie (somit stetig
mit ||allop < 1), da
la(2x)| = |z||x||| = |z| ||x]| = [|zx]|| fiir alle z € K.

Nach dem Hahn-Banachschen Fortsetzungssatz existiert ein \ € E’
mit |[Allop = ||@/lop < 1 derart, dass A|kx = «, somit
Ax) = alx) = [Ix]|. O
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Definition 17.2

Es sei X eine Menge und M eine Menge von Abbildungen
f: X = Y¢. Man sagt, dass M die Punkte von X trennt, wenn fiir
alle x # y in X ein f € M existiert mit f(x) # f(y).

Bemerkung 17.3

Ist E ein K-Vektorraum und M eine Menge von linearen
Abbildungen X: E — E) in Vektorraume E), so sind dquivalent:

(a) M trennt die Punkte von E;
(b) Fiir jedes x € E mit x # 0 existiert ein A € M mit A\(x) # 0.

Gilt (a), so gibt es fir x € E mit x #0 =: y ein A € M mit
A(x) # A(0) = 0. Gilt (b) und sind x,y € E mit x # y, so ist
x —y # 0. Es gibt also ein A € M mit

A(x—y) #0.

Da A(x —y) = A(x) — A(y), folgt A(x) # A(y). O
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Folgerung 17.4

Fiir jeden normierten Raum (E, || - ||) trennt E’ die Punkte von E.

Beweis. Ist x € E \ {0}, so existiert nach Folgerung 17.1 ein
A€ E' mit A(x) =||x|| #0. O

Definition 17.5

Ist (E,|| - ||) ein normierter Raum und f: [a, b] — E stetig, so
nennt man ein x € E ein schwaches Integral von f, wenn

b
(Weﬂk@—/AﬂW&inK

Bemerkung 17.6
Das schwache Integral x von f ist eindeutig, wenn es existiert.

Ist namlich auch y € E ein solches, so gilt

b
(Wey)xmz/xmmmzxn
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und somit x = y, da E’ die Punkte von E trennt. Wir kdnnen
daher fab f(t) dt := x setzen (wenn existent).

Das schwache Integral fab f(t) dt € E ist also eindeutig dadurch
festgelegt, dass

(VA€ E) A (/abf(t) dt) - /abA(f(t))dt. (1)

Lemma 17.7 (Integralabschitzung)

Sei (E, || -||) ein normierter Raum. Besitzt eine stetige Funktion
f: [a, b] — E ein schwaches Integral, so gilt

/abf(t) dtH < /ab 1F ()] dt. 2)

Beweis. Sei x 1= fab f(t)dt € E. Nach Folgerung 17.1 existiert ein
A € E' derart, dass
Alx) = x]l-
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Da A(x) reell und nicht—negativ ist, schlieBen wir im Fall K =R

dt’</b w dt

T <Al lFONIF(O]

[Ix] = A(x) x)| =

mit der iiblichen Integralabschitzung fiir Riemannintegrale. Ist
K = C, gilt analog

(X) = Re(A( )) !Re( X)) < | J; Re(A(f(£))) dt| <
I2|Re(A(F ()] dt < [P ])\ (t) dt < [P||F(2)]| dt. D

Bemerkung 17.8

Es sei f: [a, b] — E eine Funktion mit Ao f € £1([0, 1], i) fiir jedes
X € E’, wobei p die Einschrankung des Lebesgue-Borel-MaBes auf
[a, b] ist. Dann gibt es analog hochstens ein fab f(t)dt € E mit
(1). Ist zudem || - || o f: [a, b] — [0, o[ Borel-messbar (z.B. f
Borel-messbar), so gilt (2), mit gleichem Beweis.

Ist (E,|| - ||) ein Banachraum, so existiert iibrigens fiir jede stetige
Funktion f: [a, b] — E ein schwaches Integral; man kann es als

Grenzwert einer Folge Riemannscher Summen konstruieren.
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§18 Faktorraume normierter Raume

Dieses Kapitel setzt §14 fort.
Satz 18.1

Ist (E, || - ||g) ein normierter Raum und F C E ein abgeschlossener
Untervektorraum, so definiert

Ix + F|| ;= inf{||lx + y|le: y € F}

eine Norm auf E/F, die sogenannte Quotientennorm. Diese macht
die kanonische Abbildung q: E — E/F zu einer stetigen linearen
Abbildung mit ||gllop < 1. Ist (E, || - ||g) ein Banachraum, so auch

(E/F - 1D-

Beweis. Ist x € E mit ||x + F|| = 0, so existiert fiir jedes n € N
ein y, € F derart, dass

1

Ix + yalle < -
n
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Dann gilt x + y, — 0 und somit
Yn=(x+yn)—x— —x

fiir n — co. Da F abgeschlossen ist, folgt —x € F und somit
x € F;alsoist x+ F =F =0g/F.

Seinun x € Eund z € K. Ist z=0, so ist
0<|lz(x+ F)|=llzx+ F|=[0+F|<[0+ylle =0

mit y :=0 € F, also ||z(x 4+ F)|| =0=0|[x + F||. Ist z# 0, so
durchlauft zy fiir y € F alle Punkte von F. Somit ist

lz(x+ F)I = llzx+ Fll =inf{llzx + ylle: y € F}
= inf{llzx+ zy[[e: y € F} = inf{|z] [x + yle: y € F}
= lz[inf{llx +ylle: y € F} = [z] [[x+ F].
Gegeben x1,x2 € E und € > 0 gibt es y1, y» € F derart, dass
1%+ yille <l + Fll+e fiirj e {1,2}.

Somit ist
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[(xa + F) 4 (x2 + F)|l [0 +x2) + FI < (|01 +x2) +y1 + y2lle
[x1 + y1lle + [x2 + y2lle

Ixx + FIl + lx2 + F + 2.

VARPVAY

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt
G+ F) + G+ F)Il < [P+ Fll + lIx2 + FI|.

Also ist || - || eine Norm auf E/F. Per Definition ist
laCll = lIx + FIl < lix + 0]l = [Ix]|, also [[qlop < 1.

Sei nun E ein Banachraum und seien x, € E derart, dass
(xn + F)nen eine Cauchyfolge in E/F ist. Es existieren natiirliche
Zahlen ny < np < --- derart, dass

(Vn,m > ng) [|(xn + F) = (xm + F) <275
insbesondere gilt
|(Xnoy + F) = (xn, + F)|| <27 fiir alle k € N.

Es gibt also ein y,11 € F derart, dass
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”Xnk+1 = Xny +yk+1HE < 2_k~

Wir setzen noch y; := 0. Definieren wir

k
Zy ::xnk—i—Zyj
j=1
fir k € N, soist zx + F = x,, + F und

|Zis1 — zkll e = Xney — Xn + Yierall < 275

Also ist (zx)ken eine Cauchyfolge in E und folglich konvergent
gegen ein z € E. Da

1z +F) = O+ Al = (24 F)+ (2 + F)Il = ll(z — z) + Fl
< llz=zde—0

fir k — oo, konvergiert die Teilfolge (xn, + F)ken, und somit auch
die Cauchyfolge (x, + F)pen, gegen z + F. O
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Bemerkung 18.2

In der Situation von Satz 18.1 gilt fiir alle r > 0

E/F
a(BF(0)) = Br'7(0).
Also ist die surjektive Abbildung g eine offene Abbildung (siehe
Beweis des Offenheitssatzes) und somit eine Quotientenabbildung.

Hierbei gilt die Inklusion “C", da [|g|lop < 1. Ist z € B,E/F(O), so

existiert ein x € E mit z = q(x). Da ||z|]| = ||x + F|| < r, gibt es

per Definition der Quotientennorm als Infimum ein y € F mit

x4+ yllg < r. Dann ist x +y € BE(0) und g(x + y) = q(x) = z.
Satz 18.3

Gegeben einen normierten Raum (E, || - ||g) und abgeschlossenen
Untervektorraum F C E versehen wir E/F mit der
Quotientennorm || - ||. Sei q: E — E/F die kanonische Abbildung
und a: E — Y eine stetige lineare Abbildung in einen normierten
Raum (Y, | - ||y) derart, dass F C ker(«). Dann existiert genau
eine stetige lineare Abbildung 5: E/F — Y derart, dass f o q = «.

Es gilt [|Bllop = [|v/|op-
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Beweis. Nach dem Homomorphiesatz der Linearen Algebra gibt es
genau eine lineare Abbildung 5: E/F — Y mit foq = a.
Bemerkung 18.2 liefert

B(BfF(0)) = B(a(BEF(0)) = «(BE(0)) C By, (0),

also [|Bllop < [lallop- Da [lallop = (18 0 qllop < IBllopllallop < [IB]lop
wegen ||qllop < 1, folgt [|B]lop = [l]|op- O
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§19 Mehr iiber komplementierte Untervektorraume

Definition 19.1

Es sei f: X — Y eine Abbildung. Eine Abbildung g: Y — X mit
g of =idx heiBt Linksinverse zu f. Eine Abbildung h: Y — X mit
f o h = idy heiBt Rechtsinverse zu f.

Definition 19.2

Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Raumen wird
eine topologische Einbettung genannt oder auch ein
Homd&omorphismus aufs Bild, wenn die Ko-Einschrankung

FIFX) . X = £(X), x— f(x)

ein HomGomorphismus ist; dabei ist f(X) mit der von Y
induzierten Topologie versehen.
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Es seien X und Y topologische Rdume. Sind f: X — Y und
g: Y — X stetige Abbildungen mit g o f = idy, so ist f eine
topologische Einbettung und gls(x): f(X) — Y ein
Homdomorphismus.

Beweis. Offenbar ist f injektiv, somit f|7(X): X — f(X) bijektiv
und somit invertierbar. Komposition von

g’f(X) (@] f‘f(x) = gO f = IdX

von rechts mit (£]7(X))~1 zeigt, dass (f|f(X¥))~1 = glr(x) stetig ist.
Also ist £|f(X) ein Homéomorphismus und damit auch
(FIFN 7L = glf(x). O
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Wann immer eine stetige lineare Abbildung eine stetige lineare
Linksinverse (bzw. eine stetige lineare Rechtsinverse) besitzt, erhalt
man eine Zerlegung des Wertebereichs (bzw. Definitionsbereichs)
als direkte Summe:

Satz 19.4

Es seien (E, || - ||g) und (F,| - ||r) normierte Rdume und

«: E — F sowie 8: F — E stetige lineare Abbildungen derart,
dass 8 o a = idg. Dann ist « eine topologische Einbettung,
Blae): a(E) — F ein Homdomorphismus und als normierter Raum

F = a(E) @ ker(5).

Beweis. Da foa = idg, ist fir alle y € F

Bly — a(B(y))) = By) — B(a(B(y))) = Bly) — B(y) =0,

also y — a(B(y)) € ker(B). Da
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y=a(B(y)) + (v — a(B(y)),

folgt F = a(E) + ker(B). Ist y € a(E) Nker(3), so existiert ein
x € E mit y = a(x). Dann ist 0 = 3(y) = B(a(x)) = x, also
a(E) Nker(8) = {0}. Nach dem Vorigen gilt F = o(E) & ker(p3)
als Vektorraum; also ist

Y: a(E) x ker(B) = F, (a,b) — a+b

ein Isomorphismus von Vektorraumen. Weiter ist 2 stetig und nach
dem Vorigen ist

T y) = (a(B(y)), y — a(B(y))

fiir alle y € F, somit X! stetig. Fiir die ersten zwei Aussagen
siehe Lemma 19.3. I
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Satz 19.5

Ist (F,||-||) ein endlich-dimensionaler normierter Raum, so gilt:

(a) Jeder Isomorphismus ¢: K” — F von Vektorrdaumen ist ein
topologischer Isomorphismus.

(b) (F, |- |lF) ist ein Banachraum.

(c) Jede lineare Abbildung oc: F — E eine einen normierten Raum
(E,-||g) ist stetig.

(d) Jede Norm auf F definiert die gleiche Topologie auf F.

Beweis. (a) Es sei ¢: K” — F ein Isomorphismus von
Vektorraumen. Dann ist || - || o ¢ eine Norm auf K. Da alle Normen
auf K" dquivalent sind (siehe Analysis 2), definiert diese die
iibliche Topologie auf K" (also die gleiche wie die Maximum-Norm
|| - [|oo). Offenbar ist ¢ ein isometrischer Isomorphismus von

(K™, || - || o ¢) nach (F,| - ), also ein Hom&omorphismus.

(b) Wir wissen, dass K" vollstandig ist. Nach (a) ist F = K", also
auch F vollstandig.

(c) Es sei ¢ wie in (a). Da alle Normen auf K™ dquivalent sind,
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gibt es ein C > 0 derart, dass
I lloc < Cl[-[l0¢

Fiir alle x = (x1,...,x,) = >7_; xj&; € K" gilt nun

n
le(@(x))lle = ZXJ (&) <D Ixllale)lle < Klxll

e 1

mit K :=3"", [la(e)le. also [a(é(x))lle < KC[[(x)]. Also ist
la(y)lle < KC|ly|l fiir alle y  F.

(d) Ist auch || - || eine Norm auf F, so ist nach (c) idg als
Abbildung von (F.,|| - ||) nach (F, | - ||') und umgekehrt stetig, also
idg ein Homéomorphismus. [
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Satz 19.6
Ist (E, || - ||g) ein normierter Raum, so gilt:

(a) Jeder endlich-dimensionale Untervektorraum F C E ist
komplementiert.

(b) Jeder abgeschlossene Untervektorraum F C E von endlicher
Kodimension ist komplementiert (d.h. dimg(E/F) < o0).

Beweis. (a) Es sei ¢ = (¢1,...,0n): F — K" ein Isomorphismus.
Nach dem Hahn-Banachschen Fortsetzungssatz gibt es fiir jedes
ke {1,...,n} ein \y € E' mit \¢|r = ¢«. Dann ist

Bi=¢ to(A,....,\n): E—>F

eine stetige lineare Abbildung derart, dass B|r = idg, also

B oj =idr mit der Inklusion j: F — E. Nach Satz 19.4 (a) ist
F =j(F) in E komplementiert, mit ker(3) als topologischem
Komplement.
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(b) Wir versehen E/F mit der Quotientennorm || -
q: E— E/F, x — x+ F die kanonische Quotientenabbildung. Wir
wahlen eine Basis by, ..., b, fir E/F und vi,...,v, € E derart,
dass q(vx) = by fiir alle k € {1,...,n}. Essei : E/F — E die

lineare Abbildung
n n
Zxkbk — Zxk Vi
k=1 k=1

fiir x1,...,xn € K. Nach Satz 19.5(c) ist 3 stetig. Nun ist
go B =idg/F, da

(gop) (Zxkbk> =q (ZXka> = Zxkq(vk) = Zxkbk'
k=1 k=1

Also ist (3 eine stetige lineare Rechtsinverse fiir q, somit 5(E/F)
ein topologisches Komplement zu ker(q) = F, nach Satz 19.4 (b).
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Den folgenden Satz beweisen wir in der Ubung.

Satz 19.7
Es sei (E, || - ||g) ein normierter Raum. Fiir einen Untervektorraum

F C E sind aquivalent:

(a) Fistin E komplementiert;

(b) Die Inklusion j: F — E hat eine stetige lineare Linksinverse;

(c) Die kanonische Quotientenabbildung q: E — E/F hat eine
stetige lineare Rechtsinverse;

(d) Es existiert eine stetige lineare Abbildung p: E — E derart,
dass p? = p und p(E) = F;

(e) Es existiert eine stetige lineare Abbildung p: E — E derart,
dass p? = p und F = ker(p).

In (d) und (e) ist p also ein Idempotent in der Algebra L(E).
Beachten Sie, dass mit p auch idg —p ein ldempotent ist; es gilt

ker(idg —p) = p(E) und (idg —p)(E) = ker(p).
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§20 Dualitat

Jedem normierten Raum (E, || - ||g) kdnnen wir seinen Dualraum
E' = L(E,K)

zuordnen, versehen mit der Operatornorm; dieser ist ein
Banachraum (siehe Definition 3.2). Ist a: E — F eine stetige
lineare Abbildung in einen normierten Raum (F, | - ||f), so nennt
man

o =L(,K): FF—E, A—=doa

die duale lineare Abbildung. Diese ist stetig mit ||/||op < ||]|op
(vgl. Beispiel 4.3). Offensichtlich ist

Id/E = idE/; (1)

weiter gilt

(Boa) =a'op (2)
fiir jede stetige lineare Abbildung 3: F — Y in einen normierten
Raum (Y, || - ||y), denn (Boa)(A) = (Ao pB)oa = (5(N).
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Satz 20.1

Es sei a: E — F eine stetige lineare Abbildung zwischen
normierten Raumen (E, || - ||g) und (F,| - ||r). Dann gilt:

(a) Ist « ein topologischer Isomorphismus, so auch /.

(b) Ist « ein isometrischer Isomorphismus, so auch «’.

(c) Es gilt [[a']lop = [lt[lop-

Beweis. (a) Da idgr = (idg)’ = (ot oa) =o' o (o 1) und
ider = (idf)’ = (o ™) = (a71) oo/, ist o invertierbar mit
(a')~! = (a7 1Y, dies ist eine stetige lineare Abbildung.

(b) Nach (a) ist o/ ein topologischer Isomorphismus mit

(a)* = (Y. Da [|0’llop < flaflop < 1 und

(@) Hop = (@) llop < [l op < 1, ist ' eine Isometrie.
(c) Wir wissen, dass ||&/[|op < ||c||op- Fiir jedes x € E mit

x|l <1 existiert nach Folgerung 17.1 ein A € F/ mit ||A[jop <1
und A(a(x)) = ||a(x)||f. Dann ist

—a®llE = MO = [ (N < e’ (Mllop < llalop-
Ubergang zum Supremum in x liefert ||a|op <|0|lsp. O
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Definition 20.2

Es sei (E, || - ||) ein normierter Raum. Fiir M C E definieren wir
den Annulator von M in E’ als

Mt = {\ e E": (¥Yx € M) \(x) =0}.

Lineare isometrien nennen wir fortan auch isometrische
Einbettungen.

Satz 20.3

Ist (E, || - ||g) ein normierter Raum und F C E ein abgeschlossener
Untervektorraum, so sei j: F — E, x +— x die Inklusionsabbildung
und q: E — E/F, x — x + F die kanonische Quotientenabbildung.
Versehen wir F mit der induzierten Norm und E/F mit der
Quotientennorm, so gilt:

(a) ¢': (E/F) — E’ ist eine isometrische Einbettung.
(b) j': E' — F’ ist eine Quotientenabbildung.
(c) im(q') = ker(j') = F+.
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Beweis. (a) Nach Satz 18.3 ist ||\ o glop = || Al|op-

(b) Fiir jedes X\ € F’ existiert nach dem Satz von Hahn-Banach ein
Ne E' mit A\=Ag=~Aoj=j(N)und ||A]op = || A|lop- Also ist j’
surjektiv. Ist A € Bf'(0), so ist ||Allop = [|Allop < 1, also

Bf'(0) € j/(BE(0)).

Wegen Il ||c,p = ||j||0p < 1 ist zudem j/(BE'(0)) € Bf'(0), also
J'(BE'(0)) = BF'(0). Somit ist die surjektive Abbildung j' eine
ofFene Abblldung (siehe Beweis des Offenheitssatzes) und somit

eine Quotientenabbildung.

(c) Ist A € im(q’), so ist A = po q fiir ein p € (E/F)’, somit
Me=poq|r=0,also A € F1. Ist A € F*, so existiert nach
Satz 18.3 ein S € (E/F) mit A\ = o q = q'(p), also ist

B €im(q’). Also ist im(q') = FL. Gegeben \ € E’ ist
J'(\) = XAoj = A|F genau dann 0, wenn \ € F+. Also ist
ker(j') = F+. O
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Sind «: £y — E> und 8: E; — Ej3 lineare Abbildungen, so nennt

man
0 =6 %6550

eine kurze exakte Sequenz, wenn « injektiv ist, 8 surjektiv und
im(a) = ker(p).

Bemerkung 20.4

Offenbar ist

0> FLESE/F {0

eine kurze exakte Sequenz in der Situation von Satz 20.3; der Satz
zeigt, dass auch die Sequenz

HA

(0} = (E/FY L E' 55 P 5 {0}

exakt ist.
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Definition 20.5

Sei (E,|| - ||) ein normierter Raum. Fiir jede Teilmenge N C E’
definieren wir den Annulator von N in E als

Ny = {x € E: (VA € N) A(x) =0} = () ker()).
xeN

Bemerkung 20.6

Offenbar ist N ein abgeschlossener Untervektorraum von E. Laut
Lemma 3.3 ist die Punktauswertung

evy: Bl 5 K, A= \(x)
fiir jedes x € E stetig und linear. Sei M C E. Da

Mt = ﬂ ker(evy),
xeM

ist M~ ein abgeschlossener Untervektorraum von E’.
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Offensichtlich gilt My C My = MlL D) le und Ny C Np =
(N1) 1 2 (N2) . fiir Teilmengen M; C E bzw. N; C E'.

Satz 20.7
In jedem normierten Raum (E, || - ||) gilt:

(a) Fir jeden abgeschlossenen Untervektorraum F C E ist
F=(FY,.
(b) Fiir jede Teilmenge M C E ist

(ML)i = spang (M)

gleich dem Abschluss des linearen Spanns.

Beweis. (a) Per Definition ist F C (F1),. Sei q: E — E/F die
kanonische Quotientenabbildung. Ist x € E mit x € F, so ist
q(x) # 0. Nach Folgerung 17.4 existiert ein A € (E/F)’ mit
A(g(x)) #0. Dannist Aog € F*+ und (X o q)(x) # 0, also

x & (F5)L.
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(b) Es ist (M1) ein abgeschlossener Untervektorraum von E und
M C (M+),, also

F = spang (M) C (M),
Aus M C F folgt M+ D F+ und daraus (ML), C (FL), =
wobei schlieBlich (a) benutzt wurde. Also ist F = (M*),. O
Der folgende Satz kniipft an Satz 20.1 an.

Satz 20.8

Es sei a: E — F eine stetige lineare Abbildung zwischen
nomrierten Raumen (E, || - ||g) und (F,| - ||F)-

FY

(a) Ist « eine topologische Einbettung, so ist o/: F' — E’ eine
Quotientenabbildung.

(b) Ist « eine Quotientenabbildung, so ist o’ eine topologische
Einbettung.

(c) Hat « dichtes Bild, so ist o injektiv.

Beweis. (a) Es ist a = j o a|*(E) wobei a|*(E) ein topologischer
Isomorphismus ist j: «(E) — F die Inklusion. Nach=Satz 20.3 (b
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ist j/ eine Quotientenabbildung; nach Satz 20.1 (a) ist («|*(E)Y ein
topologischer Isomorphismus. Also ist

o = (a|a(E))/ O_j,
eine Quotientenabbildung (z.B. da stetig, surjektiv und offen).
(b) Nach Satz 18.3 gibt es eine eindeutige stetige lineare Abbildung

B: E/ker(a) = F

mit S o g = «, wobei g: E — E/ker(«) die kanonische
Quotientenabbildung ist. Die Abbildung 5 ist surjektiv, da «
surjektiv ist; § ist injektiv, da 0 = (q(x)) = a(x) impliziert, dass
x € ker(a) und somit g(x) = 0. Weiter ist 3 eine offene
Abbildung, weil wegen der Surjektivitdt von g

B(U) = B(a(a (V))) = (Bog)(aH(U)) = a(g (V)
in F offen ist fiir jede offene Teilmenge U C E/ ker(«). Also ist 5
ein topologischer Isomorphismus. Nach Satz 20.3(a) ist ¢ eine
topologische Einbettung; da /3 ein topologischer Isomorphismus
ist, auch o/ = ¢’ o 3’ eine topologische Einbettung.
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(c) Ist A € ker(a'), soist Ao =0, also Al gy = 0 auf der
dichten Teilmenge a(E) C F. Fiir jedes y € F gibt es eine Folge
(Vn)nen in a(E) mit y, — y; es folgt!

Ay) = lim Ayn) =0.

Also ist A = 0, somit ker(’) = {0}, also o injektiv. (J

Bemerkung 20.9

Bilden wir (E, | -||) auf (E', || - |lop) ab und o € L(E, F) auf
o' € L(F', E"), so erhalten wir wegen (1) und (2) einen
kontravarianten Funktor (-)’ von der Kategorie der normierten
Raume und stetigen linearen Abbildungen in die Kategorie der
Banachrdume und stetigen linearen Abbildungen.

'Wir werden spiter sehen: Sind f,g: X — Y Abbildungen zwischen
topologischen Raumen, f|p = g|p fiir eine dichte Teilmenge D C X und Y
Hausdorffsch, so folgt f = g.
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§21 Bidual und Auswertungshomomorphismus

Wir setzen die in §20 begonnene Dualitdtstheorie fort.

Lemma 21.1

Ist (E,|| - ||g) ein normierter Raum, so ist fiir jedes x € E die
Punktauswertung

evy: E' 5 K, A A\(x)

ein stetiges lineares Funktional auf (E', || - ||op), mit

levx llop = [Ix]l£-

Es ist also ev, € (E')’.

Beweis. Wir wissen aus Lemma 3.3, dass ev, stetig und linear ist
mit || evy [lop < [|X||e. Nach Folgerung 17.1 existiert ein A € E’ mit
| Alop < 1 und A(x) = ||x||g. Also ist

levx [lop = [A(X)| = [Ix|[e

und somit || evy |lop = ||x||e. O
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Definition 21.2

Ist (E,|| - ||g) ein normierter Raum, so nennt man E” := (E’)’ den
Bidual von E. Man versieht E” mit der Operatornorm

I llop: E"—[0,00[, ¢ [|¢llop=sup{|p(A)]: A € E"mit [[Allop < 1};
diese macht E” zu einem Banachraum. Die Abbildung
ne: E— E",  xevy

heiBt Auswertungshomomorphismus. Ist a.: E — F eine stetige
lineare Abbildung in einen normierten Raum (F, || - ||f), so
schreiben wir

o= (Y E" s F" ¢ god

Es ist also o”(#)(A\) = ¢(d/(N)) = ¢(X o «) fiir alle ¢ € E” und
AEF.
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Satz 21.3

Ist (E, || - ||g) ein normierter Raum, so gilt:

(a) Der Auswertungshomomorphismus ng: E — E” ist eine
lineare isometrische Einbettung.

(b) Fiir jede stetige lineare Abbildung «c: E — F in einen

normierten Raum (F, | - ||r) gilt |[&”|op = ||c]|op und
" ong =nroa.
(c) Esist (idg)” = idgn. Fiir alle normierten Raume (F, | - ||F)

und (Y, || - ||y) und alle stetigen linearen Abbildungen
a: E— F sowie : F = Y gilt (Boa)”=3"0d".

Wir haben also ein kommutatives Diagramm

1"

E// a_) F//
ne T T ne
E 5 F.
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Beweis. (a) Fiir alle x,y € E und s, t € K gilt fiir alle A € E’

ne(txtsy)(N) = Albxetsy) = EAG)+sA(y) = (te(x)+sne(y))(A);

es ist also ng(tx + sy) = tne(x) + sne(y). Somit ist ne linear. Da
Ine(x)]lop = || €Vx |lop = ||X||g nach Lemma 21.1, ist ng eine
isometrische Einbettung.

(b) Zweimalige Anwendung von Satz 20.1(c) zeigt, dass
la”lop = [1(e/) llop = || llop = ||¥|lop- Fiir alle x € E gilt fiir alle
ANEF

(@"one)(x)(A) = " (ne(x))(A) = (ne(x) 0 a)(A)
= ne(x)(&/(N) = ne(x)(A o)
= ( o a)(x) = A(a(x))
= nr(a(x))(A) = (nF o a)(x)(A);
also ist (& o ng)(x) = (nF o @)(x) und somit &” o ng = nr o a.
(C) Es ist (idE)// = ((idE),)/ = (idEl)/ = idg» und
(Boa)"=((Boa)) =(a/0p) = p"o0a”, wobei Formel (1)

bzw. (2) aus §20 je zweimal benutzt wurde. [

Prof. Dr. Helge Glckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Als eine erste Anwendung zeigen wir die folgende Tatsache, die
manchmal “Satz von Mackey" genannt wird.
Satz 21.4

In einem normierten Raum (E, || - ||g) sind fiir jede Teilmenge
M C E die folgenden Eigenschaften dquivalent:
(a) M ist beschrankt, d.h. sup{||x||g: x € M} < o0;

(b) M ist schwach beschréankt, d.h. das Bild A\(M) C K ist
beschrankt fiir jedes \ € E'.

Beweis. Ist M beschrankt und K das Supremum in (a), so ist fiir

alle A € F
IACHI < [[MloplIXl[ < [[AllopK fiir alle x € M,

also A(M) beschrankt.
Ist M schwach beschrinkt, so ist die Teilmenge ng(M) von E”
punktweise beschrankt, denn fiir alle A € E’ ist

{ne(x)(N): x € M} ={\(x): x € M} = \(M)

in K beschrankt. Da (E’, || - |[op) €in Banachraum ist, ist nach dem
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Prinzip der gleichmaBigen Beschréanktheit die Menge ng(M) eine
beschrankte Teilmenge von (E”, || - ||lop). also

L := sup{||ne(x)|lop: x € M} < 0.
Da ng eine Isometrie ist, ist ||ng(x)|lop = ||x||£ fiir alle x € M,
somit sup{||x|[g: x € M} = L < o0, also M beschrankt. [J
Fiir die Allgemeinbildung sei bemerkt:

Bemerkung 21.5

Bilden wir einen normierten Raum (E, || - ||g) auf (E”, || - ||lop) ab
und eine stetige lineare Abbildung a.: E — F zwischen normierten
Raumen auf o”, so erhalten wir nach Satz 21.3(c) einen
kovarianten Funktor (-)” von der Kategorie der normierten Raume
und stetigen linearen Abbildungen in die Unterkategorie der
Banachrdume und stetigen linearen Abbildungen. Nach Satz
21.3(b) ist n: E + nge eine natiirliche Transformation vom
Funktor id auf der Kategorie der normierten Raume zum Funktor
()" (betrachtet als Funktor in die Kategorie der normierten
Raume, also von links komponiert mit dem VergiB-Funktor, der die
Vollstindigkeit vergisst).
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§22 Reflexive Raume, |

Definition 22.1

Ein Banachraum (E, || - ||g) heiBt reflexiv, wenn der
Auswertungshomomorphismus ng: E — E” ein isometrischer
Isomorphismus ist.

Da ng immer eine isometrische Einbettung ist, ist E also genau
dann reflexiv, wenn g surjektiv ist.

Beispiel 22.2

Fiir jedes p €]1, 00 ist £P reflexiv.

Beweis. Sei g der konjugierte Exponent. Wir wissen, dass
o0
B P — (7Y, B(X)(y) = an)/n
n=1

fiir x = (xn)nen € 2P, y = (Yn)nen € £9 ein isometrischer
Isomorphismus ist. Einen analogen Isomorphismus haben wir fiir
vertauschte Rollen von p und g; seine Umkehrabbildung ist
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der isometrische Isomorphismus
a: (P)Y =19, X (Men))nen
mit den Standard-Einheitsvektoren e,. Dann ist auch
o2 (09) — (LP)" ein isometrischer Isomorphismus und somit auch
o/ o 3: ¢P — (¢P)". Wir brauchen nur noch zeigen, dass
o o 8= nw. Hierzu sei x € ¢P und X € (¢P)'. Wir erhalten

EENR) = () 0 @) = 56 ((Men))ner)

an)\(en = (Z xnen>

= A( ) = nee (x)(A),
so dass also o/(8(x)) = nee(x) und somit o’ o = ng. O
Beispiel 22.3
Co ist nicht reflexiv

Da (co)’ = £2, ist namlich (cp)” = (£1) = ¢*° als normierter Raum.
Da ¢y separabel ist aber £°° nicht, kann ¢y nicht zu £°° isomorph
sein und somit auch nicht zu (cy)”.
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Beispiel 22.4

/1 ist nicht reflexiv.

Wire namlich £* reflexiv, so wire (¢1)" separabel, weil ja

(£1)" = ¢* wire und £* separabel ist. Folglich wire (£1)’ separabel,
nach Aufgabe 20 auf Aufgabenblatt 6. Jedoch ist (1)’ = ¢*° nicht
separabel, Widerspruch.

Ist ein Banachraum (E, || - ||g) reflexiv, so ist auch (E’,|| - ||op)
reflexiv.

Beweis. Der Auswertungshomomorphismus ng: E — E” ist ein
isometrischer Isomorphismus und somit auch die duale lineare
Abbildung (ng)': E" — E’. Wir zeigen, dass

ner o (ne) = idgn 1)
Gilt dies, so liefert Komposition von rechts mit der inversen

Abbildung von (ng)’, dass ner = ((ng)’) ! ist, ein isometrischer
Isomorphismus. Seien 6 € E"” und ¢ € E”. Setzen wir
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x = (ng)~Y(¢), so ist also ¢ = ne(x). Nun ist
(e o (me))(0)(4) = ne((ne) (0))(¢ =ne (0 one)(e)
¢(0 0 ne) = ne(x)(0 o ne)
= (0one)(x) = b6(ne(x)) = 6(¢),
also (ngr o (neg)')(0) = 0, also ng: o (ng)’ = idgm.
Bemerkung 22.6

Auch die Umkehrung gilt: Ein Banachraum E ist genau dann
reflexiv, wenn E’ reflexiv ist (siehe Werners Buch).

Also ist z.B. £>° = (£1)’ nicht reflexiv, da ¢! nicht reflexiv ist. N.B.

Bemerkung 22.7

Sind zwei Banachrdume E und F topologisch isomorph, so ist E
genau dann reflexiv, wenn F es ist.

Beweis. Ist a: E — F ein topologischer Isomorphismus, so auch
o”: E" — F" und es gilt o ong = nf o . Also ist ng genau dann
ein topologischer Isomorphismus, wenn ng es ist. [
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§23 Stetige Fortsetzung dicht definierter Operatoren

Folgende simple Tatsache wird spater auf Abbildungen in
Hausdorffraume verallgemeinert:

Es seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume und f,g: X — Y
stetige Abbildungen. Gilt f|p = g|p fiir eine dichte Teilmenge
DC X, soist f=g.

Beweis. Fiir jedes x € X gibt es eine Folge (xp)nen in D mit
limp—o0o Xn = x. Da f und g stetig sind, folgt

09 = ( Jim ) = Jim, f0) =5 Jim xo) =800 O
=g(xn)

Stetige lineare Abbildungen auf dichten Unterrdumen lassen sich in
eindeutiger Weise stetig linear fortsetzen.
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Satz 23.2

Es sei (E, || - ||g) ein normierter Raum, (F,|| - ||¢) ein Banachraum
und D C E ein dichter Untervektorraum. Dann gibt es fiir jede
stetige lineare Abbildung a:: D — F genau eine stetige lineare
Abbildung 3: E — F derart, dass 5|p = «. Es gilt ||&||op = ||B]|op-

Bemerkung 23.3

Bezeichnet j: D — E die Inklusionsabbildung, so ist also die
Einschrankungsabbildung

L(F.j): L(E,F) = L(D,F), fw~—pBoj=0lp

ein isometrischer Isomorphismus.

Lemma 23.4

Ist «: E — F eine stetige lineare Abbildung zwischen normierten
Raumen und (x,)ncn eine Cauchyfolge in E, so ist (a(x,))nen €ine
Cauchyfolge in F.

| \

v

Prof. Dr. Helge Gléckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Beweis. Gegeben € > 0 gibt es ein N € N derart, dass

E
Yn..m>N X, — X I —
( ) - ) H n mHE_ ||a||op+1
Dann gilt fiir alle n,m > N also
«
l(tn)— i)l = llaGin—xam)llF < llallopllxa—xmlle < 1Mop o < o
”aHop +1

Somit ist ((xn))nen eine Cauchyfolge. .

Beweis von Satz 23.2. Existenz von 3. Gegeben x € E gibt es
eine Folge (xp)nen in D derart, dass x, — x in E. Dann ist
(xn)nen eine Cauchyfolge in E, somit auch in D. Da « stetig und
linear ist, ist nach Lemma 23.4 also (a(xs))nen eine Cauchyfolge
in F und somit konvergent, da F vollstindig ist. Wir setzen

B(x) = nIl_)rr;O a(xn).

Dann ist B(x) wohldefiniert, denn ist auch (y,)sen eine Folge in D
mit Limes x, so auch die Folge (z,),eny mit den Folgengliedern

X1,Y1,X2, Y2, .. ..
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Da (a(xn))nen und (a(yn))nen Teilfolgen von ((zp))nen sind, ist
nll—>ngo Oé(Xn) - n||—>moo Oé(Zn) - n||—>n;o Ol(_)/n)-

Ist x € D, so kdnnen wir insbesondere die durch x, := x gegebene
konstante Folge wahlen und erhalten

m a(x) = a(x).

90 = Jim o) = i

Also ist 8|p = . Sind x,y € E und s, t € K, so wéhlen wir Folgen
(Xn)nen und (yn)nen in D mit x, — x und y, — y. Dann ist
(txn + Syn)nen eine Folge in D mit tx, + sy, — tx + sy. Nun gilt

a(txy + syn) = ta(x,) + sa(yn)
fiir alle n € N; fiir n — oo folgt
B(tx + sy) = tB(x) + sB(y)-

Also ist (3 linear. Ist x € E und (xp)nen eine Folge in D mit
xn = x, 50 gilt [[a(xn)||F < ||allopllXnll£ fiir n — oco. Weiter gilt
Ixnlle = |Ix]|E, folglich
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1861 = || Jim aGa)] = tim lla(x)le
< nan;OHaHOP”XHHE = |’0‘”0pHXHE~

Es ist also 3 stetig mit ||3]|op < ||t||op- Da B|p = «, gilt auch
lBllop > ||t||lop und somit Gleichheit.

Eindeutigkeit: Siehe Lemma 23.1. [J
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§24 Existenz schwacher Integrale in Banachraumen

Als ein Beispiel fiir stetiges Fortsetzen auf den Abschluss
konstruieren wir schwache Integrale in Banachrdumen.

Es seien (E, || - ||g) ein Banachraum und a < b reelle Zahlen. Dann
existiert fiir jede stetige Funktion f: [a, b] — E das schwache
Integral fab f(t)dtin E.

Im Beweis versehen wir den Vektorraum C([a, b], E) aller stetigen
Funktionen f: [a, b] — E mit der Supremumsnorm,

Illoo := sup{lIf(t)l[e: t € [a, b]};
diese macht aus C([a, b], E) einen Banachraum (was wir aber nicht
benutzen). Als Hilfsmittel fiir den Beweis betrachten wir den
Untervektorraum C([a, b], E)fi, aller stetigen Funktionen
f: [a, b] — E derart, dass der Spann

spang(f([a, b]))
des Bildes ein endlich-dimensionaler Untervektorraum von E -ist.



Fiir jedes f € C([a, b],K) und jeden Vektor v € E ist
feov:|abl—E, tw—f(t)v (1)

eine solche Funktion; der Spann ihres Bildes ist in Kv enthalten.

Fiir jeden normierten Raum (E, || - ||g) und alle a < b gilt:

(a) C([a, b], E)fin ist dicht in C([a, b], E) bzgl. || - ||co-
(b) Esist C([a, b], E)fin = spang{f @ v: f € C([a, b],K),v € E}.

Beweis. (a) Sei f € C([a, b], E) und € > 0. Da f als stetige
Funktion auf einem kompakten Intervall gleichmiBig stetig ist, gibt
es ein 0 > 0 derart, dass

(Vs,t€la,b]) |s—t|<d = |[|f(s)—f(t)]|e <e/2.
Wir wahlen n € N so groB, dass (b — a)/n < ¢ und betrachten die
dquidistante Unterteilung a =ty < t; < --- < t, = b von [a, b] mit

k
tk ::a—l—;(b—a) fur k € {0,1,...,n}.
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Wir definieren g: [a, b] — E stiickweise via

t— ty—

e (F(8) — F(8)

te — tk—1

fir k € {1,...,n} und t € [tx_1, tx]. Es ist g eine stiickweise
affin-lineare Funktion, die den Polygonzug durch die Punkte

f(to), f(t1),...,f(ts) durchlauft; also ist g € C([a, b], E)fin. Fiir k
und t wir zuvor sind f(tx_1), f(t) und f(t) in BsE/z(f(tk))
enthalten, also auch die Verbindungsstrecke von f(tx_1) und f(tx)
und somit auch g(t). Also ist

1£() — g(t)lle < diam BE,(f(tk)) < e
und somit ||f — gllc < €.
(b) Gegeben f € C([a, b], E)sin ist F := spang(f([a, b]))
endlich-dimensional. Sei by, ..., b, eine Basis fiir F. Fiir alle y € F
ist

g(t) = f(t—1) +

y = bily)bx
k=1

mit eindeutigen Zahlen bj(y) € K, die offenbar linear von y
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abhdngen. Man nennt bj,..., b} € F' die zu by,..., b, duale
Basis; es gilt b} (bk) = d; « (Kronecker-delta) fiir alle
Jyk €{1,...,n}. Firr jedes t € [a, b] ist dann also

= bi(F(t))bx
k=1

und somit f =>"]_,(bfof)® by. O

Beweis von Satz 24.1. Jedes f € C([a, b], E)fin hat in E ein
schwaches Integral. Schreiben wir namlich f = >~} fi ® v, mit
fk € C([a, b],K) und v, € E (sieche Lemma 24.2 (b)) und setzen

/ fk C/t Vk,
so gilt fiir jedes \ € E’

n b b n b
z)_;)\(vk)/a fk(t)dt_/a A(;fk(t)vk) dt_/a AF(B) dt:

also ist z = fab f(t) dt. Da das schwache Integral eindeutig ist,
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erhalten wir eine Funktion
b
I C([a, b], E)n — E, f|—>/ £(t) dt.
a
Diese ist linear, weil fiir alle f,g € C([a, b], E)fin und r,s € K

A(r(f) +sl(g)) = rA(I(F)) + sA(I(g))

b b
_ r/ )\(f(t))dt+s/ Meg(t)) dt
- /b)\(rf(t)—i-sg(t))dt

fiir alle A € E’ gilt und somit somit
rl(f) +sl(g) = fab(rf + sg)(t) dt = I(rf + sg) ist. Die
Integralabschatzung (Lemma 17.7) liefert

b b
Ol < [ 1FOllede < [ 1Fode = (b 2)] ]

Also ist [ stetig mit ||/|lop < b— a. Da C([a, b], E)fin nach
Lemma 24.2(a) in C([a, b], E) dicht ist, liefert Satz 23.2 eine
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stetige lineare Fortsetzung
I: C([a, b],E) = E
von . Gegeben f € C([a, b], E) finden wir eine Folge (f;)pen in

C([a, b], E)fin, die gleichmaBig gegen f konvergiert. Fiir jedes
A € E' gilt dann

MI(F) = M lim I(£,)) = A(lim 1(£)) = lim A(I(f))

~ Jim [ (D) dt = / M) dt.

da X o f, gleichmaBig gegen A o f konvergiert wegen
Ao f —Xofhllee = IA0(f = f)lloo < [[Mlopllf — falloo- Also ist
i(f)=[Pf(t)dtin E. O
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Bemerkung 24.3
Man kann zeigen, dass C([a, b], E )sin mit der bilinearen Abbildung

C([a, b],K) x E — C({[a, b], E)fin, (f,v)—f®v
das Tensorprodukt der K-Vektorraume C([a, b], K) und E ist, also

C([a, b], E)sin = C([a, b], K) ®x E

(siehe Kapitel 26).
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§25 Vervollstandigung eines normierten Raums

Definition 25.1

Eine Vervollstindigung eines normierten Raums (E, || - ||g) ist ein
Banachraum (E, || - ||), zusammen mit einer linearen Isometrie
0: E — E, deren Bild §(E) in E dicht ist.

Vervollstandigungen existieren und sind eindeutig bis auf
Isomorphie.

Jeder normierte Raum (E, || - ||g) hat eine Vervollstandigung.
Sind (F1,| - ||F,01) und (F2,|| - ||F,,02) Vervollstindigungen
von E, so existiert ein isometrischer Isomorphismus a: F; — F;
derart, dass o 61 = 65.
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Beweis. Der Abschluss £ := ng(E) von ng(E) in E” ist ein
Banachraum beziiglich der Operatornorm und

9::7]E|E_:E—>E

ist ein lineare Isometrie mit dichtem Bild. Also ist (£, | - [lop, )
eine Vervollstandigung fiir E.

Sind (Fj, || - [|F;,0;) Vervollstandigungen von E fiir j € {1,2}, so ist
0;|%E): E — 0;(E) ein isometrischer Isomorphismus, also

a1 =60 (91’91(5)71: 91(E) — F

eine lineare Isometrie. Nach Satz 23.2 existiert eine stetige lineare
Fortsetzung 31: F1 — F» von «ay. Analog existiert eine stetige
lineare Fortsetzung f2: Fp — F1 von ay := 61 o (A2]?2(F))~1. Dann
ist sowohl 32 o 81 als auch idF, eine stetige lineare Fortsetzung von
idg, (g), also B2 o f1 = idF, nach Lemma 23.1. Analog ist

B1 0 B2 = idF,, somit 31 invertierbar mit (51)"! = 3,. Da

|Billop = llvjllop < 1 fiir j € {1,2}, ist 31 ein isometrischer
Isomorphismus. [J
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Zu jedem normierten Raum (E, || - [[g) existiert eine
Vervollstandigung (E, || - ||, @) derart, dass E ein dichter
Untervektorraum von E ist und 6: E — E die Inklusionsabbildung
X X,

Die von E auf E induzierte Norm ist also die auf E gegebene.

Beweis. Nach Satz 25.2 existiert eine Vervollstandigung

(F.|l - lF.©) von (E, || - ||g). Nach Folgerung 15.13 existiert eine
Menge X mit X N E = (), welche die gleiche Machtigkeit wie

F \ ©(E) besitzt; es gibt also eine bijektive Abbildung

¢: X = F\ ©O(E).
Wir setzen E := E U X als Menge. Dann ist die Abbildung

O(x) wenn x € E

ar E—F, X'_}{ d(x) wenn x € X

bijektiv. Wir geben E die eindeutig festgelegte Vektorraumstruktur,
die « zu einen Isomorphismus von Vektorraumen macht. Dann ist
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| -1l := |- |F o « eine Norm auf E, die o zu einem isometrischen
Isomorphismus macht; also ist (£, || - ||) ein Banachraum. Da
a(E) = ©(E) ein dichter Untervektorraum von F ist, ist die
Teilmenge E von E ein dichter Untervektorraum. Da alg =0
auch fiir die urspriingliche Vektorraumstruktur auf E eine injektive
lineare Abbildung war, also ein Isomorphismus auf das Bild ©(E),
stimmt diese mit der Untervektorraumstruktur iiberein. Zudem ist
x|l = 1©(x)|lF = ||x]||¢ fiir alle x € E. Also ist (E, | - ||) eine
Vervollstandigung von E, mit der Inklusionsabbildung 6: E — E.
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§26 Exkurs: Tensorprodukte und Funktionenrdume

Tensorprodukte werden u.a. in Algebra, Differentialgeometrie und
Funktionalanalysis benutzt. In diesem Abschnitt geben wir eine
kurze Einfiihrung in Tensorprodukte von Vektorrdumen.

Definition 26.1

Es seien E und F Vektorraume iiber einem Koérper K. Ein
K-Vektorraum T, zusammen mit einer bilinearen Abbildung

7: E Xx F — T, heiBt ein Tensorprodukt von E und F, wenn fiir
jede bilineare Abbildung 8: E x F — Y in einen K-Vektorraum Y
genau eine lineare Abbildung 3: T — Y existiert derart, dass

Bor=8p.

Satz 26.2

Fiir alle K-Vektorraume E und F existiert ein Tensorprodukt
(T,7) von E und F. Ist auch (S, o) ein solches, so existiert ein
Isomorphismus «: T — S von K-Vektorrdumen derart, dass
QdOoOT =o0.
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Freie K-Vektorraume sind mitunter ein nitzliches Hilfsmittel.

Definition 26.3 (Freier K-Vektorraum iiber X)

Ist X eine Menge, so schreiben wir

KX)

fiir die Menge aller Funktionen f: X — K derart, dass

{x € X: f(x) # 0} endlich ist. Dann ist K(X) ein Untervektorraum
des K-Vektorraums KX aller Funktionen f: X — K. Fiir x € X
schreiben wir X fiir die Funktion

1 wennx=y

x: X = K, yr—>{0 wenn x # y.

Offenbar ist £ € KX,

Wiederholung: Eine maximale linear unabhiangige Teilmenge B
eines K-Vektorraums E wird Basis von E genannt.

Fiir jede Basis B von E ist spank(B) = E.
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Géabe es namlich ein v € E auBerhalb des Spanns, so wire auch
B U {v} linear unabhéngig (Widerspruch!). In der Tat: Ist

tv+tiby +---+tyb, =0

mit n € N, paarweise verschiedenen by, ..., b, aus B und Skalaren
t,t1,...,tn € K, so muss t = 0 sein (da wir sonst nach v auflésen
konnten und v in spany(B) ware) und folglich t; =--- =t, =0.

Ist B eine Basis von E, so ist jedes v € E von der Form

V:thb

fiir genau ein (tp)pes € K(B).

Da v € spany(B), ist v eine solche Linearkombination. Ist

Y obestbb =D pcp Spb, soist Y-, g(ts — sp)b = 0, folglich

tp — sp = O fiir alle B (wegen der linearen Unabhingigkeit von B)
und somit tp = sp.
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Beispiel 26.4

B := {%: x € X} ist eine Basis fiir K(X),

Ist & C X eine endliche Teilmenge und
d t&k=0
xXED
mit tx € K fiir x € ®, so haben wir an der Stelle y € ®
0=> t&(y)=t.
xXED

Also sind alle t, = 0 und somit {X: x € ®} linear unabhangig.
Folglich ist B linear unabhingig. Fiir jedes f € K(X) mit f ¢ B ist

f= Z f(x)% € spank(B), also 1-f + Z(—f(x)))? =0.

xeX xeX

Somit ist B U {f} nicht linear unabhingig. Folglich_ist B maximal.

Prof. Dr. Helge Gléckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Ist B C E eine Basis und (yp)pcp eine Familie von Vektoren eines
K-Vektorraums F, so gibt es genau eine lineare Abbildung
a: E — F derart, dass a(b) =y, fiir alle b € B.

Beweis: Es ist notwendig a(ZbeB tbb> = bep toyp fiir alle

(th)peB € K(B) und umgekehrt definiert dies ein o mit den
gewiinschten Eigenschaften. [J

Beweis von Satz 26.2. Es sei B eine Basis von E und C eine
Basis von F. Wir zeigen, dass T := K(BXC) ein Tensorprodukt
von E und F ist zusammen mit der bilinearen Abbildung

7 ExF — K(BxC), (Z tbb,Zscc) — Z tpsc(b, c)".
(

beB ceC b,c)eBxC

Beachten Sie, dass 7(b, ¢) = (b, c)" fiir alle (b,c) € Bx C
(dadurch ist die bilineare Abbildung 7 auch festgelegt). Ist

B: E x F — Y eine bilineare Abbildung in einen K-Vektorraum Y/,
so gibt es nach Beispiel 26.4 und Lemma 26.5 genau eine
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lineare Abbildung 5: T — Y derart, dass
B((b,c)") = B(b,c) fiiralle (b,c) € B x C.
Firallex =), .gtsb€ Eund y € Y . scc € F gilt dann
Brtey) = Y tose flr(b.c) = Blx.y).
(b,c)eBxC “
’ :,B(b,C)
Also ist S o7 = . Ist auch a: T — Y eine lineare Abbildung mit
aoT =pf, soist
B(b, ) = alr(b,c)) = a((b, c)")

fiir alle (b, c) € B x C und somit o = 3 wegen der Eindeutigkeit in

Lemma 26.5. Also ist (T, 7) ein Tensorprodukt von E und F. Ist
auch (S, 0) ein solches, so gibt es eindeutige lineare Abbildungen

7:S—=Tundo: T—S

derart, dass Too =7 und 6 o7 = o¢. Dann sind To & und idt
lineare Abbildungen von T nach T derart, dass

(Tod)oT=Too=1
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und
idror =1.

Wegen der Eindeutigkeitsaussage fiir die induzierte lineare
Abbildung in der Definition des Tensorprodukts (T, 7) ist also
Too =idt. Analogist 5o T =idg, also5: T — S ein
Isomorphismus von Vektorrdaumen mit (5)~! = 7. [J

Definition 26.6
Wir schreiben kiinftig E ®x F fiir ein Tensorprodukt von E und F
und

®R:ExF—=E®kF, (x,y)—>xQ®y

fiir die zugehorige bilineare Abbildung. Elemente der Form x ® y
werden elementare Tensoren genannt. Wir bendtigen
Tensorprodukte nur fiir K € {R,C} und schreiben einfach E @ F
statt E ®k F.

Warnung: In der Algebra schreibt man abweichend eher
M® N = M ®z N fir Z-Moduln M und N.
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Bemerkung 26.7

Ist B eine Basis von E und C eine Basis von F, so bilden die
Vektoren b ® c fiir (b, c) € B x C ist eine Basis fiir E® F.

Die obige Konstruktion liefert dies fiir ein Tensorprodukt und da
alle kanonisch isomorph zueinander sind, gilt dies in allen.

Definition 26.8

Gegeben lineare Abbildungen a: E1 — F1 und B: E — F»
zwischen K-Vektorraumen ist

EExE—FR®FR, (xy)=alx)B(y)
eine bilineare Abbildung; also existiert genau eine lineare Abbildung

a®RB:E1QE — FL® F

derart, dass (a® B)(x®y) = a(x) ® B(y) fiir alle (x,y) € E1 X E;.
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Sind « und g injektiv, so auch a ® . Sind « und (3 surjektiv, so
auch a ® f.

Beweis. Ist B eine Basis fiir E1, so ist a(B) eine linear
unabhingige Teilmenge von F; und lisst sich zu einer Basis B’ von
F1 ergdnzen (in Beispiel 15.10 kann man M ersetzen durch die
Menge aller linear unabhangigen Teilmengen S, die eine gegebene
linear unabhangige Teilmenge enthalten). Ist C eine Basis fiir Ej,
so erganzen wir ebenso 3(C) zu einer Basis C’ von F,. Dann
bilden die Vektoren x ® y fiir (x,y) € B’ x C’ eine Basis von

F1 ® F». Folglich sind die Vektoren

(@@ B)(b®c) = a(b) ® B(c)
fiir (b,c) € B x C linear unabhingig. Gegeben z € ker(a ® f3) gibt

es eindeutige t, . € K, die alle bis auf endlich viele verschwinden,
mit z = Z(b7c)€BXc the b® c. Aus

0=(a®B)(2)= >  trcal(b)®s(c)

(b,c)eBxC
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folgt tp . = O fiir alle (b,c) € B x C, somit z=0. Also ist « ® 3
injektiv.

Sind « und 3 surjektiv, so finden wir fiir jedes (y1,y2) € F1 X F
ein (x1,x2) € E1 X Ex mit a(x1) = y1 und S(x2) = y», also

(a® B)(x1 ®x2) = y1 ® yo.

Das Bild von a@ ® 8 enthilt also alle elementaren Tensoren. Da das
Bild ein Untervektorraum ist, enthilt es den Spann der Menge der
elementaren Tensoren, also F; ® F>. O

Ist X ein topologischer Raum und (E, || - ||g) ein normierter Raum,
so schreiben wir C(X, E)sin € C(X, E) fiir den Untervektorraum
aller stetigen Funktionen f: X — E derart, dass spang(f(X))
endlich-dimensional ist. Fiir f € C(X,K) und v € E schreiben wir
voriibergehend f(-)v fiir die Funktion

f()v: X = E, x~ f(x)v.
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Beispiel 26.10

Es ist C(X, E)fin ein Tensorprodukt von C(X,K) und E,
zusammen mit der bilinearen Abbildung

C(X,K) x E — C(X, E)fn,  (f,v) > f()v.

Es gibt namlich genau eine lineare Abbildung
«: C(X,K) QK E — C(X,E)ﬁn

derart, dass a(f ® v) = f(-)v fiir alle (f,v) € C(X,K) x E. Wie in
Lemma 24.2 (b) sieht man, dass « surjektiv ist. Sei nun

z € ker(a). Wir wahlen eine Basis B fiir C(X,K), eine Basis C
fir E und schreiben z = Z(b’C)GBXc tp,c b® c, wobei die t, . € K
fast alle verschwinden. Dann ist also

0= > tyeb()c

(b,c)eBxC

und somit fiir jedes x € X
0=>" <Z tb,cb(x)> c,
beB

ceC
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woraus ), tp cb(x) = 0 folgt fiir jedes ¢ € C. Fiir jedes c € C

ist also
D theb=0
beB

und somit t, . = O fiir jedes b € B. Somit ist z = 0 und « injektiv,
also bijektiv. [

Bemerkung 26.11

Man kann also C(X, E)fin = C(X,K) ® E schreiben und f ® v
statt f(-)v wie in §24.

Ist X eine Menge und E ein K-Vektorraum, so sei EX der
Vektorraum aller Funktionen f: X — E und (EX)g, der
Untervektorraum

(EX)gin = {f e EX: spang(f(X)) ist endlich-dimensional }.

Analog zum Vorigen sieht man, dass die durch f @ v — f(-)v
eindeutig festgelegte lineare Abbildung KX ® E — (EX)s, eine
Bijektion ist. Also gilt:
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Beispiel 26.12

Es ist (EX)gin = KX ® E, zusammen mit der bilinearen Abbildung
KX x E = (EX)gin, (f,v) = f()v.

Sind X und Y topologische Raume, so ist die Abbildung
C(X,K)xC(Y,K) = C(XxY,K), (f,g)— ((x,y) = f(x)g(y))

bilinear, es gibt also eine eindeutige lineare Abbildung

a: C(X,K)® C(Y,K) - C(X x Y,K) derart, dass

o & g) = ((x,y) = F(x)g(y)) fir alle

(f,g) € C(X,K) x C(Y,K). Die Abbildung « ist injektiv, denn sie
ist eine Einschriankung der entsprechenden Abbildung

B: KX @ KY — KX*Y: es geniigt also, zu zeigen, dass 3 injektiv
Ist.
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Nun ist aber die lineare Abbildung

O KXY — (KV)X, fe fY
mit £V (x)(y) := f(x, y) bijektiv, da

v (KX - KXY, g gt
mit g™(x,y) := g(x)(y) die Umkehrfunktion ist (wir benutzen also
das “Exponentialgesetz’ KX*Y = (KY)X). Es geniigt folglich, zu
zeigen, dass @ o 3 injektiv ist. Dies aber ist die Abbildung

K*®K" = (K'), fog~f()s,

die nach der Begriindung von Beispiel 26.12 injektiv ist.
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Beispiel 26.13

Fortan bezeichne f ® g: X x Y — K die Abbildung
(x,y) — f(x)g(y).- Nach dem Vorigen ist

im(a) = spang{f ® g: (f,g) € C(X,K) x C(Y,K)}

ein Tensorprodukt C(X,K) ® C(Y,K) mit der bilinearen
Abbildung C(X,K) x C(Y,K) — im(«a), (f,g) — f ® g.

Definition 26.14
Sind (E, || - ||g) und (F,| - ||F) normierte Rdume, so schreiben wir

L(E, F)gin :={a€L(E,F):dimg(a(E))<oc}=L(E, F)NC(E, F)fin

fiir den Untervektorraum L(E, F)in € L(E, F) der stetigen
linearen Operatoren von endlichem Rang.
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Beispiel 26.15

Es ist L(E, F)fin = E' ® F, zusammen mit der bilinearen Abbildung
E'x F— L(E,F)tin, (A v) = A()v
mit A(-)v: E — F, x = A(x)v.

Die Abbildung E' x F — L(E, F)fin, (A, v) — A(-)v ist namlich
bilinear, somit gibt es genau eine lineare Abbildung
a E'®F — ﬁ(E’, F)ﬁn

derart, dass a(A ® v) = A(+)v fiir alle A € E' und v € F. Wie im
Beweis von Lemma 24.2 (b) sieht man, dass « surjektiv ist. Nun ist
aber « eine Einschrankung der durch f ® v — f(-)v festgelegten
linearen Abbildung

C(E,K)® F — C(E, F),
die nach Beispiel 26.10 injektiv ist. Also ist « injektiv, somit

bijektiv und ergo ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Also ist
L(E, F)in ein Tensorprodukt mit der bilinearen Abbildung ao®. O
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Résumé. Wir haben Tensorprodukte iiber ihre universelle
Eigenschaft eingefiihrt und folgende Beispiele kennen gelernt:

C(X7E)fin = C(X,K) ® E;
C(X,K)® C(Y,K) C C(X x Y,K);

,C(E, F)ﬁn =E'®F
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§27 Netze in der Topologie

In diesem Kapitel wiederholen und vertiefen wir Grundbegriffe der
Topologie. Als einen neuen Begriff lernen wir Netze kennen und
einige ihrer Anwendungen in der Topologie.

Zur Erinnerung:
Definition 27.1

Eine Topologie auf einer Menge X ist eine Menge O von
Teilmengen von X derart, dass gilt:

(a) e O und X € O;

(b) Furalle U,V eOist UNV € O;

(c) Fiir jede Familie (V})je, von Mengen V; € O ist |, V; € O.
Eine Teilmenge U C X wird offen genannt, wenn U € O. Ist O
eine Topologie auf X, so nennt man (X, Q) einen topologischen
Raum. Eine Teilmenge A C X wird abgeschlossen genannt, wenn
X\ A offen ist.

Es sind also () und X offene Mengen; der Durchschnitt von zwei
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(und somit endlich vielen) offenen Mengen ist offen; und beliebige
Vereinigungen offener Mengen sind offen. Ubergang zu
Komplementen zeigt: () und X sind abgeschlossen; Vereinigungen
endlich vieler abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen; und
Njes Aj ist abgeschlossen fiir jede Familie (A;);c; abgeschlossener
Mengen A; mit J # (.

Definition 27.2

Ist (X, O) ein topologischer Raum und x € X, so nennt man eine
Teilmenge U C X eine Umgebung von x (oder x-Umgebung),
wenn eine offene Teilmenge V C X existiert mit x € V C U. Der
topologische Raum heiBt Hausdorffsch, wenn fiir alle x, y € X mit
x # y eine x-Umgebung U und eine y-Umgebung V existieren mit
unv=290.

Jede x-Umgebung enthilt per Definition eine offene x-Umgebung.
Auch die disjunkten Umgebungen U und V der
Hausdorff-Eigenschaft kdnnen daher stets offen gewahlt werden.
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Beispiel 27.3

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist

O :={UCX: (Vx € U)(Ze > 0) B.(x) C U}

eine Topologie auf X. Fiir alle x € X und € > 0 ist B:(x) € O. Die
Topologie ist Hausdorffsch, da B.(x) N B-(y) = 0 fiir alle x # y
in X, mit € := d(x,y)/2.

Definition 27.4

Eine gerichtete Menge ist eine partiell geordnete Menge (/, <)
derart, dass | # () und fiir alle /,j € | ein k € | existiert derart, dass

| \

i<k und j<k

(d.h. {/,j} hat eine obere Schranke k in /).

Per Induktion finden wir dann fiir alle i1, ...,i, € | ein k € | mit
fi,...,in < k (d.h. jede endliche Teilmenge von / hat eine obere
Schranke).
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Definition 27.5

Ein Netz in einer Menge X ist eine Familie (x;);e; von Elementen
xi € X, wobei (/, <) eine gerichtete Menge ist.

Beispiel 27.6

Jede nicht leere, total geordnete Menge ist eine gerichtete Menge,
also z.B. N mit der iiblichen Totalordnung <. Jede Folge (xn)nen
ist insb. ein Netz.

| A

Beispiel 27.7

Ist (X, O) ein topologischer Raum und x € X, so schreiben wir
Ux(X) fiir die Menge aller x-Umgebungen in X. Man nennt U, (X)
den Umgebungsfilter von x. Schreiben wir U < V wenn V C U, so
wird Uy (X) zu einer gerichteten Menge.

| \

\

Es ist namlich X € Uy (X) und sind U, V € Uy(X), so ist
UNV el (X)und UNV C U sowie UNV C V, also
u<unvVundV<UNYV.
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Definition 27.8

Es sei (X, Q) ein topologischer Raum und x € X. Wir sagen, ein
Netz (x;)ic/ in X konvergiert gegen x (und schreiben x; — x),
wenn fiir jede x-Umgebung U ein j € | existiert derart, dass

x; e U firalleiel miti>].

Das Netz heiBt konvergent, wenn es gegen ein x € X konvergiert.

Beispiel 27.9

Eine Folge (xn)nen in einem topologischen Raum X konvergiert
also genau dann gegen x € X, wenn

(VU € Uy(X))(BN € N)(Vn > N) x, € U.

N

Satz 27.10

Ein topologischer Raum (X, Q) ist genau dann Hausdorffsch, wenn
in X jedes konvergente Netz (x;);c/ einen eindeutigen Grenzwert
besitzt.

A\
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Wir schreiben dann
lim x;
fiir diesen Grenzwert.
Beweis. Konvergiert ein Netz (x;);c; sowohl gegen x € X als auch

gegen y € X mit y # x, so gibt es fiir jede Umgebung U von x
und jede Umgebung V von y ein j € | derart, dass

xie U fiuralleielmiti>j

und ein k € | derart, dass x; € V fiir alle i > k. Da (/, <) gerichtet
ist, existiert ein £ € | derart, dass j < £ und k < £. Dann gilt

xxelUnvVv

und somit UN V # (J; also ist X nicht Hausdorffsch. Ist umgekehrt

X nicht Hausdorffsch, so gibt es x # y in X derart, dass

UnNV #0 fir alle U € Uy(X) und V € U, (X). Wir ordnen
I'={UNV:UeclU(X), Vel (X)}

partiell, indem wir genau dann U; N Vi < Uy NV, schreiben, wenn
U, N Vo, C Uy N V4. Dannist (1, <) gerichtet. Da W # ()
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fiir jedes W = UNV € [, kdnnen wir ein xy € W wéhlen. Fiir
jede x-Umgebung U (= UNX € /) gilt firalle W € I mit U< W

xw € W C U,
also xyy — x. Analog gilt x,y — y. Somit sind Grenzwerte nicht
eindeutig. [
Definition 27.11

Es sei X ein topologischer Raum. Der Abschluss M einer
Teilmenge M C X ist definiert als der Durchschnitt

W::ﬂA

ACX abg.
mit MCA

aller abgeschlossenen Mengen, die M enthalten.

Also ist M die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die M
enthalt.
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Satz 27.12

Es sei X ein topologischer Raum und M C X eine Teilmenge. Fiir
x € X sind aquivalent:

(a) x e M;
(b) UNM # 0 fiir alle U € Uy(X);
(c) Es existiert ein Netz (x;)jes in M derart, dass x; — x in X.

v

Beweis. (a)=-(b), also =(b)= —(a): Ist M N U = { fiir ein

U € Uy(X), so gibt es eine offene x-Umgebung V mit V C U.
Dann ist auch MNV =0, also X \ V eine abgeschlossene
Teilmenge von X mit M C X'\ V, somit M C X \ V, folglich
MnNV =0 und somit x & M.

(b)=-(a), also =(a)= —(b): Ist x € X \ M, so ist U := X \ M eine
offene Umgebung von x mit UN M = ().

(b)=-(c): Fiir jedes U € Uy(X) =: | existiert ein xy € UN M.
Dann ist (xy)uer ein Netz in M und xy — x, da YU € Uyx(X)

xy € VCU fiuralleVelmitU<YV.
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(c)=(b): Sind x; € M mit x; — x, so existiert fiir jedes U € U, (X)

ein Element j der gerichteten Indexmenge derart, dass x; € U fiir
alle i > j. Insb. ist x; € U. Da x; € M, ist also UNM # (. O

Definition 27.13

Es sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge D C X heiBt
dicht, wenn D = X.

Lemma 27.14

Eine Teilmenge D eines topologischen Raums X ist genau dann
dicht, wenn UND #0 fiir jede nicht leere, offene Teilmenge U C X.

| A

Beweis. Ist D dicht und U wie im Lemma, so sei x € U. Dann ist
U eine x-Umgebung und x € X = D impliziert U N D # ) (siehe
(a)=(b) in Satz 27.13). Sei umgekehrt U N D # {) fiir jede nicht
leere, offene Teilmenge U C X. Ist x € X und U eine
x-Umgebung, so enthalt U eine offene x-Umgebung V. Da V offen
und nicht leer ist, ist V N M # (), folglich auch UN M # () und
somit x € M, nach (b)=-(a) in Satz 27.13. [J
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Wir haben bereits den Begriff des Abschlusses M wiederholt.

Definition 27.15

Es sei (X, O) ein topologischer Raum und M C X eine Teilmenge.
Das Innere von M ist definiert als die Vereinigung

M° = U 1%

VeO mit
VCM

aller in M enthaltenen offenen Teilmengen von X. Der Rand von
M ist definiert als

OM := M\ M°.

v

Als Vereinigung offener Mengen ist M° offen. Per Konstruktion ist
M?® also die groBte in M enthaltene offene Teilmenge von X.
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Definition 27.16

Es sei (X, O) ein topologischer Raum. Eine Menge B C O von
offenen Teilmengen von X wird eine Basis der Topologie genannt,
wenn jede offene Menge eine Vereinigung von Basismengen ist, also
(Weo)y@MCB) U= [] V.
veM

Oder aquivalent: Zu jeder offenen Teilmenge U C X existiert eine
Familie (V})jes von Mengen V; € B derart, dass U = (¢, V}.
Satz 27.17

Eine Menge B von Teilmengen einer Menge X ist genau dann eine
Basis einer Topologie O auf X, wenn gilt:

(B2) Fiir alle U,V € Bund x € UN V existiert ein W € B derart,
dassx € Wund WC UNV.

Die Topologie O ist dann eindeutig durch B festgelegt; es ist
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Bemerkung 27.18

Bedingung (B2) ist insbesondere dann erfiillt, wenn gilt:
(B2)'Firalle U,V eBist UNV € B.

Beweis von Satz 27.17. Existiert O, so ist die rechte Seite
von (1) Teilmenge von O, das jede Menge V € B offen ist und
Vereinigungen offener Mengen offen sind. Per Definition einer
Basis ist zudem jedes U € O eine Vereinigung von Basismengen,
somit ein Element der rechten Seite. Also gilt (1); insbesondere
ist O eindeutig festgelegt.

Existiert O, so muss X als offene Menge eine Vereinigung von
Basismengen sein; also gilt (B1). Weiter sind dann alle
Basismengen offen; gegeben U, V € B ist somit auch U N V offen,
also

unv=J w

weM

fiir eine Teilmenge M C W. Jedes x € UN V ist dann in einem
W € M enthalten und W C U V. Also gilt (B2).
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Sind (B1) und (B2) erfiillt, so definieren wir O durch (1). Wegen

(B1) ist dann X € O und zudem ist § = J,,y V € O. Sind
Uj € O, so gibt es Teilmengen M; C B mit U; = UVEMJ V. Mit

M :=J;c, M; ist dann UUJ: U v,

jed vem
also UjeJ Uj € O. Sind Uy, U € O, so gibt es M; C B mit
Up=Uven, V fiirj € {1,2}. Sei M :={W € B: W C U1 N Ua}.
Fiir jedes x € Uy N Us existieren V; € M; mit x € V; fiir j € {1,2}.
Nach (B2) gibt es ein W € B mit x € W C Vi N V. Dann ist
W C Ui N U und somit W € M; zudem ist x € W. Wir schlieBen,

dass Uinut C U W.
wemM
Die die Vereinigung per Definition von M such eine Teilmenge der

linken Seite ist, folgt Uy N Uz = Jyyepy W. Also ist Uy N U2 € O.
Wir haben gezeigt, dass O eine Topologie ist. Fiir jedes U € B ist
U=Uvequy V € O. Weiter ist per Definition von O jede offene

Menge eine Vereinigung von Mengen aus B. Also ist B3 eine Basis
fur O. O
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Satz 27.19
Sind (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Raume, so ist

B:={UxV:U€ecOx, VeOy}

eine Basis fiir eine Topologie O auf X x Y. Sind (X, Ox) und
(Y, Oy) Hausdorffsch, so auch (X x Y,0).

Man nennt O die Produkttopologie auf X x Y. Wenn nichts
anderes gesagt wurde, versehen wir X x Y immer mit der
Produkttopologie.

Beweis. Es ist X x Y € 3, also X x Y eine Vereinigung von
Mengen aus B. Also gilt (B1). Sind U, V € B, so existieren

Ui, Us € Ox und Vi, V, € Oy derart, dass U = U; x Vi und

V =U, x Vo. Dannist Uy N Uy € Ox und V; NV, € Oy, folglich

UﬁV:(U1XU2)X(V1XV2)€B.

Es gilt also Bedingung (B2)" und somit auch (B2). Nach
Satz 27.17 ist B also eine Basis fiir genau eine Topologie O auf X.



Sind X und Y Hausdorffsch, so seien (x;,y;) € X x Y fiir

J € {1,2} mit (x1,y1) # (x2,y2). Dann gilt x; # x> oder y1 # y»;
wir diskutieren den ersten Fall (der zweite lasst sich analog
behandeln). Sei also x; # xp. Da X Hausdorffsch ist, gibt es eine
offene x;-Umgebung U; C X und eine offene xo-Umgebung

U, C X derart, dass U; N U, = (. Dann sind

U xY und Uy xY

offene Umgebungen von (x1, y1) bzw. (x2,y2) in (X x Y, O) und
es gilt

(Ul X Y)ﬂ(UQ X Y):(UlﬂUz)x Y:@.
Also ist (X x Y, Q) Hausdorffsch. O

Ein topologischer Raum X ist genau dann Hausdorffsch, wenn die

Di |
lagonale Ax = {(X,X)Z XGX}

in X x X abgeschlossen ist.

Hierbei ist X x X mit der Produkttopologie versehen.
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Beweis. Ist X Hausdorffsch, so gibt es fiir jedes
(x,y) € (X x X)\ Ax eine offene x-Umgebung U und eine offene
y-Umgebung V in X derart, dass U N V = () und somit

(UX V)ﬁAX:(D.

Also ist (x,y) € U x V C (X x X)\ Ax =: W, somit
(x,y) € We. Also ist W = W?, somit W offen und
(X x X)\ W = Ax abgeschlossen.

Ist umgekehrt Ax abgeschlossen, so ist W := (X x X) \ Ax offen.
Fir alle x,y € X mit x # y ist (x,y) € W, es gibt also offene
Teilmengen U,V C X mit (x,y) € U x V C W. Dann ist U eine
x-Umgebung, V eine y-Umgebung und UN V = (), da

Ux Ve (X xX)\Ax. Also ist X Hausdorffsch. OJ

Definition 27.21

Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen
(X,0x) und (Y,Oy) heiBt stetig, wenn Urbilder offener Mengen

ffen sind, d.h.
oren si (VU € Oy) FY(U) € Ox.
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Ist x € X und f~(U) eine x-Umgebung in X fiir jede
f(x)-Umgebung U in Y, so wird f stetig an der Stelle x genannt.

Ubergang zu Komplementen zeigt: f ist genau dann stetig, wenn
das Urbild f~1(A) in X abgeschlossen ist fiir jede abgeschlossene
Teilmenge A von Y.

Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Rdumen
(X,0x) und (Y,Oy) ist genau dann stetig, wenn sie an jeder
Stelle x € X stetig ist.

Beweis. Ist f stetig, x € X und U C Y eine Umgebung von f(x),
so ist U° eine offene f(x)-Umgebung in Y und somit

f1(U°)

eine offene x-Umgebung. Wegen f~1(U) D f~1(U°) ist also auch
f~(U) eine x-Umgebung, somit f stetig an der Stelle x.
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Ist £ an jeder Stelle stetig und U eine offene Teilmenge von Y, so
ist fiir jedes x € f~1(U) die Menge U eine offene Umgebung von
f(x) und folglich f~1(U) eine x-Umgebung in X, also
x € (FY(U))°. Also ist f~1(U) = (F~1(U))° offen. O

Eine Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Raumen ist
genau dann stetig an einer Stelle x € X, wenn f(x;) — f(x) fiir
jedes Netz (x;)ies in X mit x; — x.

Beweis. Sei f stetig an der Stelle x und (x;);es ein Netz in X mit
x; — x. Dann ist (f(x;));c; ein Netz in Y. Ist V C Y eine
Umgebung von f(x), so ist f~1(V/) eine x-Umgebung. Da x; — x,
existiert ein j € | derart, dass x; € f~1(V) fiir all i > j. Somit ist
f(x;) € V fiir alle i > j. Folglich gilt f(x;) — f(x). Ist f an der
Stelle x unstetig, so gibt es eine Umgebung V von f(x) in Y
derart, dass f~1(V) keine x-Umgebung ist. Fiir jede x-Umgebung
U C X ist also U nicht in f~1(V) enthalten und es existiert somit
ein xy € U\ f~1(V). Folglich ist f(xy) € V. Dann ist (xu)vetr(x)
ein Netz in X und konvergiert gegen x, weil fiir jede x-Umgebung
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ucx
xw eWCU

gilt fiir alle W € Uy (X) mit W > U, also W C U. Da f(xy) ¢ V
fiir alle U € Ux(X), konvergiert (f(xu))ueu,(x) nicht gegen f(x).

Es seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Rdume und
f,g: X — Y stetige Abbildungen. Gilt f|p = g|p fiir eine dichte
Teilmenge D C X und ist Y Hausdorffsch, so ist f = g.

Beweis. Gegeben x € X = D gibt es nach Satz 27.12 ein Netz
(xi)ies in D mit x; — x. Da f und g stetig sind und Grenzwerte
in Y eindeutig sind (Satz 27.10), folgt

f(x) =lim f(x;) = g(x). O
i€l N~
=g(xi)

Ein alternativer Beweis ohne Netze wird nach Satz 27.27 gegeben.
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Sind f: X — Y und g: Y — Z stetige Abbildungen zwischen
topologischen Raumen, so ist auch go f: X — Z stetig. Ist f
stetig an einer Stelle x € X und g stetig an der Stelle f(x), so ist
g o f stetig an der Stelle x.

Beweis. Es geniigt, die zweite Aussage zu zeigen. Sei V C Z eine
Umgebung von (g o f)(x) = g(f(x)). Da g an der Stelle f(x)
stetig ist, ist g~ 1(V) eine Umgebung von f(x) in Y. Da f an der
Stelle x stetig ist, ist somit f~1(g~1(V)) eine Umgebung von x

in X. Also ist (g o f)71(V) = f1(g71(V)) eine x-Umgebung und
somit g o f stetig an der Stelle x. [J

Es seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Rdume und f: X — Y
eine Abbildung. Ist f=1(V) offen in X fiir offenen Mengen V C Y
in einer Basis B fiir die Topologie auf Y, so ist f stetig.

Beweis. Sei f 1(V) € Ox fiir alle V € B. Ist U C Y offen, so gibt
es eine Teilmenge M C B mit U = ¢y, V. Dann.ist
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FHU) = Uyem F (V) offen in X als Vereinigung offener
Mengen. Also ist f stetig. U
Satz 27.27

Es seien X7, X5 topologische Raume und X := X; x X, versehen
mit der Produkttopologie. Dann gilt:

(a) Die Projektion pri: X1 x Xa — Xj, (x1,x2) > X; ist stetig fiir
alle j € {1,2}.

(b) Fiir jeden topologischen Raum Y ist eine Abbildung
f=(f,fk): Y — X1 x Xz genau dann stetig, wenn die
Komponenten fi: Y — X; und f: Y — X, stetig sind.

(c) Fiir jedes xp € X3 ist die Abbildung iy, : X1 — X,
x1 — (x1, x2) stetig. Fiir jedes x; € Xy ist jiu : Xo — X,

Xo > X1,X2) stetig.

(
Beweis. (a) Fiir alle offenen Teilmengen U C X ist
(pr1)~Y(U) = U x Xy eine Basismenge und somit offen, Also ist
pr; stetig. Analog ist pr, stetig.
(b) Ist f stetig, so sind auch fy = pry of und f,. = pr, of -stetig.
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Seien fi und f; stetig. Damit f stetig ist, brauchen wir nur
Offenheit von f~1(U) nachzuweisen fiir U in der Basis B aller
offenen Kastchen in X7 x X5. Seien U; € X; und U, C X5 offen.

Dannist  c1(y, x 1) = {xeY:(A(x),h(x) € U x U}
{x € Y: fi(x) € Uy und fa(x) € Us}
offen in Y. = (A)' (L) N (R) (L)

(c) Die erste Komponente von iy, ist idx, : X1 — X1, x1 — x1, also
stetig. Die zweite Komponente von iy, ist die konstante Funktion
X1 — Xo, x1 — xo, also ebenfalls stetig. Nach (b) ist iy, stetig.
Analog ist fiir jedes x; € X; die Funktion jy, stetig. U

Zweiter Beweis fiir Satz 27.24. Da f und g stetig sind, ist auch
(f,g): X =Y XY, x— (f(x),g(x)) stetig. Da Y Hausdorffsch
ist, ist die Diagonale Ay in Y X Y abgeschlossen, somit

A= {x € X: f(x) = g(x)} = (f.g) " (Av)
eine abgeschlossene Teilmenge von X. Per Voraussetzung ist
D C A, somit X =D C A, also A= D und somit f(x) = g(x) fiir
alle x e X.
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Es seien X und Y topologische Raume und (x,y) € X x Y. Fiir
ein Netz (x;, yi)ic; in X X Y sind dann &quivalent:

(a) (xi,yi) = (x,y) in X x Y, versehen mit der Produkttopologie.
(b) i > xin X und y; > yin Y.

Beweis. Aus (x;,y;) — (x, y) folgt wegen der Stetigkeit von
pri: X X Y = X, dass

xi = pri(xi, yi) = pri(x,y) = x.
Analog folgt y; — y. Gilt umgekehrt x; — x und y; — y, so sei

U C X x Y eine Umgebung von (x, y). Per Definition der
Produkttopologie gibt es offene Mengen V C X und W C Y mit

(x,y) € V x W C U°.

Da x; — x, gibt es ein j € | derart, dass x; € V fiir alle i > j. Da
yi — y, gibt es ein k € [ derart, dass y; € W fiir alle i > k. Da |
gerichtet ist, gibt es ein £ € [ derart, dass j < £ und k < £. Fiir alle
i€l miti>/{giltdann x; € V und y; € W, somit
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(xi,yi) € V x W C U. Also konvergiert das Netz (x;, yi)ic/ gegen
(x,y)- O

Es seien X sowie Y topologische Radume und M C X, NC Y
Teilmengen. Sei M C X und N C Y der Abschluss. Dann gilt fiir
den Abschluss von N x M in X x Y

MxN=MxN.

Beweis. Seien 0.B.d.A. M # () und N # (). Die Menge

pr; }(M) = M x Y ist abgeschlossen und enthilt M x N; folglich

ist M x M C M x Y. Analog ist M x N C X x N und somit
MxNC(MxY)N(XxN)=MxN.

Fiir alle x € M und y € N gibt es ein Netz (x;);jc/ in M mit x; — x

in X. Nach Satz 27.28 gilt dann (x;,y) — (x,y). Folglich ist

(x,y) € M x N und somit M x N C M x N. Gegeben

(x,y) € M x N existiert ein Netz (y;);cs in N mit y; — y. Dann

gilt (x,yi) = (x,y) und somit (x,y) € M x N, da (x,y;) € M x N

firalleie /. O
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Definition 27.30

Ein topologischer Vektorraum ist ein K-Vektorraum E, zusammen
mit einer Topologie O auf E, welche die Addition

ExE—E, (x,y)—=x+y
und die Multiplikation
KxE—=E, (z,x)— zx

zu stetigen Abbildungen macht. Hierbei sind E X E und K x E mit
der Produkttopologie versehen.

v

Beispiel: Jeder normierte Raum (E, || - ||) kann als topologischer
Vektorraum betrachtet werden (versehen mit der mittels der Norm
definierten Topologie); vgl. Lemma 2.1.
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Induzierte Topologie

Ist (X, O) ein topologischer Raum und Y eine Teilmenge von X,
so ist

Oy ={UnY:Ucec0O}

eine Topologie auf Y.

Man rechnet direkt die Axiome einer Topologie nach fiir Oy.

Definition 27.32

Man nennt Oy die auf Y induzierte Topologie oder Spurtopologie.
Die Mengen V € Oy werden relativ offen genannt oder einfach
offen in Y. Die abgeschlossenen Mengen des topologischen Raums
(Y, Oy) werden relativ abgeschlossen genannt oder einfach
abgeschlossen in Y. Wird nichts anderes gesagt, so versehen wir
Teilmengen stets mit der induzierten Topologie.
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Eine Teilmenge A C Y ist genau dann relativ abgeschlossen, wenn
A= BNY mit einer abgeschlossenen Menge B C X. Ist (X, O)
Hausdorffsch, so auch (Y, Oy).

Bemerkung 27.33

Es sei X ein topologischer Raum und Y eine Teilmenge. Man
rechnet sofort nach:

(a) Genau dann ist Y offen in X, wenn jede relativ offene
Teilmenge von Y in X offen ist.

(b) Genau dann ist Y abgeschlossen in X, wenn jede relativ
abgeschlossene Teilmenge von Y in X abgeschlossen ist.

Die induzierte Topologie hat folgende wichtige Eigenschaften:

Es sei X ein topologischer Raum und Y ein Teilmenge von X,
versehen mit der induzierten Topologie. Dann gilt:

(a) Die Inklusion j: Y — X ist stetig.
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(b) Ist Z ein topologischer Raum und f: X — Z eine stetige
Abbildung, so ist auch die Einschrankung f|y: Y — Z stetig.

(c) Ist Z ein topologischer Raum, so ist eine Abbildung f: Z — Y
genau dann stetig, wenn jo f: Z — X, x — f(x) stetig ist.

Beweis. (a) Fiir jede offene Teilmenge U C X ist
Y U)={x € Y:j(x) € Uy =UNY offen in Y, somit j stetig.

(b) fly = f oj ist eine Komposition stetiger Funktionen.

(c) Ist f stetig, so auch die Komposition j o f. Ist j o f stetig und
V eine relativ offene Teilmenge von Y, so ist

V=UnY=;"YU)
fiir eine offene Teilmenge U von X. Also ist
FHV) = fG7HU)) = (o ) HU);

diese Menge ist offen in Z, da j o f stetig ist. Also ist f stetig. [J
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Es sei X ein topologischer Raum, Y C X eine Teilmenge, (yi)ies
ein Netz in Y und y € Y. Dann sind aquivalent:

(a) yi — y in Y, versehen mit der induzierten Topologie.
(b) yi — yin X.

Beweis. (a)=-(b): Es sei j: Y — X die Inklusionsabbildung. Gilt
yi = yinY, so folgt

yi=Jjlyi) = jly) =y in X,
da j stetig ist.
(b)=(a): Gelte y; — y in X. Ist V eine relativ offene y-Umgebung
in Y, so existiert eine offene Teilmenge UC X mit V =UNY.

Dann ist U eine y-Umgebung in X, somit existiert ein k € [ derart,
dass

yi e U firallei el miti> k.

Da auch y; € Y, folgt y; € UN'Y = V fiir alle i > k. Also gilt
yi—yinY. O
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Lemma 27.26

Es seien (X1, O01) und (X2, O>) topologische Rdume und O die
Produkttopologie auf X; x X>. Gegeben Teilmengen Y; C X; fiir
J € {1,2} versehen wir diese mit der von X induzierten
Topologie Oy;. Sei weiter Oy die von O auf der Teilmenge

Y := Y1 x Yo von X := X3 X X, induzierte Topologie. Dann
stimmt Oy iiberein mit der Produkttopologie 7 auf Y7 x Y5,
betrachtet als Produkt der topologischen Raume (Y1, Oy, ) und

(Y2a OYz)'

Beweis. Wir zeigen, dass idy als Abbildung (Y, 7) — (Y,Oy) ein
Homdomorphismus ist (dann ist Oy = T). Sei j: Y — X die
Inklusionsabbildung. Nach Satz 27.34 (c) geniigt es fiir Stetigkeit
von idy zu zeigen, dass j o idy stetig ist. Sind U; C Xj und

U> C X, offene Teilmengen, so ist

(oidy)"H(Urx Up) = (U x Ua)N(Y1x Ya) = (UiNY1)x (UaNY2) € T;

also ist j o idy stetig (siehe Satz 27.26). Weiter ist (idy)~! genau
dann stetig, wenn die Komponenten von (idy)~?! stetig sind
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(Satz 27.27 (b)), also die Projektionen Y7 x Yo — Y; (bzgl. Oy
auf dem Definitionsbereich). Nach Satz 27.34 (c) brauchen wir nur
zu zeigen, dass diese Abbildungen nach X; stetig sind. Dann sind
sie aber Einschrankungen der Projektionen X7 x X5 — Xj und
somit stetig (siehe Satz 27.34 (b) und Satz 27.27 (a)). O

Ist E ein topologischer Vektorraum, so macht die induzierte
Topologie jeden Untervektorraum F zu einem topologischen
Vektorraum.

Beweis. Sei a: E x E — E die stetige Additionsabbildung und

u: K x E — E die stetige Multiplikation mit Skalaren. Dann ist
alpxr: F x F — E stetig beziiglich der induzierten Topologie auf
F x F, die nach Lemma 27.26 mit der Produkttopologie
ibereinstimmt. Da a(F x F) C F, kénnen wir die
Ko-Einschrankung

B=alk . ri FXF—=F, (x,y)~ a(x,y)
bilden und diese ist nach Satz 27.34 (c) stetig. Man beachte, dass 3
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die Additionsabbildung des Vektorraums F ist. Analog sieht man,
dass |k r, die Multiplikation mit Skalaren des Vektorraums F,
beziiglich der Produkttopologie auf dem Definitionsbereich stetig
ist. Also ist F ein topologischer Vektorraum. [J

Teilnetze, Haufungspunkte, Kompaktheit
Definition 27.38

Ein Teilnetz eines Netzes (x;);c; mit gerichteter Indexmenge (/, <)
ist ein Netz der Form (xy(s))aca mit einer gerichteten Menge
(A, <) und einer Funktion X\: A — [ derart,

(Va,be A) a<b = \a) <\(b)

und

(Viel)(3ac A) Aa) > .

Dann gilt A(b) > i fiir alle b > a aus A.

Die Funktion X ist also ordnungserhaltend und hat kofinales
Bild A(A).
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Satz 27.39

Es sei (x;)jcs ein Netz in einem topologischen Raum X. Fiir ein
x € X sind folgende Eigenschaften dquivalent:

(a) (xi)ies hat ein gegen x konvergentes Teilnetz.

(b) Fiir jede x-Umgebung U C X und jedes i € [ existiert ein
J = iin [ derart, dass x; € U.

Sind die dquivalenten Eigenschaften erfiillt, so nennt man x einen
Haufungspunkt des Netzes (x;)ie/.

Beweis. (a)=>(b): Ist (x(a))aca ein gegen x konvergentes Teilnetz
und U C X eine x-Umgebung, so gibt es ein b € A derart, dass

Xxnc) € U fiiralle ¢ > b.

Gegeben i € [ existiert ein a € A mit A(a) > i. Da A gerichtet ist,
existiert ein ¢ € A derart, dass ¢ > a und ¢ > b. Dann ist

Xz(c) € U und A(c) > A(a) > i. Man nehme also j := A(c).
(b)=-(a): Wir setzen
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A:={(U,i) eU(X) x I: x; € U}
und schreiben (U, i) < (V,j), wenn V C U und i <j in /. Diese
Relation macht A zu einer geordneten Menge und A ist gerichtet.
Fiir beliebiges i € I ist namlich (X, i) € A, somit A # (). Sind
(U,0),(V,j) € A, so gibt es, weil | gerichtet ist, ein k € | mit
i < k und j < k. Nach (b) gibt es ein ¢ > k derart, dass
xe e UNV. Alsoist (UNV,¢) € Aundesgilt (U,i) <(UnV,¥)
und (V,j) < (UnV,?).
Die Abbildung ANA=I (Uyi)—i
ist ordnungserhaltend. Gegeben i € [ ist (X, i) € A und
A(X, 1) =1i>i. Somit ist A(A) kofinal in /. Also ist

(Xi)(u,i)eA = (X,\(U,i))(u,i)eA

ein Teilnetz von (x;);¢;. Ist U C X eine x-Umgebung, so sei i € |

beliebig; nach (b) existiert ein j > i mit x; € U. Dann ist also
(U,j) € A. Fiir alle (V, k) > (U,j) ist dann

xX\(v,k) = Xk € V C U. Also konvergiert (xi)u,i)ea gegen x. [
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Definition 27.40

Ein topologischer Raum K heiBt quasikompakt, wenn jede offene
Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Fiir
jede Familie (V})je, offener Teilmengen V; C K mit K = J,c, V;
existiert also eine endliche Teilmenge ® C J mit K = Ujeb V. Ist
K quasikompakt und Hausdorffsch, so wird K kompakt genannt.

Vorsicht, im Englischen andere Konventionen; oft
compact = quasikompakt

compact Hausdorff = kompakt

Ein topologischer Raum K ist genau dann quasikompakt, wenn
jedes Netz in K ein konvergentes Teilnetz besitzt.

Beweis. Angenommen, ein Netz (x;);cs in K besitzt kein
konvergentes Teilnetz. Nach Satz 27.39 hat dann (x;);c; keinen
Haufungspunkt. Somit gibt es fiir jedes x € K eine x-Umgebung
Uy und ein iy € | derart, dass
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(Vi > ix) xi & Uy.
Fiir x € K bilden die Mengen (Uy)® eine offene Uberdeckung von
K. Waire K quasikompakt, so gibe es eine endliche Teilmenge

¢ C K mit K:U(UX)O'

xeP
Da /| gerichtet ist, gibt es eine obere Schranke i fiir {ix: x € ®}.
Fiir jedes x € ® ist dann / > iy und somit x; & Uy. Also ist

xi ¢ | U= K,
xXEP
Widerspruch. Also ist K nicht quasikompakt.

Ist K nicht quasikompakt, so gibt es eine offene Uberdeckung
(Uj)jes von K, welche keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Sei
F die Menge aller endlichen Teilmengen von J. Mit
Mengeninklusion ist F eine gerichtete Menge. Fiir jedes ¢ € F ist

Uu#xk,

jed
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es existiert also ein Element xo € K\ J;c U;- Dann ist (xo)ocr
ein Netz in K. Hatte dieses ein konvergentes Teilnetz und somit
einen Haufungspunkt x € K, so existiert ein i € J mit x € U;. Fiir

alle ® > {j} ware dann
cd

J
also x¢ € K'\ Ujeo Ui € K\ Uj, also x ¢ U;. Somit wére x kein
Haufungspunkt des Netzes, Widerspruch. [J

Cauchy-Netze und Vollstindigkeit
Definition 27.42

Ein Netz (x;)ic/ in einem topologischen Vektorraum E heiBit
Cauchy-Netz, wenn fiir jede 0-Umgebung U C E ein i € | derart
existiert, dass

xj—xx €U firalle j,ke€ /I mitj>iund k> 1i.

Ist (E,|| - ||) ein normierter Raum, so enthilt jede 0-Umgebung
eine e-Umgebung. Also (x;);¢; ist Cauchy-Netz <

(ve > 0)(3i € 1) (%, k = 1) g — xell < .
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Eine Folge (xp)nen in einem topologischen Vektorraum E wird
Cauchy-Folge genannt, wenn sie ein Cauchy-Netz ist, also

(VU € Uo(E)) (BN € N) (Yn,m > N) X, — xm € U.

In einem Banachraum (E, || - ||) ist jedes Cauchy-Netz konvergent.

Beweis. Sei (x;);c/ ein Cauchy-Netz in E. Wir finden eine Folge
ih <ip<---in [ derart, dass fiir jedes n € N

CVES PR
Es gibt namlich ein j; € I derart, dass
(Vi,j= i) |lx—xll <1.
Sind i1 < --- < i, bereits gefunden, so gibt es ein ¢ € J derart, dass
(Vij =€) |xi—xl <1/(n+1).
Da | gerichtet ist, gibt es in | eine obere Schranke i,4+1 fiir {ip, ¢}.
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Dann ist also ip < ipp1 und | x; — xj|| < 1/(n+ 1) fiir alle

i,j > int1. Fir alle N € N gilt fiir alle n,m > N
[1Xi, = Xin || < 1/N, (2)

da iy < ip und iy < ip. Also ist (x;,)nen eine Cauchy-Folge in
(E,|| - ||) und somit konvergent gegen ein x € E. Lassen wir
m — oo in (2), so sehen wir, dass

|xi, — x|| <1/N fiir alle n > N.

Fiir alle ¢ > 0 existiert ein N € N mit 2/N < ¢. Fiir alle / € | mit
i > iy ist dann

1 1
o = Il < i = il + iy — x| < 2+ 5 <=

Also gilt x; — x.
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Definition 27.44

Ein topologischer Vektorraum E heiBt vollstindig, wenn in ihm

jedes Cauchy-Netz konvergiert. Konvergiert jede Cauchy-Folge, so
wird E folgenvollstiandig genannt.

Per Definition ist ein Banachraum (E, || - ||) eigentlich nur
folgenvollstiandig. Jedoch ist er nach Satz 27.43 auch vollstandig.
Monotone Netze in [0, oo]

Wir geben [0, co] die Topologie, die als Basis die iiblichen offenen
Mengen U C [0, oo[ besitzt und die Mengen |R, oo] fiir R > 0.

Es sei (xj)ics ein Netz in [0, 0o, mit einer gerichteten Indexmenge
(1,<). Ist das Netz monoton, also

(Vi,jel) i<j= x <x,
so konvergiert es gegen sup{x;: i € I} € [0, ]

Beweis. Die Aussage ist klar, wenn x; = 0 fiir alle i € /. Andernfalls
ist s :=sup{x;: i € I} > 0. Sei U eine Umgebung von s-in [0, 0o}
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Nach Verkleinern von U diirfen wir annehmen, dass U =]a, b] fiir
ein a € [0, 00[ mit a < s und ein b € [s,00]. Da a < s, existiert ein
i € I mit x; > a. Wegen der Monotonie gilt dann x; > x; > a fiir
alle j > i. Zudem gilt x; < s < b, somit

(Vj>1i) xj€la, bl C U.
Also gilt x; = s. I

Beispiel: Summen von Familien in [0, co]

Ist J eine Menge, so schreiben wir F (oder F(J)) fiir die Menge
aller endlichen Teilmengen ® C J (die via Mengeninklusion
gerichtet ist). Ist (xj)jc, eine Familie von Elementen x; € [0, o0,
so ist (Yjco %) ocr

ein monotones Netz in [0, 00|, somit konvergent gegen

djes X = sup{zjeq,xj: o 6.7-"} in [0, 0]

Nenne ., x; € [0, 00] die Summe der Familie (x;)c, in [0, oc].

Bemerkungen. (a) aus x; < y; folgt > ;c, xi <> i) i
(b) Fiir J C I ist offensichtlich )., x; <> o) xi.
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§28 Summierbare und absolut summierbare Familien

Wir studieren summierbare und absolut summierbare Familien in
Banachrdumen. Erstere werden zum Beispiel benétigt, um
Elemente von Hilbertraumen beziiglich eines vollstandigen
Orthonormalsystems entwickeln zu kdnnen; auch absolut
summierbare Familien in K spielen dann eine Rolle.

Es sei (E,| - ||) ein normierter Raum, / eine Menge, F die Menge
aller endlichen Teilmengen ® C / und (x;);c; eine Familie von
Elementen x; € E. Wir schreiben auch F(/) statt F.

Definition 28.1

Wir nennen (x;);c; eine summierbare Familie, wenn das Netz
(> ico Xi)oer der endlichen Teilsummen konvergiert. Den
Grenzwert

nennen wir dann die Summe der Familie (x;);¢;. Gilt
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> lxill < eo,

i€l

so nennen wir eine Familie (x;);jc; in E absolut summierbar.

Lemma 28.2

In einem Banachraum (E,|| - ||) ist ein Familie (x;);c; von
Elementen x; € E genau dann summierbar, wenn es zu jedem
€ > 0 eine endliche Teilmenge ® C [ gibt derart, dass

ZX,' <eg

iev

fiir jede endliche Teilmenge WV C | mit NV = ().

Beweis. Notwendigkeit der Bedingung: Ist das Netz (3 ;¢ Xi)ocF
konvergent, so ist es insbesondere ein Cauchy-Netz. Gegeben € > 0
gibt es also ein € F derart, dass
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S -3 x| < ey

ie= €O
fir alle =Z,© € F mit ® C = und ¢ C ©. Gegeben ¥ € F mit
Y Nd =0 kdnnen wir = := VU P und © := ® nehmen; die

Differenz der zwei Summen in (1) ist dann >,y X;.

Die Bedingung ist hinreichend: Gegeben € > 0 sei ® wie im
Lemma. Fiir alle =,© € F mit ® C = und ® C O gilt dann

S -3 x

ie= i€©

= Z x,-—Zx;

I
(]
X
_|_
(]
X
A
»

€=\ icO\¢

da sich die Summanden zu Indizes i € ® ausléschen. Somit ist das
Netz der endlichen Teilsummen ein Cauchy-Netz, also konvergent.
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In einem Banachraum ist jede absolut summierbare Familie (x;)ic/
summierbar.

Beweis. Sei F := F(/). Da das Netz (3¢ || Xi||)ocr in R
konvergiert, gibt es nach Lemma 28.2 ein ® € F derart, dass
(WeF) vno=0 = > x| <e
iew
Fiir solche Wist || > .oy Xi[| < D jcy lIXill < . Nach Lemma 28.2
ist die Familie (x;);c; also summierbar. [

Wir betrachten nun das Umordnen von Summanden und
Zusammenfassen von Teilsummen, zunichst in [0, oc].

Satz 28.4 (Umordnungssatz in [0, oo])

Es sei (x;j)ies eine Familie in [0, 00] und (/;)jes eine Familie von
Teilmengen /; C [ derart, dass | = J;c, /j und [; N Iy = 0 fiir alle
J,k € J mit j £ k. Dann gilt

DL = D i

icl jeJ iel;
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Beweis. Wir kiirzen S := ., x; ab. Sei W € F(J). Fiir alle
®; € F(I;) mit j € V ist dann

o= o e F(N),

JEV
wobei die ®; paarweise disjunkt sind. Schreiben wir
V = {ji1,...,Jn} mit paarweise verschiedenen ji,...,jn, so ist also
St Y x=Y Y n=Yxes
I'E(Djl ie¢jn je\U ied)j icd

Gehen wir nacheinander in den n Summen auf der linken Seite zum
Grenzwert iiber, erhalten wir wegen der Stetigkeit der Addition

2
[0,00] —>[0,00] ZZX,SS
jev icl;
Bildung des Supremums iiber alle W liefert

s::ZZx;SS.

jed icl;
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Ist & € F(/), so gibt es eine endliche Teilmenge W C J und
endliche Teilmengen ®; C /; fiir j € W derart, dass

¢:U¢j.

jew
Dann ist
IEED ) DIED ) ST 3) PR
ico JEV icd; Jev icl; jed iel;

Ubergang zum Supremum iiber alle ® liefert S < s. Also ist s = S.

Im Falle / = N (oder Ng) konnen wir Summen in [0, o] als Reihen
deuten.

Fiir jede Folge (xn)nen in [0, 00] ist

[o.¢]
S =3
=1

neN n=
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Beweis. Die Folge (>_}_; xk)nen der Anfangssummen ist ein
Teilnetz von (3, <o Xk)oer(v), Mittels der ordnungserhaltenden
Abbildung

A N— F(N), n—{1,...,n},

konvergiert also gegen den selben Grenzwert in [0, c0]. O

Entsprechend Satz 28.4 haben wir in Banachrdumen:

Satz 28.6 (Umordnungssatz in Banachraumen)

Es sei (E,| - ||) ein Banachraum, (x;);c; eine Familie in E und

(/j)jes eine Familie von Teilmengen /; C I derart, dass | = (J;, /;

und /; N Iy = 0 fiir alle j, k € J mit j # k. Dann gilt:

(a) Ist (xi)ies summierbar, so ist fiir jedes j € J auch (xi)iey,
summierbar, die Familie (Zielj Xj)jey ist summierbar und

=YY

i€l Jj€J i€l;
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(b) Ist die Familie (x;);c; absolut summierbar, so ist fiir jedes
J € J die Familie (x;);e); absolut summierbar und die Familie
(Z,-G,j Xi)jey ist absolut summierbar.

Beweis. (a) Gegeben ¢ > 0 gibt es nach Lemma 28.2 ein & € F(/)

derart, dass

>
iev
Fiir j € Jist dann &; := &N [; € F(/;). Fiir jedes ¥ € F(/;) mit
VU N®; =0 ist auch VN & =0, folglich || >,y xil| <e. Nach
Lemma 28.2 ist die Familie (x;);c;; somit summierbar.

Gegeben ¢ > 0 gibt es ein © € F(/) derart, dass

<e firalle W C F(I) mitdNWV =40.

<e€

iel ie=
fiir alle = € F(/) mit © C =. Es existieren ein ¥ € F(J) und
©; € F(Ij) fir j € W derart, dass © = [J;cy ©;. Fiir j € J\ V sei
©; = 0. Sei ® € F(J) mit ® D V. Sind &; € F(/;) fiir j € &

Prof. Dr. Helge Gléckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



beliebig mit ©; C ®;, so ist = := ®; O © und somit

ico P
DU D02 B ) D i B
icl jed ico; icl ie=

Wir schreiben ® = {ji,...,j,} und fiihren nacheinander einen

Grenziibergang durch in ®; € F(l;) fir k € {1,...,n}. Dies
liefert

IR I
icl jed icl;
Da Netz (Zjeq,(zie,j xj))oer(s) konvergiert also gegen > ;) x;.
(b) Nach Satz 28.4 ist
DD il = lxill < oo
jed iel; icl
Folglich ist Z,-e,j [|xi]| < oo fiir alle j € J (somit (x;);ej; absolut

summierbar) und ZJ-GJ I Zie,jx,-H < ZJ-EJ Zie,j ||xi]| < oo, also
auch (Zie,j Xj)jey absolut summierbar. O
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Folgerung 28.7

Ist (x;)ies eine summierbare Familie in einem Banachraum, so ist
(Xx(i))icl eine summierbare Familie fiir jede bijektive Abbildung

m: | — [ und es ist
DX =D (i) 2)

i€l iel

Beweis. Anwendung von Satz 28.6 (a) mit J :=/ und /; := {n(j)}
zeigt: Die Familie der Zielj Xi = Xq(j) ist lUber j € J =1
summierbar und

D2 xi=2 D %= x( O

icl jed icl; jel
(2) gilt auch fiir x; € [0, 0], als Spezialfall von Satz 28.4.
Satz 28.8

Fiir jede summierbare Familie (x,)ncn in einem Banachraum
(E,|| - ||) mit Indexmenge N ist die Reihe "7 x, konvergent und
(e.e]

S =

neN n=1
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Die Folge (xn)nen ist genau dann absolut summierbar, wenn die
Reihe Y77 ; x, absolut konvergent ist.

Beweis. Die erste Aussage zeigt man wie Satz 28.5. Die zweite
folgt durch Anwendung von Satz 28.5 auf (||x||)nen. O

Bemerkung 28.9

Eine Folge (xn)nen in R ist genau dann summierbar, wenn die
Reihe Y77 ; x, absolut konvergiert (und analog in C).

Im Falle der Summierbarkeit kénnen die Summanden namlich
beliebig permutiert werden mit gleichem Limes; nach dem
Riemannschen Umordungssatz liegt daher absolute Konvergenz vor.

Fiir Folgen in E = R sind Summierbarkeit und absolute
Summierbarkeit also dquivalent!

Nicht aber in unendlich-dimensionalen Banachraumen.
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Beispiel 28.10

In £2 ist die Familie (Le,),en mit den Standard-Einheitsvektoren
e, nicht absolut summierbar, da

Z I(1/n)en]le = Z(l/n) _ Z(l/”) ~
neN neN —

Die Familie ist jedoch summierbar.

Zu € > 0 gibt es namlich ein n € N derart, dass

\/ D hens1 1/k? < e. Fiir jedes W € F(N) mit VN {1,...,n} =0

gilt
o
= D oyk< | Y 1k <.
° kew k=n+1

Nach Lemma 28.2 ist die Familie ((1/n)e,)nen also in £2
summierbar.

S (1/K)e

kew
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Satz 28.11

Ist in einem Banachraum (E, || - ||) eine Familie (x;);e; summierbar
(bzw. absolut summierbar), so ist die Menge

b:={iel:x #0}

abzahlbar. Ist Iy C {i,...,in} mit n € Ny und paarweise
verschiedenen iy, ..., i,, SO ist
n
Sx=Yn
icl k=1

Ist Io C {ix: k € N} mit paarweise verschiedenen iy, so ist die
Familie (xj, )ken summierbar (bzw. absolut summierbar) und

[e'9)
E Xj = E Xip = E Xie -
k=1

icl keN
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Beweis. Es ist Iy = (J, ¢y Ik Mit
Ik :={iel:|xl| >1/k}.

Wire die erste Aussage falsch, gibe es also ein m € N derart,
dass /,, liberabzahlbar und somit eine unendliche Menge ist. Zu
€ := 1/m gibe es nach Lemma 28.2 aber eine endliche Teilmenge
& C | derart, dass

D> _x

iev
fiir alle endlichen Teilmengen W C | mit VN & = (). Da /,, eine
unendliche Menge ist, ist I, \ ® # 0. Wir wihlen j € I, \ .
Nehmen wir W := {;}, so folgt

S

iew

<e

x| = <e=1/m,

Widerspruch.
Die zweite Aussage ist klar; die letzte folgt aus Satz 28.6 mit
J =N, I :={ig} firk >2und h:={n} U(I\ h), da

> icn Xi = Xiy (siehe Aussage 2). [J
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Beispiel 28.12 (Doppelreihensatz — vgl. Analysis 1 wenn E = R)
Es seien (E, || - ||) ein Banachraum und xp , € E fiir n,m € N,
(a) Ist die Familie (xn,m)(n,m)enxn in E summierbar, so ist fiir
jedes n € N die Folge (Xp,m)men summierbar; weiter ist
(> p_1 Xn,m)nen summierbar. Fiir jedes m € N ist (Xn,m)nen
summierbar und (37 1 Xn m)meN iSt summierbar, mit

o0 o0 o0 o0
DD Kam= D Kam=) D Xam  (3)
n=1 m=1 (n,m)eNxN m=1 n=1
(b) Esist M= Y20, T, ol = S nmyeniscs PXnmll =
> me1 2net [ Xnmll und (Xn,m)(n,myenxn ist genau dann
absolut summierbar, wenn M < oo.

Beweis. (a) Die ersten zwei Aussagen und die erste Gleichheit

in (3) folgen aus Satz 28.6 mit J := N und /I, := {(n,m): m € N},
wobei wir wie in Folgerung 28.7 die Bijektion N — /,, m — (n, m)
nutzen, um [, durch N zu ersetzen. Rest von (a) analog mit
vertauschten Rollen von n und m; (b) analog mit Satz 28.4.
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Wiederholung

Ein topologischer Raum K’ heiBt quasikompakt, wenn jede offene
Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt; ist K
zudem Hausdorffsch, so wird K kompakt genannt.

Fiir jede Familie (V});c, offener Teilmengen V; C K mit
UjeJ V; = K muss also eine endliche Teilmenge ® C J mit
Ujeo Vj = K existieren.

Eine Teilmenge K eines topologischen Raums X wird kompakt
bzw. quasikompakt genannt, wenn K in der induzierten Topologie
ein kompakter (bzw. quasikompakter) topologischer Raum ist.

(X, O) induziert auf K die Topologie {K N W: W € O}. Also:

K C X ist genau dann quasikompakt, wenn fiir jede Familie
(Wj)jey offener Teilmengen W; von X mit K C |J; <) WJ eine
endliche Teilmenge ® C J existiert mit K C U_jG‘D

Auch hier nenne (W;)jc eine offene Uberdeckung von K.
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§29 Kompakte und lokalkompakte Raume;

Urysohnsches Lemma

Wir zeigen, dass es auf jedem kompakten topologischen Raum K
stetige Funktionen mit wiinschenswerten Eigenschaften existieren
und insbesondere C(K,R) die Punkte von K trennt. Ahnliche
Resultate sind fiir lokalkompakte Rdume verfiigbar.

Der folgende Satz fasst Eigenschaften kompakter bzw.
quasikompakter topologischer Raume zusammen, die vielen aus der
Analysis bekannt sind; die Beweise sind zwar der Vollstandigkeit
halber hier angegeben, werden in der Vorlesung aber libersprungen.

(a) Jede abgeschlossene Teilmenge A eines quasikompakten
topologischen Raums K ist quasikompakt.

(b) Ist X ein Hausdorffscher topologischer Raum, so ist jede
kompakte Teilmenge K C X in X abgeschlossen.
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(c) Ist K ein quasikompakter topologischer Raum und f: K — Y
eine stetige Abbildung in einen topologischen Raum Y/, so ist
f(K) quasikompakt in der induzierten Topologie.

(d) (Lemma von Wallace). Sind X; und X, topologische Raume,
Kj C X; quasikompakt fiir j € {1,2} und U C X; x X5 eine in
der Produkttopologie offene Teilmenge mit K; x Ky C U, so
gibt es eine offene Teilmenge P C X; mit K3 C P und eine
offene Teilmenge @ C Xo mit Ky C @ derart, dass
PxQ@CU.

Beweis. (a) Ist (W;)jc, eine Familie offener Teilmengen von K mit
AC UjeJ Wi;, so bilden die Mengen WJ fir j € J, zusammen mit
der offenen Menge K\ A, eine offene Uberdeckung fiir K. Da K
quasikompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge ¢ C J mit

=(K\AU[Jw,.
jed

Dann ist A C Ujed, W;, also A quasikompakt.

Prof. Dr. Helge Gléckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



(b) Der Fall K = () is trivial; sei also K # (). Zu jedem y € X \ K
existieren fiir jedes x € K eine offene x-Umgebung P, in X und
eine offene y-Umgebung Q, in X derart, dass P, N Qx = (). Dann
ist K C Uxe¢ P fiir eine endliche Teilmenge  C K. Als
Durchschnitt endlich vieler offener y-Umgebungen ist

Q := Nxeco Qx eine offene y-Umgebung in X. Weiter gilt

enkcenlJpr=J@nPycJ@nr)=0,
xed xed xed

somit @ € X \ K. Also ist X \ K eine Umgebung jeden Punktes
darin und somit offen, also K abgeschlossen.

(c) Ist (W;)jey eine Familie offener Teilmengen von Y mit

f(K) € Ujes W, so sind die Urbilder f~1(W;) offene Teilmengen
von K mit K = ;c, f~H(W;). Da K quasikompakt ist, existiert
eine endliche Teilmenge ® C J derart, dass K = ;<o fF~1(W,).
Dann ist

f)y=F{ U wy) | =UfrEw) < Jw.

Jjeo jed jee
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(d) Ist K1 = 0 oder Ky = 0, ist die Behauptung trivial. Sei also
K1 # 0 und Ko # (). Fiir alle x € K1 und y € K> gibt es per
Definition der Produkttopologie eine offene x-Umgebung P, ,
in X1 und eine offene y-Umgebung @, in Xy derart, dass

Pyy x Qxy C U.
Fiir festes y € Ky ist (Px,y)xck, eine offene Uberdeckung von Ki,
es gibt also eine endliche Teilmenge ®, C Kj derart, dass

KiC |J Poy=:P.
xed,
Weiter ist Q, := ﬂxecby Qx,y eine offene y-Umgebung in X5 und

PyxQy = ( U 'Dx,y>XQy = U (PuyxQy) € U (Pxy*xQxy) C U.
XEP, xXEPy, xXEPD,

Da K, C Ungz Qy, gibt es eine endliche Teilmenge V¥ C K>

derart, dass K> C Uye\u Qy =: Q. Dannist P := ﬂyE\IJ P, eine

offene Teilmenge von X1 mit K3 C P. Weiter gilt wie gewiinscht

PxQ=Px(J&)=UPxa)c U xq)cu.0

yev yev yev
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Folgerung 29.2

Ist K ein kompakter topologischer Raum und f: K — Y eine

stetige Abbildung in einen Hausdorffschen topologischen Raum Y,
so ist f eine abgeschlossene Abbildung. Ist f zudem injektiv, so ist
f eine topologische Einbettung (ein Homdomorphismus aufs Bild).

Beweis. Jede abgeschlossene Teilmenge A C K ist nach

Satz 29.1 (a) kompakt, somit f(A) nach Satz 29.1(c)
quasikompakt und somit kompakt, da Y und somit auch f(A)
Hausdorffsch ist. Als kompakte Teilmenge von Y ist f(A)
abgeschlossen, nach Satz 29.1 (b). O

Definition 29.3

Ein topologischer Raum X wird normal genannt, wenn er
Hausdorffsch ist und fiir alle abgeschlossenen Teilmengen

A, B C X mit AN B = () offene Teilmengen P C X und Q C X
existieren derart, dass AC P, BC Q und PN Q = 0.

Disjunkte abgeschlossene Teilmengen haben in X also stets
disjunkte Umgebungen.
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Jeder kompakte topologische Raum K ist normal.

Beweis. Seien A und B abgeschlossene Teilmengen von K, die
disjunkt sind, also (A x B) N Ak = () mit der Diagonalen

Ak = {(x,x): x € K} von K x K. Nach Satz 29.1(a) sind A und
B kompakte Teilmengen von K. Da K Hausdorffsch ist, ist Ak
nach Satz 27.20 abgeschlossen in K x K, somit das Komplement

(K x K)\ Ak

offen in K x K. Da das Komplement A x B enthilt, gibt es nach
dem Lemma von Wallace (Satz 29.1(d)) offene Teilmengen

P,Q C K derart, dass AC P, BC Q und
PxQC(KxK)\Ak,alsoPNQ=0. O

Satz 29.5 (Urysohnsches Lemma fiir normale Raume)

Ist X ein normaler topologischer Raum und sind A, B C X
abgeschlossene Teilmengen mit AN B = (), so gibt es eine stetige
Funktion f: X — [0, 1] derart, dass f|4 =0 und f|g = 1.
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Der Beweis zeigt, dass man sogar immer erreichen kann, dass
f|p = 0 fiir eine offene Teilmenge P C X mit AC P und flg =1
fiir eine offene Teilmenge @ C X mit B C Q.

Beim Beweis des Urysohnschen Lemmas nutzt eine Beobachtung.

Lemma 29.6

Ist X ein normaler topologischer Raum, V C X eine offene
Teilmenge und A C X eine abgeschlossene Teilmenge mit A C V,
so existiert ein offene Teilmenge P C X derart, dass A C P und
der Abschluss in X die Bedingung P C V erfiillt.

Beweis. Das Komplement B := X \ V ist abgeschlossen in X und
disjunkt zu A, da A C V. Da X normal ist, gibt es also offene
Teilmengen P, Q C X derart, dass AC P, BC Qund PNQ = 0.
Also ist P C X \ Q. Da diese Menge abgeschlossen ist, folgt
PCX\QCX\B=V. O

Den folgenden Begriff benutzen wir nur in den anschlieBenden zwei
Beweisen.
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Definition 29.7

Es sei X ein topologischer Raum. Wir definieren die Oszillation
einer Funktion f: X — R an einer Stelle x € X als

oscy(f) = VeiLr;Xf(X);:BH(y) — f(x)| € [0, 00].

Es ist also f genau dann an der Stelle x stetig, wenn osc,(f) = 0.

Lemma 29.8

Es sei X ein topologischer Raum und (f,)nen eine Folge beliebiger
(nicht notwendig stetiger) Funktionen f,: X — R, die gleichmaBig
gegen eine Funktion f: X — R konvergiert. Ist

nllﬁrr;O oscx(fn) =0

fiir jedes x € X, so ist f stetig.

Beweis. Wir zeigen f ist stetig an einer gegebenen Stelle x € X.
Sei € > 0. Wegen der gleichm&Bigen Konvergenz existiert ein
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N € N derart, dass
€

(Vn = N) (¥ € X) [£(y) = )] < 5

Weil oscy(f,) — 0, diirfen wir nach VergréBern von N annehmen,
dass zudem .

(VYn> N) oscy(fy) < 3
Insbesondere gilt oscy(fy) < €/3. Also gibt es eine x-Umgebung
V C X derart, dass

€
sup [fu(y) — fn(x)| < 3
yev

Dann gilt fiir alle y € V

F(y) = FOII < [Fy) = in(y)| + [in(y) — In(X)] + [ in(x) = F(X)] -
<e/3 <e/3 <e/3

Also ist f stetig an der Stelle x. [J
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Beweis des Urysohnschen Lemmas (Satz 29.5). Nach Lemma 29.6
gibt es eine offene Teilmenge Py C X mit A C Py und Abschluss
Py, C X \ B =: P;. Rekursiv finden wir fiir jedes n € N offene
Teilmengen

Pk/2" ﬂjl’kE{O,l,...,2n}

von X derart, dass AC Py, P; = X\ B,
'Dk/2" - P(k+l)/2” fuir alle k € {0, ce ,2” — 1}

und zudem die Mengen unabhangig von n sind (also die im Falle
n+ 1 gewihlte Menge zum Index 2k/2™+1 die bereits im nten
Schritt konstruierte Menge Py /50 ist).

Fiir n = 0 haben wir solche Mengen namlich schon (siehe oben).
Sind die Mengen fiir n bereits gefunden, so liefert Lemma 29.6 fiir
jedes k € {0,...,2" — 1} eine offene Teilmenge

P(2k+1)/2n+1 = P%Jrzn:l+1 von X derart, dass

Pijan © Paky1yznr und  Progy1yjonit © Pegryjan-

Fiir n € Ny definieren wir
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0 wenn x € Py;
k/2n wenn x € Pk/2n \ 'D(kfl)/2" mit
ke{l,...,2" -1},
1 wenn x € X\ P(an_1)/on.

fo: X = [0,1], x~

Wir priifen nun die Voraussetzungen von Lemma 29.8 fiir die f,
nach. Sind diese erfiillt, so konvergiert die Funktionenfolge (f,)nen,
gleichmiBig gegen eine stetige Funktion 7: X — [0, 1]. Da
fn|p, = O fiir jedes n € N, ist dann f|p, = 0, insb. also f|4 = 0.
Fiir jedes n € Np ist Pon_1)/on € P1 = X'\ B und somit

B C X\ Pan_1y/2n,
also f,|g = 1 und somit f|g = 1, wie gewiinscht.
(Wenn wir noch f durch x — min{1,2f(x)} ersetzen, ist f sogar
auf einer Umgebung von B konstant 1).
Oszillation von f,: Auf der offenen Menge X \ P(an_1)/on ist f,
konstant (namlich 1), also oscy(f,) = O fiir alle x in dieser Menge
(insbesondere fiir x € B). Analog fiir x € Py, mit f,|p, = 0. Sei

nun x € (X \ B)/Po = P1\ Po. Wir wahlen k € {1,...,2"} mit
x € Py /on minimal, so dass also
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X € Pk/2" \ P(k*l)/Z"'
Ist k =1, soist V := Py o eine offene x-Umgebung derart, dass
fa(y) € {0,27"} fiir alle y € V und somit

oscy(fy) <27 (1)

Ist k > 2, soist V := Pyon \ P(x—2)/2n eine offene Obermenge von
Pyijan \ P(k—1)/2n und somit eine offene x-Umgebung. Da

V' C Pyjon \ Pk—2)/2n, gilt f(y) € {k/2",(k —1)/2"} fiir alle

y € V und somit wieder (1). Fiir jedes x € X ist also

0scx(fy) < 27" und somit

lim oscy(f,) = 0.

n—o00
Wir behaupten, dass ||f,11 — folleo < 1/27+1 fiir alle n € Ny. Wenn
dies stimmt, ist Y7, ||f, — fo—1]|oc < 00 und somit nach dem
Konvergenzssatz von Weierstral die Funktionenfolge

n

> (= ficr) = fo— fo

k=1
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fiir n — oo gleichmaBig konvergent und somit auch die Folge der
Funktionen f, = (f, — fo) + fo.

Zum Beweis der Behauptung erinnern wir daran, dass

fo(x) = far1(x) = 0 fiir x € Py und fp(x) = fpy1(x) =1 fiir

x € B, somit |f,11(x) — fo(x)| = 0 in beiden Fillen. Andernfalls ist
X € Pyjon \ Pk—1)/on fiir genau ein k € {1,...,2"}.

Erster Fall: Ist
X € P2k/2n+1 \ P2k71)/2n+1,

so ist fry1(x) = 2k/2™1 = k/2" = £,(x), also
|fat1(x) — fa(x)| = 0.

Zweiter Fall: Ist x € B(oj_1)/on+1 \ B(ak—2)/2nt1, SO ist
for1(x) = (2k — 1)/2" Tt = k/2" — 1/2"F1 = £, (x) — 1/2"1,

also |fi1(x) — fu(x)| = 1/2"1. O
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Definition 29.9

Ein topologischer Raum X heiBt lokalkompakt, wenn X
Hausdorffsch ist und fiir jedes x € X jede x-Umgebung U C X
eine kompakte x-Umgebung K C X enthilt.

Beispiele 29.10

(a) R" ist lokalkompakt, denn fiir jedes x € R" und jedes £ > 0 ist
die abgeschlossene Kugel B.(x) (beziiglich einer gegebenen Norm)
kompakt.

(b) Jede offene Teilmenge U eines lokalkompakten Raums X ist
lokalkompakt (insb. also jede offene Teilmenge U C R").

| \

A

Fiir jedes x € U ist jede x-Umgebung V in U namlich auch eine
x-Umgebung in X; es existiert also eine kompakte x-Umgebung
K C X mit K C V. Diese ist auch als Teilmenge von U eine
kompakte x-Umgebung.

(c) Jede abgeschlossene Teilmenge A eines lokalkompakten
topologischen Raums X ist lokalkompakt.
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Ist ndmlich x € A und U eine relativ offene x-Umgebung in A, so
ist U= ANV mit einer offenen x-Umgebung V C X. Es existiert
eine kompakte x-Umgebung K C X mit K C V. Dannist AN K
eine relativ abgeschlossene Teilmenge von K, also kompakt. Weiter
ist AN K eine x-Umgebung in Amit ANK C ANV = U.

(d) In jeder Mannigfaltigkeit M (z.B. einer Untermannigfaltigkeit
von R"™) hat jeder Punkt eine offene Umgebung, die zu einer
offenen Teilmenge in R¥ hom&omorph und somit lokalkompakt ist.
Also ist M lokalkompakt.

Im folgenden Beweis benutzen wir, dass in einem Hausdorffraum X
fiir jedes x € X die einpunktige Menge {x} in X abgeschlossen ist.
Jedes y € X'\ {x} hat wegen der Hausdorff-Eigenschaft namlich
eine zu {x} disjunkte Umgebung V. Es ist also V C X \ {x},
somit X \ {x} eine Umgebung von y. Also ist X \ {x} offen und
somit {x} abgeschlossen.

Jeder kompakte topologische Raum K ist lokalkompakt.
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Beweis. Sei x € K und U C K eine offene x-Umgebung. Da K
nach Satz 29.4 normal ist und die einpunktige Menge A := {x}
in K abgeschlossen ist, gibt es nach Lemma 29.6 eine offene
Teilmenge P C K derart, dass {x} C P und K := P C U. Dann ist
K kompakt und eine x-Umgebung in U. O

Ist X ein lokalkompakter topologischer Raum, K C X eine
kompakte Teilmenge und U C X eine offene Teilmenge mit
K C U, so gibt es eine kompakte Teilmenge L C U mit K C L°.

Beweis. Fiir jedes x € K existiert eine kompakte x-Umgebung
Ky € X mit Ky C U. Da K kompakt ist, existiert eine endliche
Teilmenge ® C K mit

Dann ist L := J, ¢ Kx eine kompakte Teilmenge von U mit
L2 2 Uyeo(Kx)° 2 K. O
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Definition 29.13

Ist X ein topologischer Raum und f: X — E eine Abbildung in
einen Vektorraum E (z.B. E = K), so nennen wir den Abschluss

supp(f) := {x € X: f(x) # 0}

den Tréger von f. Ist X lokalkompakt und E ein topologischer
Vektorraum, so schreiben wir C(X, E) fiir die Menge aller stetigen
Funktionen f: X — E mit kompaktem Trager supp(f).

v

Da supp(Af) C supp(f) und supp(f + g) C supp(f) Usupp(f) fiir
f,g € Co(X,E)und X € K, ist C(X, E) ein Untervektorraum von
EX (und von C(X, E)).

Satz 29.14 (Urysohnsches Lemma fiir lokalkompakte Raume)

Ist X ein lokalkompakter topologischer Raum, K C X eine
kompakte Teilmenge und U C X eine offene Teilmenge mit

K C U, so existiert ein f € C.(X,R) derart, dass f(X) C [0, 1],
flk =1 und supp(f) C U.
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Man kann sogar erreichen, dass |y, = 1 auf einer offenen
Teilmenge V C X mit K C V.

Beweis. Nach Lemma 29.12 gibt es eine kompakte Teilmenge

L C U mit K C L° Dannsind K und L\ L° disjunkte
abgeschlossene Teilmengen von L. Da L nach Satz 29.4 normal ist,
gibt es nach Satz 29.5 eine stetige Funktion g: L — [0, 1] derart,
dass g|g = 1 fiir eine relativ offene Teilmenge Q C L mit K C Q
und g|p = O fiir eine relativ offene Teilmenge P C L mit

L\ L° C P. Nach Ersetzen von Q durch Q N L° diirfen wir
annehmen, dass @ auch in X offen ist. Man beachte, dass
supp(g) € L\ P C L°. Als abgeschlossene Teilmenge von L ist
supp(g) kompakt, somit auch in X abgeschlossen. Also ist

X \ supp(g) offen, folglich

_ g(x) wenn x € L°;
f: X —[0,1], XH{ 0  wenn x € X\ supp(g)

eine stetige Funktion. Per Konstruktion gilt f|g = g|o = 1 und
{x e X: f(x)#0} C {xe L g(x)# 0} Csupp(g), also
supp(f) C supp(g) € U. O
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Folgerung 29.15

Auf jedem lokalkompakten topologischen Raum X trennt C.(X,R)
die Punkte. Auf jedem kompakten topologischen Raum K trennt
C(K,R) die Punkte.

Beweis. Sind x # y in X, so ist {x} eine kompakte Teilmenge
von X und X \ {y} eine offene Teilmenge mit {x} C X\ {y}.
Nach dem Urysohnschen Lemma gibt es ein f € C.(X,R) derart,
dass flr =1 (also f(x) = 1) und supp(f) € X\ {y}, so dass
insbesondere f(y) =0. O

Folgerung 29.16

Ist K ein kompakter topologischer Raum und (Uj)jey eine offene
Uberdeckung von K, so gibt es ein n € N und stetige Funktionen

hi,...,hy: K — [0,1] mit n
S -1
k=1

derart, dass fiir jedes k € {1,...,n} ein j(k) € J existiert mit
supp(hi) € Uj(ky.-

Prof. Dr. Helge Glckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Mann nennt (hk)keq1,...,ny eine (Uj)jey untergeordnete Partition
der Eins.?

Beweis von Folgerung 29.16. Fiir jedes x € K existiert ein j, € J
mit x € U; . Nach dem Urysohnschen Lemma gibt es ein

fx € C(K,R) mit f, > 0 derart, dass f,(x) =1 und

supp(f) C Uj,. Dann ist (£,2(]0, 00[)xek eine offene Uberdeckung
von K es existiert somit eine endliche Teilmenge ® C K mit

K = Uyeo fx *(]0,00[). Sei ® = {x1,...,x,} mit paarweise
verschiedenen Elementen xi, .. x,, Fir k € {1,...,n} sei

gk = fx,. Dann ist
ng

fir alle x € K und g: K —]0, oo[ ist stetig. Fiir jedes
ke{l,... ,n}ist

he: K —[0,1], x— gk(x)/g(x)
stetig und es gilt >} _; he = (D_}_; 8k)/g = 1. Weiter ist
supp(hi) = supp(gk) = supp(f,) € Ujuy mit j(k) := jix,. O

2Partitionen der Eins existieren allgemeiner fiir o-kompakte lokalkompakte
Raume und fiir parakompakte topologische Rdume (siche Seminar)-
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Folgerung 29.17

Fiir jeden kompakten topologischen Raum und jeden normierten
Raum (E, || - ||g) ist C(K, E)fin = C(K,K) ® E dicht in
Beweis. Sei f € C(K, E) und ¢ > 0. Fiir jedes y € K gibt es eine
offene y-Umgebung U, C K derart, dass

(vx e Uy) [If(x) = fy)lle <e.

Sei (hk)keq1,...ny €ine (Uy)yek untergeordnete Partition der Eins.
Fiir k € {1,...,n} sei y(k) € K mit supp(hx) C U, (). Dann ist

g:=> hf(y(k)) € C(K.K)®E.
k=1
Sei x € K und k € {1,...,n}. Ist hy(x) # 0, so ist
x € supp(hk) € Uy(xy und somit |f(x) — f(yk)|le < ¢, folglich
1F(x) = F(yi)lle hu(x) < ehi(x). (2)
Ist he(x) =0, so gilt (2) trivialerweise. Wegen 1 =3} _; hi(x) ist
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also

1f(x) —e(x)le = H th f(x) - th f(yx)
E
= x) = f(yk))
E
< ZHf ) — () llE hr(x)
< Zehk(x) = g,
k=1

somit ||f — glloc <e. O
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630 Der Approximationssatz von Stone-Weierstra3

Wir beweisen den Approximationssatz von Stone-WeierstraB.

Definition 30.1

Es sei K ein kompakter topologischer Raum. Eine Teilmenge
A C C(K,K) heiBt Unteralgebra, wenn gilt:

(a) A ist ein Untervektorraum von C(K,K);

(b) fg € Afiir alle f,g € A; und

(c) 1 € A (die konstante Funktion K — K, x — 1).

Im Falle K = C definieren wir fiir f € C(K,C) die komplex

konjugierte Funktion f € C(K,C) via f(x) := f(x) fiir x € K. Gilt
f € Afiir alle f € A, so wird A konjugationsinvariant genannt.

Satz 30.2 (Approximationssatz von Stone-WeierstraB — reelle Form)

Es sei K ein kompakter topologischer Raum und A C C(K,R) eine
Unteralgebra, welche die Punkte von K trennt. Dann ist A dicht in

(C(K,R), [| - floo)-
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Bevor wir den Satz beweisen, halten wir zwei Folgerungen fest.

Folgerung 30.3 (WeierstraBscher Approximationssatz)

Fiir alle reellen Zahlen a < b, jede stetige Funktion f: [a, b] = R
und jedes £ > 0 gibt es eine Polynomfunktion p: R — R derart,

dass
(Vx €[a b]) [f(x)—p(x)| <e.

Beweis. Sei A die Menge aller Einschrénkungen p|(, 5} von
Polynomfunktionen p: R — R. Da A eine Unteralgebra von
C([a, b],R) ist und die Punkte von [a, b] trennt, ist A nach
Satz 30.2 dicht in C([a, b],R). O

Folgerung 30.4

Fiir alle a < b in R ist die Menge C*°(][a, b], R aller glatten
reellwertigen Funktionen auf [a, b] dicht in (C([a, b],R), | - ||co)-

Beweis. Da C*°(][a, b],R) eine Unteralgebra von C(][a, b],R) ist
und die Punkte von [a, b] trennt, ist C*°([a, b], } R) nach Satz 30.2
dicht in C([a, b],R). O
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Beim Beweis von Satz 30.2 nutzt uns der folgende Sachverhalt.
Satz 30.5 (Satz von Dini)

Es sei K ein kompakter topologischer Raum und (f,)nen eine Folge
stetiger Funktionen f,: K — [0, oo derart, dass fiir jedes x € K

fi(x) = f(x) =
Dann existiert fiir jedes x € K der Limes
f(x) == limp_oo fa(x) € [0,00[. Ist f: K — [0, oo] stetig, so
konvergiert (f,)nen fiir n — oo gleichmaBig gegen f.

Beweis. O.B.d.A. sei K # (). Sei € > 0. Fiir jedes x € K existiert

in n(x N mi e
ein n(x) € N mit fog () € [F0, () + 5

Da fyy) stetig ist, gibt es eine offene x—Umgebung U(x) C K mit

€
(Vy S U ’fn x) f(X)(X)‘ < §
Da f stetig ist, gilt nach Verklemern von U(x) zudem
(Vy € U(x)) |fy) - F(x)] < g

Fiir alle n>n(x) und y € U(X) ist dann f,(y) €[f(y), fox)(¥)] mit
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) (Y) = FOI < TFag () = Fag O+ () = FO)I+[F(x) = F(y)]
€ € €
< 3 + 3 + 3= g,
also fo(y) € [f(y), f(y) + €[ und somit |f(y) — fo(y)| < €. Es
existiert eine endliche Teilmenge ® C K mit K = [J, . U(x).
Setzen wir N := max{n(x): x € ®}, so gilt nach dem Vorigen
|f(y) — fa(y)| <efirallen>Nund y € K. O

Als weitere Hilfsmittel beweisen wir vorab zwei Spezialfille des
WeierstraBschen Approximationssatzes.

Lemma 30.6

Fiir alle a < b in ]0, 00| gibt es eine Folge (pn)nen von
Polynomfunktionen p,: R — R derart, dass

1
pn(X) — ;

fiir n — oo, gleichmaBig fiir x € [a, b).
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Beweis. Fiir jedes x € [a, b] ist

1 1 1

x bl1-(1-%)
mit § <7 <lundsomit0<1-7 <1- 7 <1. Die geometrische
Relhe Zk:oz ist eine Potenzrelhe mit Konvergenzradlus 1 und
Grenzwert 1/(1 — z) fiir alle z € C mit |z| < 1. Fiir [z] <1 — 7 ist

die Konvergenz somit gleichmaBig. Insbesondere sind
n

) 1 k
fn: R — R, tHEZt

k=0
Polynomfunktionen derart, dass f,(x) — £ 155 =: f(x) fiir
n — oo, gleichmaBig in t € [0,1 — 7]. Dann sind auch

pn: R— R, fon(l—%)

Polynomfunktionen und nach Beispiel 2.7 gilt
X 1 1 1
S f(1-3) == = -
P(x) b) T bh1-(1-%)  «x

fiir n — oo, gleichmaBig in x € [a, b]. O
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Lemma 30.7

Fiir jedes r > 0 existiert eine Folge (pn)nen von
Polynomfunktionen p,: R — R derart, dass

pa(x) = [x|

fiir n — oo, gleichméaBig in x € [—r, r].

Beweis. Wir konstruieren eine Folge (pn)nen im Falle r = 1. Fiir
beliebiges r sind nach Beispiel 2.7 dann R — R, x > rp,(x/r)
Polynomfunktionen, die fiir n — oo gleichmiaBig fiir x € [—r, r]
gegen r|x/r| = |x| konvergieren.

Sei also r = 1. Wir definieren rekursiv Polynomfunktionen
pn: R — R fiir n € Ny via

1
po(x) =1,  pnt1(x) := pa(x) — E(Pn(x)z - x)
fir x € R. Dann ist also

P (x) = hx(pa(x)
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mit 1
hy R—-R, yr—y— E(yz—x2).
Fiir alle x € [-1,1] und y € [|x|, 1] gilt hierbei
x| < h(y) <y <1 (1)
Es ist namlich )
h(y)=y—5(/°—x*) <y
~——

2
>0
mit y < 1. Zudem ist
1
h(y) = K+ -k)-5 *=x)
———
=(y—=IxDy+Ix)
1
= W+ =) (150 +Ix)) = Ix.
—— N—_——
>0 <2
%

Fiir alle x € [-1,1] gilt
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‘X’ < pn+1(X) < pn(X) <1, (2)
per Induktion nach n € Ng. Wegen pg(x) = 1 ist namlich
|x| < po(x) <1 und nach (1) mit y := pp(x) folglich
x| < hx(po(x)) < po(x) <1,
wobei hy(po(x)) = p1(x). Gilt (2) fiir n, so ist nach (1)
x| < hx(pn+1(x)) < pnyr(x) < 1,

wobei hy(pp+1(x)) = pnti1(x). Also gilt (2) auch fir n+1 an
Stelle von n.

Nach dem Vorigen ist (pn(x))nen, fir jedes x € [—1, 1] eine durch

|x| nach unten beschrankte, monoton fallende Folge, also

konvergent gegen ein f(x) € [|x|,oc[. Da hy stetig ist und
Pn+1(X) = hX(pn(X))7

erhalten wir fiir n — oo

) = he(F(x)) = £ — 5(FP =),
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so dass also f(x)? = x? und somit f(x) = |x| (da f(x) > |x| > 0).
Da die Funktion f: [-1,1] = R, x > |x| stetig ist, konvergiert
p,,|[_1’1] fiir n — oo gleichmaBig gegen f, nach dem Satz von Dini.

Beweis von Satz 30.2. Nach Ersetzen von A durch den Abschluss
von A diirfen wir annehmen, dass A in C(K,R) abgeschlossen ist.
Es geniigt zu zeigen, dass gilt:

(x) Fir jedes x € K und jede x-Umgebung U C K existiert ein
g € Amit g(K) C [0,00], g(x) =1 und supp(g) C U.

Ist ndmlich f € C(K,R) und € > 0, so gibt es fiir jedes y € K eine
offene y-Umgebung U, C K derart, dass

(Wx e Uy) [If(x) = f(y)lle <e.

Nach (x) gibt es ein g, € A derart, dass g, (K) C [0, o0,
gy(y) =1 und supp(gy) C U,. Dann bilden die Mengen
W, = (g,) (3. oc]) eine offene Uberdeckung von K, es gibt also
einneNund yi,...,y, € K derart, dass K = [ J;_; W,, . Dann ist
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n
g = Zgyk: K—R
k=1
stetig und g(x) > % =: a fiir alle x € K. Sei b > a eine reelle Zahl
mit b > ||g|lcc- Nach Lemma 30.6 gibt es eine Folge (pn)nen von
Polynomfunktionen p,: R — R derart, dass p,(t) — % fiir n — oo,
gleichméaBig fiir t € [a, b]. Nach Beispiel 2.7 gilt dann

1
Pnog — —
g

gleichmiBig, also in (C(K,R), | - |lco), fiir n — co. Da A eine
Unteralgebra von C(K,R) ist und g € A, ist p, o g € A fiir alle
n€ N. Da Ain C(K,R) abgeschlossen ist, folgt

1

— = lim p,of €A.

g n—o0
Also ist auch hy := égyk € Afiir alle k € {1,..., n}. Beachten Sie,
dass (hx)ken eine (Uy)y ek untergeordnete Partition der Eins ist;
es ist supp(hx) = supp(gk) € Uy,. Dann ist
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n
g:=>Y fl)h €A
k=1
wie im Beweis von Folgerung 29.17 sieht man, dass ||f — g||oc < €.

Fiir alle f € A'ist |f| € A und min(f,1) € A, das punktweise
Minimum x — min(f(x),1). Ebenso ist max(f,0) € A.

Sei r > 0 mit f(K) C [—r,r]. Sei (pn)nen wie in Lemma 30.7. Da
A C C(K,R) eine Unteralgebra ist, gilt p, o f € A fiir alle n € N.
Nach Beispiel 2.7 gilt p,o f — |f| in (C(K,R),|| - ||oc). Da A'in
C(K,R) abgeschlossen ist, ist also || € A. Fiir alle y € R ist

min(y, 1) = 2 (v +1) ~ Iy 1))

Nach dem Vorigen ist also min(f,1) = 2(f + 1 —|f —1|) € A.
Analog folgt aus max(f,0)(x) = 1(f +|f]), dass max(f,0) € A.

Fiir alle x # y in K gibt es ein f € A mit f(K) C [0, 1] derart, dass
f=1({0}) eine y-Umgebung ist und f~1({1}) eine x-Umgebung. J
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Da A die Punkte von K trennt, gibt es ndmlich ein f € A mit
f(x) # f(y). Nach Ersetzen von f durch (f — f(y))? diirfen wir
annehmen, dass f(K) C [0,00[, f(y) = 0 und f(x) > 0. Nach
Ersetzen von f durch f/f(x) kénnen wir f(x) = 1 annehmen und
nach Ersetzen von f durch min(f,1), dass f(K) C [0, 1]. Nach
Ersetzen von f durch min(2f,1) ist weiter f~1({1}) eine
x-Umgebung. Nach Ersetzen von f durch max(1 —2(1 — f),0)
diirfen wir weiter annehmen, dass f~1({0}) eine y-Umgebung ist.

Also gilt (x): Sei x € K und U C K eine x-Umgebung. Fiir jedes
y € K\ U° gibt es nach dem Vorigen ein f, € A derart, dass
f,(K) € [0,1], £, 1({1}) eine x-Umgebung ist und

W, = (fy_l({O}))o eine offene y-Umgebung. Die Mengen W,
bilden eine offene Uberdeckung der kompakten Menge K \ U°, also
existieren yi,...,y, € K\ U° mit K\ U° C W, U---UW, = W.
Dannist g :=f,, ---f,, € A g(K) C[0,1], g(x) =1 und

glw =0, also supp(g) CK\W CU°CU. O
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Satz 30.8 (Approximationssatz von Stone-WeierstraB iiber C)

Es sei K ein kompakter topologischer Raum und A C C(K,C) eine
Unteralgebra, welche die Punkte von K trennt und
konjugationsinvariant ist. Dann ist A dicht in (C(K,C),| - |loo)-

Bemerkung 30.9
Es sei K := {z € C: |z| < 1} die abgeschlossene
Einheitskreisscheibe. Dann ist die Menge A aller Einschrankungen
p|k von Polynomfunktionen p: C — C eine Unteralgebra von
C(K,C), welche die Punkte von K trennt. Jedoch ist A nicht dicht
in C(K,C), denn die durch komplexes Konjugieren gegebene
stetige Funktion fi K —C,

Z—Z

ist nicht im Abschluss von A.

Waire f im Abschluss, so gibe es eine Folge p, € A, die
gleichmiaBig gegen f konvergiert. Nun ist aber p,|ko holomorph fiir
jedes n € N und als gleichmaBiger Grenzwert holomorpher
Funktionen wire dann auch f|xo holomorph, Widerspruch.
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Beispiel 30.10 (Polynome in z und Z)

Es sei K eine kompakte Teilmenge von C. Dann ist die Menge A
aller Funktionen K — C der Form

n
Z Z ajkzj(?)k
J,k=0
mit n € Ng und aj € C eine konjugationsinvariante Unteralgebra
von C(K,C), welche die Punkte von K trennt. Also ist A dicht in

Beweis von Satz 30.8. Es ist H := AN C(K,R) eine Unteralgebra
der reellen Algebra C(K,R). Fiir jedes f € A ist

1 - 1 -
f==(f+f)+i=(f—f
D) i (=)
mit Re(f) = 3(f + f) € Hund Im(f) = &(f —f) € H,da A
konjugationsinvariant ist. Gegeben x £ y in K gibt esein f € A
mit f(x) # f(y), also Re(f)(x) # Re(f)(y) oder
Im(f)(x) # Im(f)(y). Also trennt H die Punkte von K. Nach der
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reellen Fassung des Satzes von Stone-WeierstraB ist H dicht in
C(K,R). Gegeben f € C(K,C) und € > 0 gibt es also g, h € H
derart, dass

<

€
5 :

| Re(f) — gl < :

und || Im(f) — h||eo <

Dann ist g +ih € A und ||f — (g + ih)||oo < €, da fiir jedes x € K
[f(x)—(g(x) +ih(x))| <[ Re(f)(x) —g(x)[+] Im(f)(x) — h(x)| <e.O
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§31 Initiale Topologien, Produkttopologie

Wir beschiftigen uns weiter mit der Erzeugung von Topologien
und insbesondere mit der Produkttopologie auch auf Produkten
von unendlich vielen Faktoren.

Definition 31.1

Es sei (X, O) ein topologischer Raum. Eine Menge S C O offener
Mengen wird eine Subbasis der Topologie O genannt, wenn die
Menge B aller endlichen Durchschnitte ﬂj’-'zl V; mit n € Np und
Vi,...,V, €S eine Basis fiir O (wie in Definition 27.16) ist;
hierbei ist ﬂ?zl Vi = X.

Satz 31.2

Es sei X eine Menge und S eine Menge von Teilmengen von X.
Dann existiert genau eine Topologie O auf X, fiir welche S eine
Subbasis ist. Dies ist die Topologie aus Satz 27.17, fiir welche die
endlichen Durchschnitte ﬂj'-’zl VimitneNound Vi,...,V, €S8
eine Basis bilden.
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Beweis. Die Menge B der genannten endlichen Durchschnitte
erfiillt wegen X = ﬂ?zl V; € B die Bedingung (B1) aus Satz 27.17
und offenbar auch die Bedingung (B2’) aus Bemerkung 27.18.
Nach Satz 27.17 gibt es eine Topologie O auf X mit B als Basis.
Da S C B, ist dann S € O und somit S eine Subbasis fiir O. Nach
Satz 27.17 ist O durch die Basis B (also durch S) festgelegt. [

Man nennt O aus Satz 31.2 die von S erzeugte Topologie auf X. J

Dies ist die kleinste (grébste) Topologie auf X, welche S als
Teilmenge enthilt. Fiir jede Topologie 7 auf X mit S C T gilt
also O C T.

Satz 31.3

Es seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Raume. Ist S eine
Subbasis fiir die Topologie Oy auf Y, so sind fiir eine Abbildung
f: X = Y &dquivalent:

(a) f ist stetig.

(b) f7Y(V) € Ox fiiralle V € S.
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Bewesis. Ist f stetig, so ist f (V) € Ox fiir alle V € Oy,
insbesondere also fiir alle V € § C Oy.

Gilt (b), soist fY(Vin---NV,) =fY(Vi)n---NnfL(V,) € Ox
fiir alle n € Nund Vi,...,V, € S und zudem f~1(Y) = X € Ox.
Da X und die Mengen Vi N ---NV, eine Basis fiir Oy bilden, ist f
nach Satz 27.26 stetig. U

Es sei X eine Menge und (f;);c, eine Familie von Abbildungen
fi: X — X; in topologische Raume Xj. Dann gibt es eine grobste
Topologie O;, auf X, welche alle f; stetig macht.

Man nennt O;, die initiale Topologie auf X beziiglich der Familie
(fj)jeJ-
Beweis. Sei
S:={(f)"{(W):j € J, W CX; offen}
und O die von S erzeugte Topologie auf X. Dann gilt S C O und

somit macht O jede der Abbildungen f; stetig. Ist 7 eine Topologie
auf X, die jedes f; stetig macht, soist S C T, also- O C 7. O
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Beispiel 31.5

Ist (X, O) ein topologischer Raum, Y C X eine Teilmenge und
J: Y — X die Inklusionsabbildung, so ist die beziiglich {;} initiale
Topologie gleich der auf Y induzierten Topologie Oy .

Es ist namlich

S={ W) WeO}={WnY: WecO}=0y
bereits eine Topologie auf Y. Die von S erzeugte Topologie ist die
kleinste S enthaltende Topologie, also gleich Oy.

Lemma 31.6

Sei X eine Menge und (fj)jc; eine Familie von Abbildungen
fi: X — X; in topologische Raume (Xj, O;). Fiir j € J sei S; eine
Subbasis der Topologie O; auf X;. Dann ist

T={f'(W):jeJ WeS;}

eine Subbasis fiir die initiale Topologie O auf X beziiglich (;);c,.
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Beweis. Es sei O die von T auf X erzeugte Topologie. Setzen wir
S={f(W):jeJ WeO},
soist T €S C O und somit O C O. Fiir j € J ist

Bj ::{DIWkSI’IENo, W1,...,Wn€Sj}

eine Basis fiir die Topologie O; auf Xj. Sei V € B;. Ist V = Y], so
ist £1(V) =X € Or. Ist V = ;_; Wi mit n € N und
Wi,...,W, €S, soist (f) (W) € T C O fiir alle

k € {1,...,n} und somit

m £t Wk € O7.
Ist U € O, so gibt es eine Tellmenge M C B; derart, dass
U=Uyepm V. Dannist

w=U Fvyeor.
vem
Also gilt S € O7 und somit O C O, folglich O =0O.-1
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Satz 31.7 (Transitivitat initialer Topologien)

Es sei X eine Menge und (f;);c, eine Familie von Abbildungen in
topologische Raume (Xj, O;). Fiir jedes j € J sei die Topologie O;
auf Xj initial beziiglich einer Familie (fj;);c), von Abbildungen

fii: X; = Xjj in topologische Raume (Xj;, Oj). Dann ist die initiale
Topologie Oj, auf X beziiglich der Familie (f;);c, gleich der
initialen Topologie O auf X beziiglich der Familie der Abbildungen
fiiofi: X = Xjj fiir j€ Jund i € ;.

Beweis. Da die Topologie O; auf X; initial bzgl. (f;);e/; ist, ist
(W) i€l We 0y
eine Subbasis fiir O;. Nach Lemma 31.6 ist daher
T={f ' (W)):jed icl, WeO}

eine Subbasis fiir O;,. Wegen Gfl(ﬂfl(W)) = (fjo f;)"H(W) ist
die von T erzeugte Topologie jedoch genau O, [J
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Beispiel 31.8

Es sei (X, O) ein topologischer Raum, Oy die auf einer Teilmenge
Y C X induzierte Topologie und Z C Y eine Teilmenge. Dann
stimmt die von (X, Q) auf Z induzierte Topologie O iiberein mit
der von (Y, Oy) auf Z induzierten Topologie (Oy)z.

Sind jy: Y — X und jz: Z — Y die Inklusionsabbildungen, so ist
Oy initial beziiglich {jy} und (Oy)z initial beziiglich {jz}. Nach
Satz 31.7 ist (Oy)z auch initial beziiglich {jy o jz} und stimmt
somit mit O iiberein.

Beispiel 31.9

Sind (X, Ox) sowie (Y, Oy) topologische Rdume und f: X — Y
eine bijektive Abbildung, so sind dquivalent:

(a) f ist ein Homdomorphismus.
(b) Ox ist initial beziiglich {f}.

Sei namlich S := {fL(W): W € Oy}. Ist f ein
Homoomorphismus, so ist S = Ox eine Topologie auf X. Die
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kleinste S enthaltende Topologie O;, auf X ist also Ox. Gilt
umgekehrt (b), so ist f stetig. Nach Satz 31.3 ist ! stetig, denn
S ist eine Subbasis fiir Ox und ist V € S, so ist V = f~1(W) fiir
ein W € Oy und somit

(FH)HV) = £(V) = F(FH(W)) = W € Oy.

Beispiel 31.10

Sind (X, Ox) sowie (Y, Oy) topologische Raume und f: X —» Y
eine injektive Abbildung, so sind dquivalent:

(a) f ist eine topologische Einbettung.
(b) Ox ist initial beziiglich {f}.

Es sei Oj, die beziiglich {f} initiale Topologie auf X. Die von Y
auf f(X) induzierte Topologie O ist initial bzgl. der Inklusion

j: f(X) = Y.Daf =jof|fX) ist O, nach Satz 31.7 auch initial
bzgl. {f|TX)}. Da f|7X) bijektiv ist, ist mit Beispiel 31.9

f Einbettung b=y f|X) Homsomorphismus

L Oy initial bzgl. {f|fX} . & Ox =0
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Es seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Raume. Ist die
Topologie auf Y initial beziiglich einer Familie (f;);ecs von
Abbildungen f;: Y — Y; in topologische Raume (Y}, O;), so ist
eine Abbildung f: X — Y genau dann stetig, wenn fio f: X — Y;
stetig ist fiir alle j € J.

Beweis. Die Menge
S:={f(W):jedJ WeO;}

ist eine Subbasis fiir die Topologie Oy auf Y. Nach Satz 31.3 ist
also f genau dann stetig, wenn

—17p-1
(7 (W)) € Ox
fiir alle j € J und alle W € O;. Da f~}(f}(W)) = (fio f)~{(W),

ist letztere Bedingung fiir festes j dquivalent zur Stetigkeit von
fiof. O
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Definition 31.12

Es sei (Xj)jcs eine Familie topologischer Raume. Die initiale
Topologie O auf X :=[[;., X; beziiglich der Familie (pr;);c, der
Projektionen X — X;, (xi)ics — X; wird die Produkttopologie
auf X genannt.

Per Definition ist O also die grobste Topologie auf X, welche jede
der Projektionen pr; stetig macht.

Wenn nichts anderes gesagt wird, versehen wir Produkte
topologischer Raume immer mit der Produkttopologie.
In der vorigen Situation gilt:

Satz 31.13

(a) Fiir einen topologischen Raum Y ist eine Abbildung
f = (f))jes: Y = [ljc, X; genau dann stetig, wenn jede ihrer
Komponenten f; stetig ist.

(b) Ist jeder der Raume X; Hausdorffsch, so ist auch
X = []e, Xj Hausdorffsch.
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Beweis. (a) Nach Satz 31.11 ist f genau dann stetig, wenn
prjof = f; stetig ist fir jedes j € J.

(b) Sind x = (x;)jes und y = (y;)jes zwei verschiedene Elemente
von X, so existiert ein j € J mit x; # y;. Da X; Hausdorffsch ist,
gibt es eine offene x;-Umgebung U C X; und eine offene
yji-Umgebung V C X derart, dass UN V = (. Dann ist prJ._l(U)
eine offene x-Umgebung und pr;1(V) eine offene y-Umgebung
in X und es gilt prjfl(U) N prflj( V)y=0. 0O

Satz 31.14
Es sei (Xj)jcs eine Familie topologischer Raume und Y; C X; eine
Teilmenge fiir j € J. Dann stimmen auf Y := HjeJ Y; die
folgenden Topologien iiberein:

@ Die von X := HjeJXj auf Y induzierte Topologie Oy;

@ Die Produkttopologie 7, wenn wir Y; mit der von X;

induzierten Topologie O; versehen und Y als Produkt der
Familie (Y}, O})jc, topologischer Raume betrachten.
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Beweis. Es seien \;: Y; — Xj und A: Y — X die
Inklusionsabbildungen. Weiter seien pr;: X — Xj und 7j: Y — Y
die jeweiligen Projektionen auf die jte Komponente. Nach Beispiel
31.5 ist Oy initial bzgl. {\}. Da die Topologie auf X initial ist
bzgl. (pr;)jes, zeigt Satz 31.7, dass Oy initial ist bzgl. der Familie
der Abbildungen prjoA = Aj o fiir j € J. Nun ist 7 initial bzgl.
(7j)jes- Da Oj initial bzgl. {);} ist, ist 7 nach Satz 31.7 initial
bzgl. der Familie der Abbildungen \j o 7;. Also ist O = 7. [J

(Ej)jes eine Familie topologischer Vektorraume, so ist

E :=[],c, Ej ein topologischer Vektorraum mit der Addition

(x1)jes + (¥j)jes == (xj + yj)jes und Multiplikation
A(Xj)jes = (Axj)jes mit Skalaren A € K.

Beweis. Die Projektionen pr;: E — E; sind stetig fiir j € J und
ebenso die Projektionen 7x: E X E — E, (x1,x2) — x fir

k € {1,2}. Sei a: E x E — E die Additionsabbildung. Fiir jedes
J € Jist die Additionsabbildung «a;: E; x E; — E; stetig, also auch
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prjoa = aj o (pr; omy, pr; om2).
Nach Satz 31.13(a) ist « also stetig. Auch die Projektionen
M:Kx E—=Kundy: Kx E — E sind stetig sowie fiir jedes
J € J die Multiplikation p;: K x E; — E; mit Skalaren. Fiir die
Multiplikation p: K x E — E ist

prjop = pij o (Mq, prjofy)
stetig fiir alle j € J; also ist p stetig. [
Beispiel 31.16. Mit E; := F erhalten wir:

Fiir jeden topologischen Vektorraum F und jede Menge J ist der

Raum = H E

jed
aller Funktionen f: J — F ein topologischer Vektorraum, wenn wir
ihn mit der Produkttopologie O versehen. Wir nennen O auch die
Topologie der punktweisen Konvergenz auf F7.

Insbesondere ist K ein topologischer Vektorraum.
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§32 Filter in der Topologie und der Satz von Tychonoff
Ziel:
Satz 32.1 (Satz von Tychonoff)

Fiir jede Familie (Kj)jc, quasikompakter topologischer Raume ist
[I;c, K; quasikompakt.

-J

Mit Satz 31.13 (b) folgt: Ist K; kompakt fiir jedes j € J, so ist
auch [];c, Kj kompakt.

Beweis moglich unter Benutzung von Netzen; schéner mit Filtern.

Definition 32.2

Sei X eine Menge. Eine nicht leere Menge F von Teilmengen
A C X heiBt Filter in X, wenn gilt:

(F1) (VA€ F) A#0;
(F2) (VA,BEF) ANBEF;
(F3) (VA€ F)(YBCX) ACB=B¢cF.
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Eine nicht leere Menge B von Teilmengen A C X heiBt Filterbasis
in X, wenn

(B1) (VAeB) A#0und
(B2) (VA,BeB)(3CeB) CCANB.

Bemerkung 32.3

Ist B eine Filterbasis in X, so ist

(Byx ={ACX:(3BeB)BC A}

ein Filter in X, der von B erzeugte Filter.

Beispiel 32.4

Ist X ein topologischer Raum und x € X, so ist die Menge Uy (X)
aller Umgebungen U von x in X ein Filter, der sogenannte
Umgebungsfilter von x.

Schreibe auch U, statt Uy (X).
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Beispiel 32.5

Ist (X, d) ein metrischer Raum und x € X, so bilden die offenen
Kugeln B.(x) eine Filterbasis

B:={B.(x): &> 0}.

Diese erzeugt den Umgebungsfilter, also U, = (B) x (denn jede
Umgebung ist Obermenge einer e-Umgebung)

Definition 32.6

Sei F ein Filter in einer Menge X. Wird F von einer Filterbasis B
erzeugt (also F = (B)x), so nenne B eine Basis fiir F.

Zum Beispiel ist in einem metrischen Raum X fiir jedes x € X die
Menge der e-Umgebungen von x eine Basis des Umgebungsfilters
von x (eine Umgebungsbasis). In einem lokalkompakten
topologischen Raum X bilden fiir jedes x € X die kompakten
x-Umgebungen eine Basis des Umgebungsfilters von x.
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Definition 32.7

Sei X ein topologischer Raum, x € X und B eine Filterbasis in X.
Wir nennen B konvergent gegen x und schreiben B — x, wenn

(VU elUy)(FAeB) AC U,

Ist F ein Filter in X, so gilt 7 — x genau dann, wenn U, C F.
Beispiel 32.8

Ist (x;)jcs ein Netz in einer Menge X, so nennen wir fiir j € J

x>ji={xi:i>j}
das in j startende Endstiick des Netzes. Es ist
E={xsjjeJ}

eine Filterbasis in X (Ubung). Ist X ein topologischer Raum und
x € X, so gilt genau dann £ — x, wenn x; — x (Ubung).
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Definition 32.9

Sei f: X — Y eine Abbildung und F ein Filter in X. Dann ist
f.(F)={ACY:fYA) e F}

ein Filter in Y, der Bildfilter unter f.

Wegen f~1(Y) = X € Fist Y € £.(F), somit £,(F) # 0. Fiir
jedes A € f,(F) ist f~1(A) € F, also f~1(A) # 0, also A # (). Fiir
alle A,B € f.(F)ist f Y(ANB) = fYA)NfYB) e F, also
AN B € f.(F). Ist schlieBlich A € f,(F) und BC Y mit AC B, so
ist f~1(A) € F und f71(A) C f71(B), also f"1(B) € F und
folglich B € f.(F).

Eine Abbildung f ist genau dann an einer Stelle x € X stetig, wenn
f(Us (X)) = F(x).

Beweis. £,(Ux(X)) = f(x) < Usn(Y) C LU(X)) &
(VU € Ur((Y)) FHU) € Ux(X). D
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Definition 32.11

Ein Filter F in einer Menge X heiBt Ultrafilter, wenn er maximal
ist, also fiir jeden Filter G in X gilt:

FCg = F=4G.

| A

Satz 32.12
Ein Filter F in einer Menge X ist genau dann ein Ultrafilter, wenn

(VACX) A€ F oder X\ Ae F. (1)

<

Beweis. Ist F ein Ultrafilter und A C X mit A &€ F, so muss ein
B € F mit AN B = () existieren. Andernfalls wire namlich
{AN B: B € F} eine Filterbasis und

FU{A} C {ANB: B e Fl)x,

im Widerspruch zur Maximalitat von F. Dann ist also B C X \ A
fiir ein B € F und somit X \ A € F.

Ist umgekehrt F ein Filter, der (1) erfiillt und F C G fiir einen
Filter G in X. Fiir alle A € G ist nach (1) A € F oder X\ A€ F:
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Im zweiten Fall wére aber X \ A € G und somit
0 =AnN(X\A) e G, Widerspruch. Also gilt stets A € F und somit
g=F. 0O

Fiir jeden Filter F in einer Menge X existiert ein Ultrafilter G in X
mit F C G.

Beweis. Sei M die Menge aller Filter H in X mit 7 C H. Dann ist
(M, C) eine geordnete Menge. Diese ist induktiv geordnet: Es ist
M # (), weil F € M. Sei I eine Kette in M. Ist T = (), so ist F eine
obere Schranke fiir I'. Ist ' # (), so setzen wir

S = U H.
Hel
Dann ist S ein Filter in X: Fiir jedes H € I ist H # 0, also S # 0.
Fiir jedes A € S existiert ein H € [ mit A € H, es ist also A # ().
Sind A1, Ay € S, so existieren Hy,Ho € I mit A; € Hq und
As € Ho. Sei etwa H1 C Hy. Dann sind Ay, Ay € Hy, somit
AiNA,eHCS. Ist A€ Sund BC X mit A C B, so existiert
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einHel mtAeH. Dannist Be HCS.

Es existiert ein H € '; dann ist F CH C S, also § € M. Fiir jedes

H el gilt HC S, also ist S eine obere Schranke fiir . Nach dem

Zornschen Lemma hat M ein maximales Element G. Dann ist G

auch maximal in der Menge aller Filter in X (also ein Ultrafilter),

denn ist G C H fiir einen Filter H in X, so folgt aus F C G C H,

dass H € M, folglich ist G = H. I

Definition 32.14

Es sei X ein topologischer Raum und B eine Filterbasis in X. Ein

Punkt x € X wird Haufungspunkt von 3 genannt, wenn
(VAe B) (YU elUy) ANU # 0,

also x € A fiir alle A € B.

Lemma 32.15

Es sei X ein topologischer Raum und F ein Ultrafilter in X. Fiir
x € X sind dquivalent:

(a) x ist ein Haufungspunkt von F;

(b) F — x.
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Beweis. Sei x ein Haufungspunkt von F. Ist U C X eine
x-Umgebung, so gilt nach Satz 32.12 U € F oder X\ U € F. Im
zweiten Fall ware per Definition eines Haufungspunkts jedoch

(X\U)NU#0,
Widerspruch. Also ist stets U € F und somit U, C F. Folglich gilt
F = x.
Gilt F — x, so gilt U, C F, somit fiir alle U € Uy und alle A € F

ANuUeF,

woraus AN U # () folgt. Also ist x ein Haufungspunkt von F. [J
Satz 32.16
Fiir einen topologischen Raum X sind aquivalent:

(a) X ist quasikompakt;
(b) X hat die endliche Durchschnittseigenschaft: Fiir jede Menge
M = () von abgeschlossenen Teilmengen von X mit

Alﬂ..'mArI#@
firalle n € Nund Ay,..., A, € M ist (pep A # 0
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(c) Fiir jede Filterbasis B in X, welche aus abgeschlossenen
Teilmengen von X besteht, ist ﬂAeBA # 0;

(d) Jeder Ultrafilter in X ist konvergent.

Beweis. (a)=-(b): Sei M eine nicht leere Menge abgeschlossener
Teilmengen von X derart, dass Ay N...NA, # () fir alle ne N
und Ay, ..., A, € M. Wire (e A =0, so wire

X=J&x\A),
AeM
also (X \ A)acrs eine offene Uberdeckung von X. Aufgrund der
Quasikompaktheit gébe es A1,..., A, € M derart, dass
X =UL1(X\ Aj) und somit (\7_; A; = 0, Widerspruch.

(b)=(a): Sei (U;);c, eine offene Uberdeckung von X. Gibe es
keine endliche Teiliiberdeckung, so wire X # (), also J # () und es
hitte M := {X \ U;: j € J} die endliche Durchnittseigenschaft.
Nach (b) wére dann (;c,(M \ U;) # 0 und somit, indem wir zu
Komplementen iibergehen, UjeJ U; # X, Widerspruch.
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(b)=-(c): Ist B eine Filterbasis abgeschlossener Mengen, so gibt es
fiir jedes n € N und alle Ay,..., A, € Bein A€ B mit
ACAIN...NA, DaA=#J(, folgt

Alﬂ...ﬂAn#&

nach (b) ist also (a3 A # 0.

(c)=(b): Ist M wie in (b), so ist

B:={AiN...NA;:neN, Ay,..., A, € M} eine Filterbasis aus
abgeschlossenen Mengen, somit

£ (A=) A
AeB AeM

(a)=-(d), d.h. =(d)= —(a): Sei F ein Ultrafilter in X, der nicht
konvergiert, nach Lemma 32.15 also keinen Haufungspunkt hat.
Fiir alle x € X gilt also: x ist kein Haufungspunkt von F, somit
existiert eine offene x-Umgebung U, und ein A, € F derart, dass

U, N A, =10.

Ware X quasikompakt, so gabe es xj,...,x, € X mit
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X =UqU...UU,. Dann wire A:= A, N...NA,, € F, also

A # (). Jedoch ist

A=ANX = Ujr-'zl(A NUy) C U}’Zl(AXj N Uy) = 0, Widerspruch.
(d)=(c): Sei B eine Filterbasis in X aus abgeschlossenen Mengen.
Nach Satz 32.13 existiert ein Ultrafilter 7 in X mit (B)x C F.
Nach (d) existiert ein x € X mit F — x. Folglich ist x ein
Haufungspunkt von F und somit auch von B. Fiir jedes A € B ist
also

xeA=A

und somit x € (4 A O
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Beweis des Satzes von Tychonoff

Sei F ein Ultrafiler in K :=[[;., Kj. Sei prj: K — K; die
Projektion auf die jte Komponente. Dann ist (pr;).(F) ein

Ultrafilter in Kj, denn fiir jedes A C Kj ist

(pr;1)(A) € F oder K\ (pr;) '(A) = (pr)) '(Kj \ A) € F,
also A € (pr;)«(F) oder K;\ A € (pr;).(F). Da K; quasikompakt
ist, ist (pr;)«(F) konvergent; die Menge L; aller y € K; mit
(pr;)«(F) — y ist also nicht leer. Nach dem Auswahlaxiom
existiert ein x = (x;j)jes € [[;c, L;. Fiir jedes j € J konvergiert
dann (pr;)«(F) gegen x;. Dann gilt 7 — x; ist namlich U C K
eine Umgebung von x, so gibteseinneN, j1,...,j, € J und
offene xj,-Umgebungen U, C Kj, fiir £ € {1,..., n} derart, dass

x € (prjl)_l(Ul) N...N (prjn)_l(U,,) C u.

Fiir jedes £ € {1,..., n} ist dann Uy € Uy, (Kj,) € (pr),)«(F),
folglich (pr;,)~*(Ue) € F. Also ist (N;_;(pr;,)~*(Ur) € F und auch
die Obermenge U dieses Durchschnitts ist dann in F, so dass also
F — x. Nach (d)=-(a) in Satz 32.16 ist K quasikompakt. [J
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§33 Vollstandige Regularitat

Definition 33.1

Ein topologischer Raum (X, Q) wird vollsténdig reguldr genannt,
wenn er Hausdorffsch ist und O initial ist beziiglich C(X,R).

Satz 33.2

Fiir einen Hausdorffschen topologischen Raum X sind dquivalent:
(a) X ist vollstandig regular;
(b) Die Topologie auf X ist initial beziiglich einer Teilmenge
M C C(X,R);
(c) (Existenz von Buckelfunktionen). Fiir jedes x € X und jede
x-Umgebung U C X existiert eine stetige Funktion
f: X —[0,1] mit f(x) =1 und f|x\y = 0;
(d) (Existenz von Abschneidefunktionen). Fiir jedes x € X und
jede x-Umgebung U C X existiert eine stetige Funktion

f: X — [0,1] derart, dass f|y = 1 fiir eine x-Umgebung
V C U und supp(f) C U.
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Beispiel 33.3
Jeder lokalkompakte topologische Raum X ist vollstandig regular.

Nach dem Urysohnschen Lemma (Satz 29.14, angewandt mit
K := {x}) existieren auf X namlich Abschneidefunktionen.

Beispiel 33.4

Jeder metrisierbare topologische Raum X ist vollstandig regular.

Sei namlich d: X x X — [0, o[ eine die Topologie definierende
Metrik. Gegeben x € X und eine x-Umgebung U C X existiert ein
€ > 0 derart, dass B-(x) C U. Dann ist

f: X—1[0,1, yw~ max{l— d(x,y)70}
£

eine stetige Funktion mit f(x) =1 und f[x\y = 0. Also existieren
auf X Buckelfunktionen.
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Beweis von Satz 33.2. (a)=(b): Man nehme M := C(X,R).

(b)=(c): Sei x € X und U C X eine x-Umgebung. Dann existieren
ein n € Ny, f1,...,f, € M und offene Mengen U; C R fiir
J€{1,...,n} derart, dass

xe{yeX: (Vje{l,....n}) fi(x) e Ui} C U.

Dann ist U; eine offene f;(x)-Umgebung in R und nach Verkleinern
der Umgebungen diirfen wir annehmen, dass fiir ein € > 0 fiir alle j

Uj = 1i(x) = & £i(x) + €[

Definieren wir g: X — [0, o[ via
gy) ==Y _Ifiy) = (x),
j=1

so ist g stetig, g(x) =0 und
g ([0, c U

Dann ist auch f: X — [0,1], y = max{0,1 — @} stetig. Es ist
f(x) =1und flx\y =0.
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(c)=(d): Sind x, U und f wie in (c), so ist g: X — [0, 1],
y +— min{2f(y), 1} stetig und konstant 1 auf der x-Umgebung
V:={y € X: f(y) > 3}. Weiter ist
h: X —[0,1], y+~ max{0,2g(y)—1}
konstant 1 auf V und
1 1

{yeXx: h(y)>0}={y€X:g(y)>§} {yeX gly) = 2}—:%\7
wobei A in X abgeschlossen ist und A C U. Also ist supp(h) C A
und somit supp(h) C U.
(d)=-(a): Sei O die gegebene Topologie auf X und O;, die
beziiglich C(X,R) initiale Topologie. Da O jedes f € C(X,R)
stetig macht, ist O;, € O. Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen,
sei U € O. Fiir jedes x € U gibt es nach (d) ein f, € C(X,][0,1])
derart, dass fi(x) = 1 und f|x\y = 0, also

x € £71(]0,00[) C U.
Man beachte, dass (£)~ (]O oo[) € Oiy. Es ist also
U=Useufs 1(10,00[) € Opn. O
Der Beweis zeigt, dass O auch bzgl. C(X,[0,1]) initial ist.
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Satz 33.5
Es sei X ein topologischer Raum.

(a) Ist X vollstandig regulér, so auch jede Teilmenge Y C X mit
der von X induzierten Topologie.

(b) Ist X =[[;c, X; mit der Produkttopologie fiir eine Familie
X:)icy vollstindig regularer topologischer Raume X;, so ist
(Xi)jes g reg polog ¢
auch X vollstandig regular.

Beweis. (a) Y ist Hausdorffsch. Die induzierte Topologie Oy
auf Y ist initial beziiglich der Inklusionsabbildung j: Y — X. Da
die Topologie auf X initial beziiglich C(X,R) ist, ist Oy initial
beziiglich

M:={foj="fly: fe C(X,R)} CC(Y,R),
wegen der Transitivitat initialer Topologien. Nach Satz 33.2(b) ist
Y vollstandig regular.

(b) Die Produkttopologie O auf X ist Hausdorffsch. Da sie initial
bzgl. den Projektionen pr;: X — X; und die Topologie auf Xj_initial
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beziiglich C(X;,R) ist, ist O (wegen Transitivitat) initial beziiglich
M:={fopr;: j€J, feC(X;,R)},
Nach Satz 33.2(b) ist X vollstandig reguldr. OJ

Bemerkung 33.6
Ist X vollstandig regular, so trennt C(X, [0, 1]) die Punkte auf X.

Fiir alle x £ y in X gibt es disjunkte offene Umgebungen U
und V. Nach Satz 33.2(c) gibt es eine stetige Funktion
f: X —[0,1] derart, dass f(x) =1 und f|x\y = 0, also f(y) = 0.

Lemma 33.7

Es sei X eine Menge und O die initiale Topologie auf X beziiglich
einer Familie (f;)jc, von Abbildungen f;: X — X; in topologische
Raume X;. Trennt (f;);c, die Punkte von X, so ist

X=X x— (())je

Jjed
eine topologische Einbettung von (X, O) in das kartesische
Produkt, versehen mit der Produkttopologie.

N
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Beweis. Da f injektiv ist, macht die bzgl. {f} initiale Topologie
Oin auf X die Abbildung f zu einer topologischen Einbettung
(siehe Beispiel 31.10). Die Topologie auf dem Produkt ist initial
beziiglich den Projektionen pr;; aufgrund der Transitivitat initialer
Topologien ist O;, auch initial beziiglich der Familie der
Abbildungen pr; of = f; fiir j € J; esist also O;, = O. U

Beispiel 33.8

Es sei E ein Vektorraum und O die initiale Topologie auf E
beziiglich einer Familie (a;)jc von linearen Abbildungen

aj: E — Ej in Hausdorffsche topologische Vektorraume E;. Trennt
(aj)jey die Punkte von E, so ist (E,O) ein Hausdorffscher
topologischer Vektorraum.

a: E = [[;c; Eji x = (j(x))jey ist linear und injektiv. Da

HjeJ E; ein Hausdorffscher topologischer Vektorraum ist, ist auch
der Untervektorraum a(E) ein solcher. Da a|*(E) ein Isomorphis-

mus von Vektorrdumen und nach Lemma 33.7 ein Homdomorphis-
mus ist, ist auch E ein Hausdorffscher topologischer Vektorraum.
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Anhang zu §33: Stone-Cech-Kompaktifizierung

Als eine erste Anwendung des Satzes von Tychnoff lasst sich die
Stone-Cech-Kompaktifizierung eines vollstandig reguliren
topologischen Raumes diskutieren. Das Material wurde in der
Vorlesung iibersprungen und ist nicht priifungsrelevant.

Satz 33.9 (Existenz einer Stone-Cech-Kompaktifizierung)

Fiir jeden vollstandig regularen topologischen Raum X existiert ein
kompakter topologischer Raum 5X und eine stetige Abbildung

ix: X — BX derart, dass fiir jede stetige Abbildung f: X — K in
einen kompakten topologischen Raum K genau eine stetige
Abbildung f: BX — K mit f o ix = f existiert.

Beweis. Da die Topologie auf X beziiglich C(X, [0, 1]) initial ist
und C(X,[0,1]) die Punkte von X trennt, ist

ix: X = [ 10,1 =[0,°%0W = x s (F(x)recix pa
feC(X,[0,1])
nach Lemma 33.7 eine topologische Einbettung. Wir definieren X
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als den Abschluss N

BX :=ix(X)CL
des Bildes und betrachten ix im Folgenden als Abbildung nach
BX. Da L nach dem Satz von Tychonoff kompakt ist, ist auch X
kompakt und per Konstruktion ist ix(X) dicht in 8X.

Ist K ein kompakter topologischer Raum und f: X — K stetig, so
gibt es hochstens eine stetige Abbildung f: X — K mit

foix = f, daix(X) dicht in 3X und K Hausdorffsch ist (siehe
Satz 27.24). Wir definieren nun SK C [0, 1]C(K’[0’1]) und

ik : K — BK analog zum Vorigen. Es ist ix(K) kompakt und somit
abgeschlossen in K, da SK Hausdorffsch ist; da ix(K) auch dicht
ist, folgt BK = ix(K). Also ist die Abbildung ix: K — SK ein
Homoomorphismus. Die Abbildung

¢: X =[] (0,1, x=(x)necxo) — (Xgof Jgec(k.o.1)
feC(K,[0,1])
ist stetig. Schreiben wir fiir g € C(K, [0,1]) namlich

Prg: H [0,1] = [0,1]  (Xa)rec(k,[0,1]) = Xe
he C(K.[0,1])
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fur die Projektion, so ist pr, o¢ die entsprechende Projektion
Preor: BX — [0,1] und somit stetig. Fiir jedes x € X gilt

o(ix(x)) = ((g o F)(x))gec(k 1)) = k(f(x)) € Ki (1)

da BK abgeschlossen ist im Hausdorffraum [] cc(k 0,1)[0, 1] und
ix(X) dicht in X, folgt ¢(8X) C BK. Dann ist

fi=(ik) tog: BX = K
stetig und
(F o ix)(x) = (i)~ (ix(x)) = (i)~ (ik(F(x))) = F(x) fiir alle
x € X nach (1), folglich foix =f. O
Betrachten wir []rcc(x jo,17)[0; 1] als den Funktionenraum
[0,1]¢5101D) aller Funktionen von C(X, [0, 1]) nach [0, 1], so ist

ix(x) € [0,1]¢X101]) die Punktauswertung C(X, [0,1]) — [0, 1],
f— f(x).
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Bemerkung 33.10

(a) (Eindeutigkeit) Ist auch j: X — K eine
Stone-Cech-Kompaktifizierung fiir X (wie in Satz 33.9), so
gibt es einen Homdomorphismus «:: SX — K derart, dass
a o ix = j; dies zeigt man wie die Eindeutigkeit in Satz 25.2.

(b) Der Beweis von Satz 33.9 zeigt, dass ix(X) dicht ist in SX
und ix eine topologische Einbettung.

(c) Wie im Beweis von Satz 25.3 sieht man, dass eine
Stone-Cech-Kompaktifizierung ix : X — X eines vollstindig
reguldren Raums X immer so gewahlt werden kann, dass
X C BX und ix: X — BX die Inklusionsabbildung x +— x ist.
Nach (b) ist dann X eine dichte Teilmenge von X und 5X
induziert auf X die gegebene Topologie.

Ein topologischer Raum ist also genau dann vollstandig regular,
wenn er eine Teilmenge eines kompakten topologischen Raums ist.
Er ist dann homdomorph zu einer Teilmenge eines Produkts [0, 1]7.
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§34 Finale Topologien, k-Raume und kg-Raume

Satz 34.1

Es sei X eine Menge und (f;);c, eine Familie von Abbildungen
fi: X; — X, wobei X; ein topologischer Raum mit Topologie O; ist
fiir j € J. Setzen wir

Ofin == {U C X: (Vj € J) (£)71(V) € O}},

so gilt:

(a) Osin ist eine Topologie auf X, welche f; stetig macht als
Abbildung nach (X, Ofy,), fir alle j € J.

(b) Fiir jede Topologie O auf X, welche f; als Abbildung nach
(X, O) stetig macht fiir alle j € J, folgt O C Oyp,.

(c) Eine Teilmenge A C X ist genau dann in (X, Ofipn)
abgeschlossen, wenn (f;)~1(A) in (X, O;) abgeschlossen ist
fiir alle j € J.

Man nennt Oy, die finale Topologie auf X bzgl. der Familie (f;);cJ;
dies ist also die feinste Topologie auf X, die jedes f; stetig macht.
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Beweis. (a) Wegen frl(X) = X; € Ojist X € Ofip. Ist (V)i eine
Familie von Mengen V; € Oy, und V = |J;¢, Vi, so ist
6-71(\/,-) € O; fiir jedes i € | und j € J, also

V) =Uf (v eo

i€l

und somit V' € Ofp. Sind P, Q € Ofin, so ist f; (P) € O und
f;-*l(Q) € O; fiir alle j € J, also
7Y (PN Q) =fHP)NF Q) € O und somit PN Q € Ofn.
Also ist Oy, eine Topologie auf X. Gegeben j € J ist fiir jedes

U € Otn V) €o;

somit f; stetig von (X, O;) nach (X, Ofin).

(b) macht die Topologie O auf X jedes f; stetig, so ist fiir jedes
O fir iedes i B

Ue iir jedes j € J fjl(U)e(’)j

und somit U € Of,, also O C Ofh,.

(c) Aist in (X, Osin) abgeschlossen genau dann, wenn X \ A offen
ist, also fiir jedes j € J das Urbild £, (X \ A) = X; \ £~1(A) in X
offen ist, also 15-_1(A) in X; abgeschlossen ist. []
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Ist die Topologie auf einem topologischen Raum (X, Q) final
beziiglich einer Familie (f;)jc, von Abbildungen f;: X; — X fiir
topologische Raume (Xj, O;), so gilt: Eine Abbildung f: X — Y in
einen topologischen Raum (Y, Oy) ist genau dann stetig, wenn
fofi: X; — Y stetig ist fiir jedes j € J.

Beweis. Ist f stetig, so auch f o f;, da die finale Topologie jedes f;
stetig macht. Ist f o f; stetig fiir jedes j € J und U € Oy, so ist

FHFH(U)) = (F o £)"1(U) € O}, somit £1(U) € 0. O

Beispiel 34.3

Ist X ein topologischer Raum, Y eine Menge und g: X — Y eine
surjektive Abbildung, so ist die finale Topologie auf Y bzgl. {q}
genau die Quotiententopologie, die schon in §14 diskutiert wurde.
Satz 34.2 verallgemeinert Satz 14.4.

Im Rest des Kapitels werden k-R&ume (und Varianten) studiert.
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Ist X ein Hausdorffscher topologischer Raum, so schreiben wir
KC(X) fiir die Menge aller kompakten Teilmengen K C X.

Definition 34.4

Ein topologischer Raum (X, O) wird k-Raum genannt, wenn er
Hausdorffsch ist und O final ist beziiglich der Familie (jk)kex(x)
der Inklusionsabbildungen jx: K — X fiir K € K(X). Hierbei
versieht man jedes K € KC(X) mit der von X induzierten Topologie.

Bemerkung 34.5

Fiir einen Hausdorffraum X sind nach Satz 34.1 dquivalent:

(a) X ist ein k-Raum;

(b) Eine Teilmenge U C X ist genau dann offen, wenn U N K
relativ offen in K ist fiir jede kompakte Teilmenge K C X;

(c) Eine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn
AN K relativ abgeschlossen in K ist fiir jedes K € IC(X), oder
dquivalent dazu, abgeschlossen in X (da K in X abgeschlossen ist).
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Beispiel 34.6

Jeder lokalkompakte topologische Raum X ist ein k-Raum.

Ist U C X offen, so ist UN K relativ offen fiir jedes K € IC(X). Sei,
umgekehrt, U eine Teilmenge von X und U N K relativ offen fiir
jedes K € IC(X). Gegeben x € U sei K eine kompakten Umgebung
von x in X, mit dem Inneren U°. Da U N K relativ offen in K ist,
ist U N (K®°) relativ offen in K° und somit offen in X. Also ist U
eine x-Umgebung in X und somit offen, da x € U beliebig war.

Beispiel 34.7

Jeder metrisierbare topologische Raum X ist ein k-Raum.

Sei ndmlich d eine die Topologie auf X definierende Metrik. Ist A
eine abgeschlossene Teilmenge von X, so ist AN K relativ
abgeschlossen in K fiir jedes K € KC(X). Sei umgekehrt A eine
Teilmenge von X derart, dass AN K abgeschlossen ist fiir jedes

K € K(X). Gegeben x € A existiert eine Folge (xn)nen in A derart,
dass x, — x in X fiir n — oo. Dann ist
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K :={xy: n € N} U {x}
eine kompakte Teilmenge von X. Per Voraussetzung ist AN K

abgeschlossen in K. Da x, € AN K und x, — x in K, folgt
x € ANK. Also ist AC A, somit A = A abgeschlossen.

Satz 34.8

Ist X ein k-Raum, so ist auch jede abgeschlossene Teilmenge
Y C X ein k-Raum, wenn man sie mit der von X induzierten
Topologie Oy versieht.

Beweis. (Y, Oy) ist Hausdorffsch. Sei A eine Teilmenge von Y. Ist
A'in Y abgeschlossen, so auch AN K fiir alle K € K(Y).
Umgekehrt sei nun angenommen, dass AN K in Y abgeschlossen
ist fir alle K € I(Y). Ist K € K(X), soist Y N K abgeschlossen
in K, also kompakt und somit Y N K € K(Y). Folglich ist

ANK=ANYNK

abgeschlossen in Y und somit auch in X (da Y in X abgeschlossen
ist). Also ist A abgeschlossen in X und somit auchin Y. O
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Bemerkung 34.9

Ist X ein k-Raum, so ist nach Satz 34.2 eine Abbildung f: X = Y
in einen topologischen Raum Y genau dann stetig, wenn f|x stetig
ist fiir jede kompakte Teilmenge K C X.

Verlangt man dies nur fiir Y = R, erhilt man folgende Variante:

Definition 34.10

Ein topologischer Raum X heit kg-Raum, wenn X Hausdorffsch
ist und fiir jede Funktion f: X — R dquivalent sind:

(a) f ist stetig;

(b) f|k ist stetig fiir jede kompakte Teilmenge K C X.

| \

Bemerkung 34.11

(i) Auch fiir jede Funktion f: X — Y von einem kg-Raum X in
einen vollstandig reguldren Raum Y sind (a) und (b) aus 34.10
aquivalent, da die Topologie auf Y initial ist beziiglich C(Y,R).

f stetig & (Vg € C(Y,R)) gof stetig < (Vg € C(Y,R)) (VK € K(X))
g o flk stetig & (VK € K(X)) f|k stetig.
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(ii) Jeder k-Raum ist ein kg-Raum, nach Bemerkung 34.9.

(iii) Nach einem Satz von Noble ist [[;-, X; ein kg-Raum fiir jede
Familie (Xj)jcs lokalkompakter Raume. Jedoch kann man zeigen,
dass R” kein k-Raum ist, wenn |J| > [R].

(iv) Vorsicht: Sind X und Y beides k-Ridume, so braucht X x Y

kein k-Raum zu sein und auch kein kr-Raum.

Fiir ein Beispiel identifizieren wir x € R™ mit (x,0) € R"*1. Es ist
X := RN metrisierbar, Y := RN := Dren R =U,enR” ein
k-Raum mit der finalen Topologie bzgl. den Inklusionen
[~n,n]” — Y (Ubung). Die Abbildung

B:RYx R R, ((xa)nen, (Yn)nen) = 021 Xn¥
ist stetig auf jedem K € (X x Y), aber unstetig (Ubung). Benutze:

Es sei X eine Menge, versehen mit der finalen Topologie O
beziiglich einer Familie (f;)jc, von Abbildungen f;: X; — X mit
topologischen Raumen (X;, O;). Fiir jede abgeschlossene
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Teilmenge Y C X ist dann die von X auf Y induzierte Topologie
Oy final beziiglich der Familie (f\f Y))JGJ, wenn man £~ 1Y)

mit der von X; induzierten Topologle versieht.

Beweis. Ist A C Y derart, dass (fj],- 1(Y))_1(A) in G_l(Y)
J
abgeschlossen ist, so ist 15-_ (A) = (ﬁ|6_1(y))_1(A) auch in X;

abgeschlossen, da fjfl(A) in X; abgeschlossen ist. Also ist A
abgeschlossen in X und somit auch in Y. [J

Beispiel 34.13

Sei die Topologie auf X final bzgl. f;: X; — X, _j € J, mit
Hausdorffraumen X;. Ist Y C X derart dass £ L(y) fiir alle j € J
endlich ist, so ist Y in X abgeschlossen und die von X auf Y
induzierte Topologie Oy ist diskret (jede Teilmenge ist offen).

Die endliche Teilmenge F; := G_I(Y) von X; ist abgeschlossen,
also Y abgeschlossen. Nach Satz 34.12 ist Oy final bzgl. den f|F,.
Jedes F; ist diskret (als endlicher Hausdorffraum), also auch die
finale Topologie.
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Satz 34.14 (Direkte Limites)
Es sei X = [J,eny Xn mit Mengen
X1 CX C e

und O, eine Topologie auf X, fiir n € N derart, dass die Inklusion
Jrnms A =

stetig ist fiir alle n < m. Dann stimmt fiir jede Folge n; < ny < ...

die finale Topologie O auf X bzgl. der Folge (jn)nen der

Inklusionsabbildungen j,: X,, — X liberein mit der finalen

Topologie T bzgl. (jn,)ken-

Beweis. Sei U eine Teilmenge von X. Ist U € O, also UN X, € O,
fir alle n € N, dannist UN X, € O, fiiralle k € N, also U € T
Ist umgekehrt U € T, soist UN X, € Oy, fiir alle k € N.
Gegeben n € N existiert ein k € N mit ng > n. Dann ist
UNX,=UNXp, N Xy = (n.n) H(UNXy,) € Op, also UecO. O

Man nennt O auch die direkte Limestopologie auf X = (. Xn
und schreibt X = IiLn Xn.
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§35 Schwach-*-Topologie und Satz von Banach-Alaoglu

In diesem Kapitel sei E ein normierter Raum und E’ sein
Dualraum, die Menge aller stetigen linearen Funktionale

\: E — K. Wir versehen die Menge KF alle Funktionen f: E — K
mit der Topologie der punktweisen Konvergenz, also der initialen
Topologie beziiglich der Familie der Punktauswertungen

evi: KE S K, e f(x)

fiir x € E (also den Projektionen K& =[], .. K — K auf die
jeweilige x-Komponente).

Definition 35.1

Die von KE auf E’ induzierte Topologie O, wird
schwach-x-Topologie auf E’ genannt. Versehen wir E’ mit dieser
Topologie, schreiben wir in dieser Vorlesung auch E,, := (E’, O)).

Andere Bezeichnungen sind o(E’, E) := Op.

Mit den Punktauswertungen % := ev, |g: E' — K fiir x € E gilt:

Prof. Dr. Helge Gldckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Satz 35.2

Die schwach-x-Topologie O, macht E’ zu einem Hausdorffschen
topologischen Vektorraum; sie ist grober als die durch die
Operatornorm || - ||op auf E’ definierte Topologie Op. Es ist O, die
initiale Topologie auf E’ beziiglich der Familie der
Punktauswertungen X: E’ — K fiir x € E, also die grobste
Topologie, welche jedes X: E’ — K stetig macht.

Beweis. Es ist KE ein Hausdorffscher topologischer Vektorraum. Da
E’ ein Untervektorraum von KF ist, ist auch E’ ein Hausdorffscher
topologischer Vektorraum mit der von K€ induzierten Topologie
O,. Diese ist initial beziiglich der Inklusion j: E’ — KE. Wegen
der Transitivitat initialer Topologien ist O, auch initial beziiglich
der Familie der Abbildungen ev,oj = X: E/ — K fiir x € E. Da Oy
jedes X stetig macht, ist Op, C Op. O

Satz 35.3 (Satz von Banach-Alaoglu).

Fiir jeden normierten Raum E ist die duale Einheitskugel
Ber :={\€ E": | Nlop < 1}
schwach-*-kompakt (d.h. eine kompakte Teilmenge von E;).
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Beweis. Als Hilfsmittel fiir den Beweis betrachten wir den
“algebraischen Dual" E* aller (nicht notwendig stetigen) linearen
Abbildungen \: E — K. Mit den stetigen Punktauswertungen
ev,: KE — K wie oben haben wir

* .
E* = ﬂ ﬂ ker(evixtsy —tevy —sev,);
x,y€E s,teK

es ist also E* ein abgeschlossener Untervektorraum von KE. Sei

B (0) = {z €K: |z < r}
die Kugel vom Radius r € [0, 00| in K (einschlieBlich des entarteten
Falls r = 0). Fiir ein A € E* gilt genau dann ||A||op < 1, wenn
IA(x)| < ||x|| fur alle x € E, d.h.

xeE
Also ist B = E* N K eine abgeschlossene Teilmenge von K mit

der von K£ induzierten Topologie. Nach 31.14 ist diese gleich der
Produkttopologie Ok auf K als Produkt der kompakten Mengen

EHXH(O); nach dem Satz von Tychonoff ist (K, Ok) kompakt. Als
abgeschlossene Teilmenge von (K, Ok) ist Bgkompakt. O
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§36 Gleichgradige Stetigkeit und Satz von Arzela-Ascoli

Es sei (Y, dy) ein metrischer Raum und X ein Hausdorffscher
topologischer Raum. In diesem Kapitel wollen wir kompakte
Teilmengen von C(X, Y) erkennen. Topologien auf C(X, Y)?

Definition 36.1

(a) Auf YX = [Icex Y haben wir die Topologie der punktweisen
Konvergenz, die initial ist beziiglich den Punktauswertungen
evy: YX = Y fiir x € X. Die von YX auf Teilmengen M C YX
induzierte Topologie nennen wir die Topologie der punktweisen
Konvergenz auf M; wir schreiben O, fiir diese.

Insbesondere kénnen wir auf C(X, Y') die Topologie O, der
punktweisen Konvergenz betrachten; diese ist initial beziiglich den
Punktauswertungen ,: C(X,Y) = Y, f — f(x) fir x € X.

(b) Fiir kompakte Teilmengen K C X ist die Funktion
dg: C(K,Y) x C(K,Y)— [0, 0],

(f,g) — dk(f,g) = sup{dy(f(x),g(x)): x € K}
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eine Metrik auf C(K, Y). Die initiale Topologie O auf C(X,Y)
beziiglich den Einschrankungsabbildungen

PK: C(Xa Y)_>C(K7 Y)v f'_>f|K

fir K € IC(X) nennen wir die Topologie der kompakten
Konvergenz auf X (oder auch die Topologie der gleichmaBigen
Konvergenz auf kompakten Teilmengen von X).

Ebenso fiir die induzierte Topologie auf Teilmengen M C C(X,Y).
Hierbei ist C(K, Y) mit der durch die Metrik dx definierten
Topologie Ok versehen. (Beachte Ok = O, im Spezialfall X = K)

Bemerkung 36.2

Es macht O, die Punktauswertung e,: C(X,Y) — Y stetig fiir
alle x € X; also ist O, C Oc.

Gegeben x € X finden wir ndmlich eine kompakte Teilmenge
K C X mit x € K (z.B. K := {x}); dann ist
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€x = 0x 0 pk mit der Punktauswertung d: C(K,Y) — Y, die auf
(K, dk) Lipschitz-stetig ist mit Lipschitzkonstante 1. In der Tat ist
fir alle f,g € C(K,Y)

dy (0x(f), 6x(8)) = dy(f(x), g(x)) < dk(f,g).

Bemerkung 36.3
Ist f € C(X,Y), e >0und K C X kompakt, so ist

{g € C(X,Y): du(flk. glK) < e} = (k) (BEVV) (k)

eine f-Umgebung in (C(X, Y),O.). Jede f-Umgebung P in
(C(X,Y),0.) enthilt eine f-Umgebung der vorigen Form.

Per Definition der initialen Topologie existieren ndmlich kompakte
Teilmengen Ki, ..., K, von X und offene Umgebungen U; von f\Kj
n (C(K;, Y),dk) fir j € {1,...,n} derart, dass

(k) H(U1) N -0 (pk,) " (Un) C P

Nach Verkleinern diirfen wir annehmen, dass U; eine offene
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gj-Kugel um f|x. ist fiir j € {1,..., n} bzw. eine e-Kugel mit ¢

unabhangig von j, nach Ersetzen von ¢; durch das Minimum von
€1,...,€n. Setzen wir K := Ky U--- UK, so ist

P 2 ({g € CX,Y): (¥x € K}) dy(f(x),g(x)) < &}
j=1

— {ge C(X,Y): (x € K) dy(f(x),g(x)) < ¢}
= (oK) (BEN(F ).

Definition 36.4

Eine Teilmenge M C YX heiBt gleichgradig stetig (oder
gleichstetig), wenn fiir jedes x € X und jedes £ > 0 eine
x-Umgebung U C X existiert derart, dass

(Vf € M) (Vy € U) dy(f(x),f(y)) < e.

Im Vergleich zu Stetigkeit von f an der Stelle x ist hier U
unabhangig von f. Insb. ist jedes f € M stetig, also M C C(X,Y).

Prof. Dr. Helge Gldckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Beispiel 36.5

Fiir jeden normierten Raum (E, || - ||) ist die duale Einheitskugel
Be: C E' C C(E,K) gleichgradig stetig.

Gegeben x € E und € > 0 gilt mit U := BE(x) namlich
(VA € Ber) (Vy € U) [A(x) = Aly)| <,

da [A(x) = AW = [A(x =) < [Mlopllx =yl < lIx =yl <e.

Lemma 36.6

Ist M C C(X,Y) gleichgradig stetig, so gilt;

(a) Der Abschluss M von M in YX (beziiglich der Topologie der
punktweisen Konvergenz) ist gleichgradig stetig; insbesondere
ist M C C(X,Y).

(b) Auf M stimmen stimmen O, und O, iiberein.

(c) M ist genau dann in (C(X, Y),O.) abgeschlossen, wenn M in
(C(X,Y),0p) abgeschlossen ist. In diesem Fall ist M auch in
(YX,0,) abgeschlossen.

Prof. Dr. Helge Glckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Da Bg/ nach Beispiel 36.5 gleichgradig stetig ist, stimmt nach
Lemma 36.6 (b) darauf O, iiberein mit der schwach-x*-Topologie,
welche nach Satz 35.3 kompakt ist. Wir erhalten also eine
Verscharfung des Satzes von Banach-Alaoglu:

Fiir jeden normierten Raum E ist die duale Einheitskugel Bes in
El:=(E’,O.) kompakt.

Beweis von Lemma 36.6. (a) Fiir jedes x € X und ¢ > 0 existiert
eine x-Umgebung U C X derart, dass

(VF € M) (¥y € U) dv(f(x). F(y)) < 5.

also M C [ (evx evy)H(A) (1)
yeU
mit den stetigen Punktauswertungen ev,: YX — Y, f s f(y) fiir

yeXund A:={(v,w) € Y x Y:dy(v,w) <5}, einer
abgeschlossenen Teilmenge von Y x Y. Da die rechte Seite von
(1) in YX abgeschlossen ist, enthilt sie auch den Abschluss M;
folglich gilt (Vf € M) (Vy € U) dy(f(x),f(y)) <5 <e.
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(b) Auf M ist Op C O (vgl. Bemerkung 36.2). Sei nun f € M
und P eine Umgebung von f in (M, O.). Nach Bemerkung 36.3
diirfen wir nach Verkleinern von P annehmen, dass

P={ge M:dx(flk,glk) <e}

fiir ein € > 0 und eine kompakte Teilmenge K C X. Fiir jedes
x € K existiert, da M gleichgradig stetig ist, eine offene
x-Umgebung Uy in X derart, dass

(Vg € M) (Vy € Uy) dv(g(x),8(y)) < =

3
Da K kompakt ist, existiert eine endliche Teilmenge & C K mit
Kc | U
XED

Nunist Q:={g e M: (Vx € ®) g(x) € 82;3(f(x))} eine offene
f-Umgebung in (M, O,). Ist g € Q, so gibt es fiir jedes y € K ein

x € ® mit y € Uy; somit gilt dy(f(y),g(y)) <

dy(f(y), f(x))+dy(f(x), g(x))+dy(g(x),g(y)) < 54_5 € _ e:

33 3
also ist Q@ C P.
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(c) Es sei M der Abschluss von M in YX mit punktweiser
Konvergenz und A der Abschluss von M in C(X,Y') beziiglich
kompakter Konvergenz. Da M nach (a) gleichgradig stetig ist,
stimmen nach (b) die Topologien O, und O, auf M iiberein.
Somit ist M auch in (M, O,) dicht und somit M C A. Da die
Topologie der kompakten Konvergenz auf C(X, Y) feiner ist als
die Topologie der punktweisen Konvergenz, ist M auch in ersterer
abgeschlossen und somit A C M, folglich A= M. Ist M in
(C(X,Y),O.) abgeschlossen, so ist M = A, also M = M auch in
YX abgeschlossen und somit in (C(X, Y),Op). Ist M in
(C(X,Y),0,) abgeschlossen, soist M = MN C(X,Y)=M=A,
also M auch in (C(X,Y),O.) abgeschlossen. [
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Satz 36.8 (Satz von Arzela-Ascoli)

Es sei X ein Hausdorffscher topologischer Raum, (Y, dy) ein
metrischer Raum und M C C(X, Y) eine Teilmenge. Gilt

(a) M ist gleichgradig stetig;

(b) M ist punktweise relativ kompakt, d.h. fiir jedes x € X ist der
Abschluss {f(x): f € M} C Y kompakt; und

(c) Mistin (C(X,Y),O.) abgeschlossen,

so ist (M, O.) kompakt. Ist umgekehrt (M, O.) kompakt, so

folgt (b) und (c). Ist X ein kg-Raum (also z.B. ein k-Raum,

metrisierbar oder lokalkompakt), so sind (a)—(c) dquivalent zu

Kompaktheit von (M, O.).

Beweis. Seien (a)—(c) erfiillt. Nach (b) ist
Ky :={f(x): f € M} C Y kompakt fiir jedes x € X, somit

K_HK

kompakt in der Produkttopo|0g|e nach dem Satz von Tychonoff;
diese stimmt nach Satz 31.14 mit der von YX ‘induzierten
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Topologie iiberein. Nach Lemma 36.6 (c) ist M in YX
abgeschlossen und somit auch in K. Also ist (M, O,) kompakt. Da
Op = O auf M nach Lemma 36.6 (b), ist (M, O.) kompakt.

Ist umgekehrt (M, O.) kompakt, so ist evy(M) = {f(x): f € M}
kompakt in Y und somit relativ kompakt, fiir jedes x € X; also
gilt (b). Weiter ist die kompakte Teilmenge M dann abgeschlossen
im Hausdorffraum (C(X, Y),O.); also gilt (c).

Die folgenden Uberlegungen und Hilfsmittel ermoglichen uns, den
Beweis abzuschlieBen. Weiter sei (Y, dy) ein metrischer Raum.

Lemma 36.9

Fiir jeden kompakten topologischen Raum K ist die
Auswertungsabbildung

ev: C(K,Y)x K=Y, (f,x)— f(x)

stetig, beziiglich der Topologie der kompakten Konvergenz auf
C(K,Y).

Beweis. Wir zeigen, dass ev an jeder Stelle (f,x) stetig ist.
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Gegeben € > 0 ist

U:=f1 (B;;z(f(x)))
eine offene x-Umgebung in K. Weiter ist

P:={g e C(K,Y): (Vy € K) dv(f(y),8(y)) <¢/2}
eine offene f-Umgebung in C(K, Y). Fiir alle (g,y) € P x U ist

dy (f(x), g(v)) < dy(f(x), f(y))+dv(f(y),8(y)) <e/2+e/2=e. O

Lemma 36.10

Ist K kompakt, so ist jede kompakte Teilmenge M C C(K,Y)
gleichgradig stetig.

Beweis. Sei 0.B.d.A. M # () (der Fall der leeren Menge ist trivial).
Wir zeigen, dass fiir jedes x € K und jedes € > 0 die Menge

U:= () f1(BY(f(x))
feM
eine offene x-Umgebung in K ist (fiir alle f € M und y € U ist
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dann dy(f(x),f(y)) < ¢, also M gleichgradig stetig). Sei y € U,
also dy(f(x), f(y)) < ¢ fiir alle f € M. Die Funktion

h: MxK—=YxY, (fz)—(f(x),f(z))
ist nach Lemma 36.9 stetig. Nun ist
¥ ={(v,w) e Y xY:dy(v,w) <e}
eine offene Teilmenge von Y x Y, somit
hH(AY)

offen in M x K. Per Wahl von y ist M x {y} C h=1(A$,). Nach
dem Wallaceschen Lemma existiert eine offene y-Umgebung
W C K derart, dass

M x W C h=}(AS).

Fiir jedes z € W ist dann dy(f(x), f(z)) < e fiir alle f € M, somit
ze€ U. Also ist W C U, also U eine y-Umgebung in K. J
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Die Funktion 6: [0, 00[— [0,1[, t = 15 = 1 — 11 ist streng
monoton wachsend mit (0) = 0 und lim;_, 6(t) = 1. Weiter ist

0 stetig und auch 67 1: s — ﬁ — 1 stetig. Es ist

dY(Xay)
D:YxY—]01 > —
[ ) [7 (va) l—l-dy(X,y)

ein Metrik auf Y, welche die gleiche Topologie auf Y definiert
wie dy (Ubung). Fiir € €]0, 1] gilt D(x,y) < ¢ genau dann, wenn
dy(x,y) < 0~1(e). Folglich ist genau dann M C C(X,Y)
gleichgradig stetig beziiglich (Y, dy), wenn dies bzgl. (Y, D) der
Fall ist (Ubung). Nach Ersetzen von dy durch D diirfen wir im
Folgenden also annehmen, dass dy(Y x Y) C [0, 1[. Fiir jede
Menge J ist dann

doo: Y/ 5 VI [0,1], (F,g) > sup{dy(F(j). (1): j € J}
eine Metrik auf Y7 (Ubung).
Definition 36.11
Wir nennen eine Familie (f;)jcs von Funktionen f;: X — Y
gleichgradig stetig, wenn die Teilmenge {f;: j € J} C C(X,Y)
gleichgradig stetig ist.
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Lemma 36.12

Eine Familie (fj);c von Funktionen f; € C(X, Y) ist genau dann
gleichgradig stetig, wenn

d: X — YJ, x = (fi(x))jes

stetig nach (Y7, d..) ist.

Beweis. ¢ stetig <
(Vx € X) (Ve > 0) (U € Ux(X)) (Vy € U) doo(P(x), P(y)) < e &
(Vx € X) (Ve > 0) (U € Uy(X)) (Vy € U) (V) € J) dy (fi(x), fi(y)) < .

Beweis von 36.8 beenden. Sei X ein kg-Raum und M C C(X, Y)
kompakt; wir zeigen, dass M gleichgradig stetig ist. Fiir jede
kompakte Teilmenge K C X ist die Teilmenge

pk(M) ={f|k: f € M} C C(K,Y) der Einschrankungen
kompakt, da pk stetig ist. Nach Lemma 36.10 ist px (M)
gleichgradig stetig, also die Familie (f|k)rem gleichgradig stetig
und somit die Abbildung
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Ok K= YM  x i (flk(x))rem = (F(x))rem

nach Lemma 36.12 stetig, wenn wir YM mit der Metrik du
versehen. Wir betrachten nun

d: X = YM  xis (F(X))kem.

Der dem metrischen Raum (YM, d..) zugrunde liegende
topologische Raum ist vollstandig reguldar. Da X per Voraussetzung
ein kg-Raum ist und ®|x = Pk stetig ist fiir jede kompakte
Teilmenge K C X, ist ® stetig, nach Bemerkung 34.11 (i). Also ist
M gleichgradig stetig, nach Lemma 36.12. [
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Wir wollen den Satz von Arzela-Ascoli exemplarisch auf Teilmengen
von E! = (E’, O.) anwenden und beobachten zunichst:

Ist (E,|| - ||) ein normierter Raum, so ist E. ein Hausdorffscher
topologischer Vektorraum.

Beweis. Fiir jede kompakte Teilmenge K C X ist C(K,K) ein
Banachraum mit der Supremumsnorm || - ||, also ein
Hausdorffscher topologischer Vektorraum mit der Topologie, die
durch die Supremumsmetrik dx: C(K,K)? — [0, o],

(f,g) = sup{|f(x) —g(x)|: x € K} = [If — gllo

definiert wird. Die Topologie O, der kompakten Konvergenz auf E’
ist initial beziiglich den linearen Abbildungen pk: E' — C(K,K),
A — Ak, welche auf E’ die Punkte trennen; nach Beispiel 33.8 ist
E. = (E', O.) ein Hausdorffscher topologischer Vektorraum. O
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Nach Satz 36.7 ist Bg/ := Ef,(O) in E. kompakt, also

E‘?(O) = rBg/ fiir jedes r > 0 kompakt (da E. — E., y > ry ein
Homdomorphismus ist). Jede bzgl. O, abgeschlossene Teilmenge
K C E,E/(O) ist dann in E. kompakt. Der Satz von Arzela-Ascoli

zeigt, dass jede kompakte Teilmenge von E! von dieser Form ist:

Folgerung 36.14

Es sei (E,| - ) ein normlerter Raum und M C E/ eine kompakte
Teilmenge. Dann ist K C B (O) fiir ein r > 0.

Beweis. Da E metrisierbar, also ein k-Raum und somit ein
kg-Raum ist, liefert der Satz von Arzela-Ascoli, dass M
gleichgradig stetig ist. Es gibt also eine 0-Umgebung U C E mit

(VA e M) (Yy € U) [A(y) — \0)| < 1.

Nach Verkleinern von U diirfen wir annehmen, dass U = Ef(O) fiir
ein r > 0, so dass also fiir alle A € M gilt: Fiir alle y € E mit
llyll < rist [A(y)| < 1. Fiir alle y € E mit ||y|| < 1.ist dann
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—

A *‘)\ ry ‘ < P

also || Allop < X und somit M C Bl/,(O). O

Fiir die Allgemeinbildung beenden wir das Kapitel mit Ausblicken
auf Anwendungen und Verallgemeinerungen (ohne Details).
Bemerkung 36.15

Der Satz von Arzela-Ascoli wird auch benutzt beim Beweis der
folgenden Resultate der Analysis:

@ Existenzsatz von Peano: Ist f: U — R" stetig auf der offenen
Teilmenge U C R x R" und (ty, yo) € U, so besitzt das
Anfangswertproblem

y'(t) = f(t,y(1),  y(to) =yo

eine (nicht notwendig eindeutige) Lésung auf |ty — €, to + €]
fiir ein ¢ > 0.

(Selbst dann, wenn f keine lokale Lipschitzbedingung erfiillt)-
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@ Riemannscher Abbildungssatz: Fiir jedes einfach
zusammenhdngende Gebiet U C C mit U # C existiert eine
bijektive holomorphe Abbildung ¢: U — {z € C: |z| < 1} mit
holomorpher Umkehrfunktion.

Bisher war im Satz von Arzela-Ascoli der topologische Raum X
sehr allgemein, aber Y lediglich ein metrischer Raum. Im Folgenden
wird angedeutet, wie sich Y weiter verallgemeinern l3sst.

Bemerkung 36.16

Ist Y ein Hausdorffscher topologischer Vektorraum und X ein
Hausdorffraum, so nennt man eine Teilmenge M C yX
gleichgradig stetig, wenn fiir jedes x € X und jede 0-Umgebung
V C Y eine x-Umgebung U C X existiert derart, dass

(Vf e M)(Vy € U) f(y) e f(x)+ V.
Man kann auch hier auf C(X, Y) eine Topologie der kompakten
Konvergenz definieren, mit {g € C(X,Y): (g — f)(K) C V} fiir
K € K(X) und V € Up(Y) als einer Basis von Umgebungen um
f € C(X,Y). Der Satz von Arzela-Ascoli bleibt wortlich giiltig.
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Einen gemeinsamen Rahmen liefern sogenannte uniforme Riume.
Man hat hier auf einem topologischen Raum Y einen Filter A/ von
Umgebungen U C Y X Y der Diagonalen Ay := {(x,x): x € Y}
gegeben, der geeignete Axiome erfiillt (den “Nachbarschafts-
filter").3 Durch U € NV kann man dann Umgebungen der Punkte
x € Y parametrisieren; es ist

Ux] :={y e Y: (x,y) € U}
sozusagen die “Umgebung der GroBe U” um x. Im Falle eines
metrischen Raums (Y, dy) ist A/ der von den Mengen

v ={(x,y) e Y xY:dy(x,y) <e}

mit € > 0 erzeugte Filter; hier ist
AY[X] = {y € X: dy(x,y) <} = BY (x).

Im Falle eines topologischen Vektorraums Y sei N der Filter, der
von den Mengen

AV ={(x,y) €Y xY:yex+V}
mit V € Up(Y') erzeugt wird; hier ist

3Im Falle Y = erlaubt man N = {0}.
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AV[x] =x+V firalle xe Y.
Man kann zeigen, dass ein Hausdorffscher topologischer Raum
genau dann eine die Topologie definierende uniforme Struktur
zuldsst, wenn er vollstandig reguldr ist. Im Folgenden betrachten
wir nur Hausdorffsche uniforme Raume.

Bemerkung 36.17

Ist X ein Hausdorffraum und (Y, ) ein uniformer Raum, so nennt
man M C YX gleichgradig stetig, wenn fiir jedes x € X und jedes
W € N eine x-Umgebung U C X existiert derart, dass

(Vf e M)(Vy e U) (f(x),f(y)) e W

(also f(y) € W[f(x)]). Der Satz von Arzela-Ascoli (Satz 36.8)
bleibt giiltig, wenn man den metrischen Raum durch einen
uniformen Raum (Y, N) ersetzt.

Man kann Y in ein Produkt ;. Yj metrischer Rdume einbetten
und den Beweis dann auf den oben diskutierten Fall metrischer
Raume zuriickfiihren.
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§37 Kompakte Operatoren

Kompakte Operatoren zwischen Banachraumen (und insbesondere
kompakte Operatoren zwischen Hilbertrdumen) sind besonders
einfache Operatoren und dennoch wichtig fiir viele Anwendungen.
Zum Beispiel werden wir spater Eigenvektoren fiir gewisse
kompakte Operatoren diskutieren. Im Hinblick auf den Beweis von
Satz 37.9 beginnen wir etwas allgemeiner, auch wenn uns vor allem
Operatoren zwischen Banachrdumen interessieren.

Definition 37.1

Eine Teilmenge B eines topologischen Vektorraums E heiBt
beschrankt, wenn fiir jede 0-Umgebung U C E ein r > 0 mit
B C rU existiert.

Lemma 37.2

Eine Teilmenge B eines normierten Raums (E, || - ||) ist genau dann
beschrankt, wenn B C EE(O) fiir ein r > 0.

Beweis. Sei B beschrankt. Da Ef(O) eine 0-Umgebung ist,
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existiert ein r > 0 mit B C rEf(O) = Ef(O). Ist umgekehrt

B C Ef(O) fiir ein r > 0 und U C E eine 0-Umgebung, so existiert
ein s > 0 mit BL (0) C U. Dann ist

B C B, (0)=.B(0) C
also B beschrankt. OJ

Jede kompakte Teilmenge K eines Hausdorffschen topologischen
Vektorraums E ist beschrankt.

Beweis. Sei U C E eine 0-Umgebung. Die Abbildung

h: Kx K — E, (t,x) — tx ist stetig und h(0,x) =0 € U°, also
{0} x K € h=}(U°). Nach dem Wallaceschen Lemma gibt es ein
r >0 mit BX(0) x K C h=}(U°). Dann ist (r/2)K C U° und
somit K C (2/r)U. O

Ist a: E — F eine stetige lineare Abbildung zwischen
topologischen Vektorraumen, so ist «(B) beschrankt in F fiir jede
beschrankte Teilmenge B C E.
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Beweis. Fiir jede 0-Umgebung U C F ist a~1(U) eine 0-Umgebung
in E. Da B beschrinkt ist, existiert ein r > 0 derart, dass
B C ra=(U). Dann ist «(B) C rU, also a(B) beschrinkt. [J

Eine lineare Abbildung a:: E — F zwischen topologischen
Vektorraumen ist genau dann stetig, wenn « stetig ist an der
Stelle 0.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar. Ist « stetig an
der Stelle 0, so ist fiir jedes x € E

_ F E
o = Ta(x) OOéOT_X

m|t den stetigen Translationen 7€ : E — E, y — y — x und
a(X) F = F, y—y+ax). Also ist « stetig an der Stelle x. [

Eine Teilmenge M eines Hausdorffschen topologischen Raums X
heiBt relativ kompakt, wenn der Abschluss M C X kompakt ist.
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Definition 37.6

Eine stetige lineare Abbildung ov: E — F zwischen Hausdorffschen
topologischen Vektorraumen heiBt kompakter Operator, wenn «(B)
in F relativ kompakt ist fiir jede beschrankte Teilmenge B C E.

Satz 37.7

Es seien E, F und H Hausdorffsche topologische Vektorraume und
«: E — F ein kompakter Operator.

(a) Fiir jede stetige lineare Abbildung §: H — E ist
«o B: H— F ein kompakter Operator.

(b) Fiir jede stetige lineare Abbildung 3: F — H ist
Boa: E— H ein kompakter Operator.

(c) Fiir alle s, t € K und jeden kompakten Operator 5: E — F ist
auch sa + t3: E — F ein kompakter Operator.

Beweis. (a) Fiir jede beschrankte Teilmenge B C H ist 5(B)
beschrankt in E nach Lemma 37.4, somit «(5(B)) relativ kompakt.

(b) Ist B eine beschrankte Teilmenge von E, so ist.«(B) C F
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kompakt, also auch 5(a(B)) kompakt. Da diese Teilmenge
B(a(B)) enthilt, ist B(a(B)) relativ kompakt, somit 8 o « ein
kompakter Operator.

(c) Ist B eine beschriankte Teilmenge von E, so sind «(B) und
B(B) kompakte Teilmengen von F. Nach dem Satz von Tychonoff
ist «(B) x B(B) eine kompakte Teilmenge von F x F. Die
Funktion h: F x F — F, (x,y) + sx + ty ist stetig, also

h(a(B) x B(B)) eine kompakte Teilmenge des Hausdorffraums F.
Da diese (sa + t/3)(B) enthélt, ist letztere Menge relativ kompakt

in F, also sa + tf ein kompakter Operator. [J

Satz 37.8

Sind (E, || - ||g) ein normierter Raum, F ein Hausdorffscher topo-

logischer Vektorraum und «: E — F linear, so sind dquivalent:

(a) «a ist ein kompakter Operator, also « ist stetig und «(B)
relativ kompakt in F fiir jede beschrankte Teilmenge B C E;

(b) Fiir jedes r > 0 ist a(Bf(O)) relativ kompakt in F;

(c) Das Bild Oz(Ef(O)) der abgeschlossenen Einheitskugel ist
relativ kompakt in F.
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Beweis. Die Implikationen (a)=-(b) und (b)=-(c) sind trivial. Gelte
nun (c) und sei B C E eine beschrinkte Teilmenge. Dann ist
B C B (0) = rB; (0) fiir ein r > 0, somit

a(B) C ra(By (0)) < ra(BY (0)
Teilmenge einer kompakten Menge und somit relativ kompakt.
Weiter ist « stetig an der Stelle 0 und somit stetig. Sei namlich
V C F eine beliebige 0-Umgebung. Da der Abschluss K von
a(§1E(O)) in F kompakt ist, ist dieser nach Lemma 37.3
beschrankt, also K C rV fiir ein r > 0. Dann ist
a(BE(0) = ta(BE(0)) C ik C V. O

Sind (E, || - ||g) sowie (F, | - ||r) normierte Raume und a: E — F
ein kompakter Operator, so ist auch die duale lineare Abbildung
o F'— E', A~ Xoa« ein kompakter Operator zwischen den
Banachraumen (F', || - ||op) und (E’, || - [lop)-

Beweis. Es ist o' = 3 o v mit der identischen Abbildung



’Y:(FC”'HOp)%Fé, A=A
und der linearen Abbildung
/B:Fé_>(Elv”'Hop)7 A= Aoa.

Nach Satz 36.7 ist 7(§1Fl(0)) = ElFl(O) kompakt in F., also v ein
kompakter Operator, nach Satz 37.8. Wir zeigen nun, dass [3 stetig
an der Stelle 0 und somit stetig ist; nach Satz 37.7 (b) ist dann

o/ = B o~y ein kompakter Operator. Ist U eine 0-Umgebung in

(E',| - ”Op) so kénnen wir nach Verkleinern annehmen, dass

U= B (O) fiir ein € > 0. Da « in kompakter Operator ist, ist der

Abschluss K von a(ElE(O)) in F kompakt. Nach Bemerkung 36.3

ist
) V:={)e F: \K)C BX0)} (1)

eine 0-Umgebung in F.. Fiir alle A € V gilt fiir alle x € ElE(O)
BN = [(A e a)(x)] = [Ma(x))| <e,
also [ B(\)]lop < € und somit B(V) C BL (0) = U. [0
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§38 Charakterisierung reflexiver Banachraume

Definition 38.1

Sei (E, || - ||g) ein normierter Raum. Die initiale Topologie O,, auf
E beziiglich E’ heiBt schwache Topologie; schreibe E,, := (E, O,).

Nach Beispiel 33.8 ist E,, ein Hausdorffscher topologischer
Vektorraum. Die schwach-x-Topologie o(E”, E’) auf E” = (E')’ ist
initial beziiglich den linearen Funktionalen A = ng/(\): E” — K,

o (). Die bzgl. ne: E — (E'),, x + X initiale Topologie

auf E ist initial bzgl. den Abbildungen o ng = A fiir A in E/ und
somit gleich O,,; benutzt wurde A\() = £(\) = A(x). Ist E ein
reflexiver Banachraum, also 7g bijektiv, ist ergo ng: E, — (E'),

ein HomGomorphismus. Da nE(ElE(O)) = Ef”(O) nach dem Satz
von Banach-Alaoglu in (E);, kompakt ist, ist Ef(O) in E,, kompakt.

Ein Banachraum (E, || - ||g) ist genau dann reflexiv, wenn ElE(O)
schwach kompakt ist (also kompakt in E, ).
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Fiir die verbleibende Implikation “<" nutzen folgende Hilfsmittel.

Definition 38.3

Eine Teilmenge U eines K-Vektorraums E heiBt scheibenférmig,
wenn zU C U fiir alle z € K mit |z| < 1. Ist U scheibenférmig und
konvex, so wird U auch absolut konvex genannt.

Im Fall K =R ist U C E genau dann absolut konvex, wenn U
konvex ist und symmetrisch (also U = —U).

Ist (E,]| - ||) ein normierter Raum und U := BE(0), so ist

||x|| = inf{t > 0: x € tU}. Allgemeiner kann man Normen bzw.
Halbnormen aus geeigneten 0-Umgebungen gewinnen.

Satz 38.4

Ist E ein topologischer Vektorraum und U C E eine absolut
konvexe 0-Umgebung, so ist

py: E—[0,00[, x> inf{t>0:x e tU}€]0,o00]

eine Halbnorm auf E (genannt das Minkowski-Funktional von U).

e e P ]
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Beweis. Gegeben t > 0 ist x € tU &quivalent zu (1/t)x € U; gilt
dies, so ist (1/s)x = (t/s)(1/t)x € (t/s)U C U fiir alle s > t; wir
bilden also das Infimum {ber ein Intervall.
Fiir jedes x € E ist die Abbildung h: K — E, z — zx stetig und
h(0) = 0, es existiert somit ein ¢ > 0 mit h(BX(0)) C U. Folglich
ist tx € U und somit x € t~1U fiir alle t €]0,¢[. Das Infimum fiir
pu(x) wird also iiber eine nicht leere Menge gebildet.
Ist x =0, so ist x € tU fiir alle t > 0, somit py(x) = 0. Sind
x,y € Eund t,s >0 mit t > py(x) und s > py(y), so ist

1 t 1 s 1 t s
(x+y)= —x + -y € U+
s+t s+tt Ss+ts s+t s+t
dat/(s+1t)e[0,1]und s/(s+t)=1—t/(s+t). Also ist

pulx +y) <t+s.

Qbergang zum Infimum in t liefert py(x +y) < py(x) +s;
Ubergang zum Infimum in s liefert py(x + y) < py(x) + pu(y).
Nach dem Vorigen ist fiir x € E

1u(0x) = py(0) = 0 = Opy(x).

Ucu,

Prof. Dr. Helge Glckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Da U scheibenférmig ist, gilt wU = U fiir alle w € K mit |w| =1
(da wU C U und w=tU C V). Fiir z € K mit z # 0 ist fiir

t > pu(x)

x € tlU, also zx e tzU = t\z[T;U = t|z|U,
also py(zx) < t|z|. Ubergang zum Infimum in t liefert
wy(zx) < |z|py(x). Ebenso ist
0(x) = nu((1/2)2%) < (1/|2)u(zx), also u(zx) = [2luu(x),
somit py(2x) = |z|pu(x).
Ist x € U, so gibt es wegen der Stetigkeit der Abbildung h: K — E,
z — zx mit h(1) = x € U ein ¢ > 0 mit h(BX(1)) C U. Fiir alle
r>0mitre]l,1+¢[ist dann rx € U, somit x € (1/r)U und
folglich py(x) < 1/r < 1. Ist umgekehrt x € E mit py(x) < 1, so
existiert ein t € Juy(x),1] mit x € tU C U, so dass also x € U. [

Wir bendtigen einen Spezialfall des Hahn-Banachschen
Trennungssatzes (siehe kommende Vorlesung “Lokalkonvexe
Raume").
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Lemma 38.5

Ist (E, || - ||) ein normierter Raum, K # () eine kompakte, absolut
konvexe Teilmenge von E und x € E \ K, so existiert ein A € E’
derart, dass [A(y)| <1 fiir alle y € K und A(x) > 1.

Beweis. Da K kompakt ist und in der offenen Menge E \ {x}
enthalten, existiert ein ¢ > 0 mit U := K + BE(0) C E\ {x}. Das
Minkowski-Funktional g := uy ist dann eine Halbnorm auf E und
x¢& U={y e E:q(y) <1}, somit g(x) > 1. Wir betrachten nun
die Norm || - || auf Eq := E/Ng mit Ny := g~ 1({0}) wie in
Lemma 7.3 und die kanonische Abbildung aq: E — Eg,

y =y + Ng; die linear ist. Da ||ag(y)|lq = q(y) fiir alle y € E, ist

_1,pE.
ag'(B(0) ={y € E: qly) <r}=r{y € E: qly) <1} = rU
eine offene Nullumgebung in E fiir jedes r > 0, somit
aq: (E, || -]]) = (Eqs | - |lq) stetig. Somit ist ag(K) eine kompakte

Teilmenge von aq(U) = BlE"(O) und folglich
r:=max{||v|q: v € ag(K)} < 1.
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Wir wahlen t €]r, 1[. Nach Folgerung 17.1 gibt es ein A € (E;)’
derart, dass A(aq(x)) = |lag(x)|lq = q(x) und ||Allop < 1. Dann ist
A= (1/t)Noag € E' und

A(x) = (1/t)N(aqg(x)) = (1/t)g(x) = 1/t > 1.
Fiir jedes y € K ist [A(y)| = (1/t)|A(aq(y))| < (1/t)r <1, da
lag(y)]l < r und [Allop < 1. O

Beweis von Satz 38.2. Fiir die verbleibende Implikation nehmen wir
an, dass B. (0) in E,, kompakt ist und somit

K :=ne(B5 (0)) = BS (0) N7e(E) kompakt in (E7),. Wire
ne(E) # E”, so wire K eine echte Teilmenge von ElE”(O); es gabe
also ein a € E” mit ||aljop < 1 derart, dass a ¢ K. Da E” \ {a}
offen in (E’);, ist und h(K x {0}) C E"\ {a} fiir die stetige
Abbildung h: K x (E"), — (E"),, (x,y) = x + y, existiert nach
dem Wallaceschen Lemma eine offene 0-Umgebung U C (E'),
derart, dass N

K+UC(E),\{a}.

Nach Verkleinern von U diirfen wir annehmen,-dass:fiir geeignete
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M, .. s \p € E' mitneNundeine>0

U=({B€E" BN)=neN)(B) € BX0)}.
j=1

Wir betrachten die stetige lineare Abbildung
O = (ne/(M), - ne(Mn): (E)p = K7 B> (B(A), -, B(An).
Dann ist F := ®(E") ein Untervektorraum von K". Es ist ®(K)
eine nichtleere, kompakte, absolut konvexe Teilmenge von F.
Weiter ist ®(a) & ®(K), denn wire ®(a) = ®(3) fiir ein 5 € K,
sowdre« — S €ker®d C Uundsomitac S+ UC K+ U, im
Widerspruch zu K + U C E” \ {a}. Nach Lemma 38.5 existiert ein
A € F' derart, dass |A\(®(3))| < 1 fiir alle 8 € K und A\(®(«)) > 1.
Nach dem Hahn-Banachschen Fortsetzungssatz gibt es ein
A € (K™) mit Alp = \. Setzen wir a; := A(ej) mit den

Standard-Einheitsvektoren ey, ..., e, in K", so ist
ATy xje) = > o1 ajx; fiir alle xi,..., x, € K, also

Ao® =377 ame(N) = ne ()

mit p =Y 75 a;);. Fiir jedes x € ElE(O) ist ne(x) € K, also
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10| = Ine(x) ()] = Ine () (ne(x))] = [(A o ®)(ne(x))| <1

und somit ||||op < 1. Folglich ist |a ()] < [|e||oplliellop < 1.
Jedoch ist

a(p) = ne(p)(a) = (Ao ®)(a) > 1,
Widerspruch. Also muss doch ng(E) = E” sein. O
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§39 Hilbertraume

Hilbertraume sind Banachrdume, in denen die Norm von einem
Skalarprodukt kommt und wir somit u.a. von Orthogonalitat
sprechen kdnnen. Sie sind in vielerlei Hinsicht besonders einfach
und dennoch (oder gerade deswegen) besonders wichtig fiir viele
Anwendungen.
Definition 39.1
Ein unitdarer Raum ist ein komplexer Vektorraum H, zusammen mit
einer Abbildung

() HxH—=C, (x,y)—(x,y)
(dem “Skalarprodukt”) derart, dass fiir alle x,y,z € H und a € C:
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Bemerkung 39.2
Es sei (H, (-,-)) ein unitdrer Raum.
(i) Fir jedes x € H ist (x,-): H— C, y — (x,y) nach (b) und
(c) eine C-lineare Abbildung. Insbesondere ist (x,0) = 0.
(ii) Fir alle x,y € H und a € C ist nach (a) und (c):

{ax,y) = (y,ax) = aly,x) = a(x,y).
(iii) Nach (a) und (b) gilt fiir alle x,y,z € H

(x+y,z) =(z,x+y) =(z,x) +(z,¥) = (x,2) + (¥, 2).

Eine Abbildung \: V — W zwischen komplexen Vektorraumen
heiBt antilinear, wenn A reell-linear ist und A\(ix) = —i\(x) fiir alle

x € V, also - _
Aax + By) = aA(x) + BA(y)
fir alle x,y € V und o, € C.

(iv) Nach (ii) und (iii) ist die Abbildung (-,z): H — C antilinear,
fiir jedes z € H. J
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Definition 39.3

Ist (H,(-,-)) ein unitdrer Raum, so setzen wir fiir x € H

Xl = v/ (x, %)

Nach (e) ist ||x|| = O genau dann, wenn x = 0. Nach (c) und (ii)
ist weiter

lax[| = v/{ax, ax) = v/aa(x, x) = \/lal|x]2 = o] [|x]

fiir alle x € H und a € C. Damit || - || eine Norm ist, bleibt noch
die Subadditivitat zu zeigen.

Lemma 39.4 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).

Ist (H, (-,-)) ein unitdrer Raum, so gilt fiir alle x,y € H
|06 < DIxIHly -

Beweis. Gegeben x,y € H seien A := ||x||2, B := |(x,y)| und
C := |ly|I>. Wir wihlen o € C mit |a| =1 und a(x, y) = B. Fiir
alle r e Riist
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0 < (x—ray,x—ray) = {x,x) = raly,x) — ra(x,y) +r’|al*(y,y)
—
= |x|? =2rB+ P|ly|> = A—2rB + r°C.
1. Fall: Ist C =0, so folgt B =0, also |(x, y)| =0 < ||x]| lyl-
2. Fall: Ist C > 0, so setzen wir r := B/C und erhalten
0<A-2(B/C)B+B?*/C=A-B?/C,
also B2 < AC und somit |(x,y)| < |x|l |ly|l. O

Folgerung 39.5

Ist (H, (-,-)) ein unitdrer Raum, so gilt fiir alle x,y € H
[Ix +yIl < lIxI[ + [lyll-

Also ist || - || eine Norm auf H.

Beweis. Es ist
Ix+yl2=(x+y,x+y)=(xx)+ Xy) + yx)+ ¥,y
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= [IxII” +2Re((x, y)) + [lylI* < [IxII* + 2/(x, )] + [yl
< X112+ 2llx [y [+ Iy 12 = (il + llyl)?. &

Definition 39.6

Ein (komplexer) Hilbertraum ist ein unitdrer Raum (H, (-, -)), der
beziiglich der durch ||x|| := \/(x, x) fiir x € H gegebenen Norm
vollstandig ist.

Insbesondere ist also (H, || - ||) ein Banachraum.

Bemerkung 39.7

Ist H ein reeller Vektorraum und erfiillt (-,-): H x H — R die
Bedingungen (a)—(e) aus Definition 39.1, so nennt man (H, (-, -))
einen euklidischen Vektorraum. Wie oben sieht man, dass

|Ix]| := +/(x,x) eine Norm || - || auf H definiert und die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung giiltig ist; man nennt (H, (-, ))
einen reellen Hilbertraum, wenn (H, || - ||) ein Banachraum ist.

v
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Beispiel 39.8

(a) C" ist ein komplexer Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
n
(oY) = Xy
j=1

fir x = (x1,...,xn), ¥y = (y1,...,yn) in C".
(b) /2(N, C) ist ein komplexer Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

e
<X7y> = innyn
n=1

fiir x = (Xn)nen, ¥ = (Yn)nen in Ez(Na C).

Hier ist (Xpyn)nen € £1(N, C) wegen der Holderschen Ungleichung.

(c) Unter Benutzung des Lebesgue-Borel-MaBes A ist L2([0, 1], C)
ein komplexer Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(171, lg]) = /[ () dAx).

)
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Wieder ist fg € £1(]0,1],C) wegen der Holderschen Ungleichung.

Satz 39.9 (Parallelogrammidentitét)

In jedem Hilbertraum (H, (-, -)) gilt fir alle x,y € H

lIx + 112 + Ilx = % = 2|Ix|I* + 2[ly ||

Beweis. Esist (x +y,x+y)+{(x—y,x—y) =2(x,x) +2(y,y). O

Satz 39.10 (Bestapproximation in konvexen Mengen)

Es sei H ein Hilbertraum und A C H eine abgeschlossene,
nichtleere, konvexe Teilmenge. Dann existiert genau ein xp € A
derart, dass

(Vx € A)  lxoll < [Ix]|-

Es gibt also ein eindeutiges Element xg kleinster Norm in A.

Beweis. Definiere ¢ := inf{||x||: x € A}. Fiir alle x,y € A ist
%x + %y € A, da A konvex ist. Anwendung der
Parallelogrammidentitat auf die Vektoren (1/2)x und (1/2)y liefert
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e = y11% = 3lIxI2+ 3lIyI2 = | 3x + 3y ]| < 31112 + AllylI2 -
es gilt also

Ix = ylI2 < 2[lx|1? + 2|ly[|* — 48%. (1)
Eindeutigkeit: Ist ||x|| = ||y|| = 9, so liefert (1) ||x — y|| =0, also
xX=y.
Existenz: Per Definition von § gibt es eine Folge (x,)nen in A mit

|xn|| = 0 fiir n — oco. Gegeben ¢ > 0 existiert ein N € N derart,

dass
||Xn”2 -8 < e/4 firalle n> N.

Mit (1) folgt fiir alle n,m > N
Ixn = xmll < 2l[xal|* + 2l|xm | — 407 < e

also ist (xp)nen eine Cauchyfolge und somit in H konvergent gegen
ein xg € H. Da A abgeschlossen ist, folgt xg € A. SchlieBlich ist
Ix0]] = || liMp—soo Xn|| = limp—y00 ||Xnl| =6, da || - || stetig ist. O
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Bemerkung 39.11

Ist K =R, so gilt in der Situation von Satz 39.10
(x — x0,x0) > 0 fiir alle x € A.

Beweis. Andernfalls gibe es ein x € A mit (x — xp,x0) < 0. Da A
konvex ist, ist xp + t(x — xp) € A fiir jedes t € [0,1]. Man
betrachte das Abstandsquadrat dieser Punkte zum Ursprung:

f:00,1] = R, t— |x0+ t(x —x0)|>
Dann ist also
f(t) = (xo+t(x—x0), Xo+t(x—x0)) = ||x0>4+2t(x0, x—x0)+12||x—x0]|2.
Dies ist eine Polynomfunktion, also Cl, mit
() = 2(x0,x — o) + 2t||x — xo]|°.

Somit ist f/(0) = 2(xg, x — xp) < 0. Also 3¢ €]0, 1] mit '(t) <0
fiir alle t € [0, ¢]. Somit f|fo ) streng fallend und
Ix0 + e(x — x0)||? = f(g) < £(0) = ||x0]|?, Widerspruch. 0
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Beispiel 39.12

Ist (X, %, 1) ein MaBraum, so ist L2(X, i, K) ein Hilbertraum iiber

K mit .
(1], lg]) = / Fle(x) du(x)
fiir f, g € L2(X, p). X

Dies sieht man wie in Beispiel 39.8 (c); die Vollstandigkeit ist ein
Spezialfall von Satz 7.5. Hier ist

1Al = \//X [FO)P dpu(x) = IIF]l] -

Beispiel 39.13

Ist J eine Menge und ¢: P(J) — [0, o] das ZdhlmaB, so ist nach

dem Vorigen ?(J,K) = £%(J,¢,K)
ein Hilbertraum.

Hier ist £2(J,¢,K) — L2(J,¢,K), f ~ [f] ein Isomorphismus von
Vektorraumen.
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Nach Aufgabe 33 ist fiir jede Funktion f: J — K

SIFO)E = [ 1FG)P dC0).

jed J

Somit ist genau dann f € ¢?(J,KK), wenn icJ 1f(j)|? < oo, also
die Familie (|f(j)|?)jes in R summierbar ist. Weiter ist fiir alle
f,g € (2(J,K) die Familie (f())g(j))jes in £}(J,K) = 2(J,K),
diese also absolut summierbar, und es gilt

(f.g)=>_f(i)eli)-

jed

Definition 39.14

Ist (H, (-,-)) ein Hilbertraum, so nennen wir Elemente x,y € H
zueinander orthogonal und schreiben x L y, wenn

(x,y)=0 (NB.xLy<ylx)

\

Lemma 39.15 (Satz des Pythagoras)

Sind xi, ..., x, paarweise orthogonale Elemente eines Hilbertraums
(H,(-,-)), also x; L x fiir alle j # k in {1,...,n}, so gilt

v

Prof. Dr. Helge Gléckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



n
b+ x> = g%
j=1

Beweis. Es ist

n
J7

Jl = :1 j,k=1

= Z [Eals
j=1

unter Benutzung des Kronecker-Deltas d; . [

Satz 39.16

Ist (H, (-,-)) ein Hilbertraum iiber K und x € H, so sind folgende

Abbildungen stetig:

(a) Die K-lineare Abbildung Ay := (x,-): H = K, y — (x,y); es
ist zudem || A«|lop = x.

(b) (-,x): H =K,

(©) [I-1[: H— [0, 00
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Beweis. (a) Die Abbildung A, ist linear und aufgrund der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist fiir jedes y € H

A= 106 ) < Xyl

also ||Ax|lop < [|x]| und insbesondere A, stetig. Ist x = 0, so ist
Ax =0 und || A«]lop = 0 = ||x]|. Ist x # 0, so ist

IxI1? = A< (Ol < [IAxlop X

und somit || A«|lop > |Ix]], folglich || Ax]lop = [|X]|.

(b) {y,x) = (x,y) = Ax(y) € K ist stetig in y € H.
(c) In jedem normierten Raum ist die Norm stetig. [J

Bemerkung 39.17

Wegen |(x, y)| < ||x|| ||yl ist im Ubrigen die R-bilineare Abbildung
Hx H—=K, (x,y) — (x,y) stetig mit ||(-,)|lop < 1.
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Definition 39.18

Ist (H, (-,-)) ein Hilbertraum und M C H eine nichtleere
Teilmenge, so nennen wir

Mt ={yeH: (VxeM)x Ly}

den Orthogonalraum zu M. Fiir x € H kiirzen wir ab x* := {x}*.

Es ist also M+ = (N, cpy x*
Satz 39.19
Ist (H, (-,-)) ein Hilbertraum, so gilt:

(a) Fiir jede nichtleere Teilmenge M C H ist M~ ein
abgeschlossener Untervektorraum von H.

(b) Sind N C M nichtleere Teilmengen von H, so ist N* D M+,
(c) Fiir jede nichtleere Teilmenge M C H ist

Mt = (spanK(I\/I))l.
(d) Fiir jede nichtleere Teilmenge M C H ist (M+)1 = spang(M).
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(e) Fiir jeden abgeschlossenen Untervektorraum F C H ist F ein
topologisches Komplement fiir F in H im Sinne von
Definition 12.4, insbesondere also als Vektorraum

H=FoF.
Weiter ist F = (FL)*.

Beweis. (a) Es ist

M= () xt = () kere) = () () 7H({0D)

xeEM xeM xeM
ein Untervektorraum von H und abgeschlossen.
(c) Sei F := spang(M). Aus M C F folgt M+ D F*. Umgekehrt
gilt fiir jedes y € M~ fiir jedes x € M, dass x L y, also x € y*. Es
ist also M C y+. Mit (a) folgt spang (M) C y* und
spang (M) C yt. Also ist y L x fiir alle x € spang(M) = F und
somit y € F*. Also gilt M+ C F* und somit Gleichheit.
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(e) Ist x € FN FL, soist ||x]|> = (x,x) = 0 wegen x L x, somit
x = 0. Sei nun x € H; wir zeigen, dass Elemente x| € F und
x| € FL existieren mit
X = X| + xt.
Da x + F eine konvexe und abgeschlossene Teilmenge von H ist,
gibt es nach Satz 39.10 genau ein Element xp € x + F derart, dass

[xol < llx+yll firalleyeF.

Im Falle K =R gilt nach Bemerkung 39.11

(y = x0,%0) >0
fiir alle y € x + F. Schreiben wir xg = x + z mit z € F, so ist
y —xo = (¥ — z) — x, wobei die Elemente y — z ganz F
durchlaufen. Es ist also 0 < (y — x, x0) = (y, x0) — (X, x0) und
somit

(¥ x0) > (x; x0)
fiir alle y € F. Die Elemente auf der linken Seite bilden einen

Untervektorraum von R und dieser muss trivial sein, also ist
{y,xo) = 0 fiir all y € F, also xp € F*, somit
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x=xp—z € F- + F. Es ist somit
H=FaoF*
als reeller Vektorraum. Ist K = C, so macht Re((-,-)) aus H einen
reellen Hilbertraum Hg. Bezeichnet F-® den Orthogonalraum von
F in Hg, so gilt nach dem Vorigen
Hg = F @ F-F

als reeller Vektorraum. Offenbar ist F+ C FLR und wir brauchen
nur noch zu zeigen, dass F+ = FLR Ist y € FLR und x € F, so
existiert ein z € C mit |z| = 1 derart, dass

z{y,x) = [y, x)| € R,

somit wegen zx € F

0 =Re(y,2x) = Rez(y,x) = [{y, x)],
also x L y. Folglich ist y € F-. Also ist auch im komplexen Fall
H = F @& F* als Vektorraum. Da H ein Banachraum ist und F
sowie F abgeschlossene Untervektorrdume, ist F- nach Satz 12.6
automatisch ein topologisches Komplement.
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Da F ein abgeschlossener Untervektorraum von H ist, gilt nach
dem Vorigen

H=Fta(FH)"

Es ist aber auch H = F- @ F und offenbar ist F C (F+)*. Es
folgt F = (F)*.
(d) Sei F := spang(M). Nach (c) ist

M+ =F*
somit nach (e) (MYt = (FH)t=F. O
In Anbetracht von (e) nennt man den Orthogonalraum F* im
Falle eines abgeschlossenen Untervektorraums F C H auch das
orthogonale Komplement von F in H.
Satz 39.20

Ist (H, (-,-)) ein Hilbertraum und F C H ein abgeschlossener
Untervektorraum, so gilt:

(a) Fiir jedes x € H existieren eindeutige Elemente x; € F und
X| € FL derart, dass x = X| + xt.
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(b) Die Abbildungen P: H — F, x — xjund Q: H— Fi
x — x| sind linear und stetig, mit ||P|lop <1 und ||Qllop < 1.

Beweis. (a) folgt aus Satz 39.19 (e).

(b) Aus der Eindeutigkeit in (a) folgt die Linearitdt von P und Q.
Nach dem Satz von Pythagoras ist fiir jedes x € H

IxI? =[x 1 + lIxc 1 = [PCOIZ + 1Qx)I1?,

folglich [|P(x)]| < [lx|| und [ QC)]| < [Ix]l, also || Pllop < 1 und
1Qllop < 1. O

Beispiel 39.21

Ist x € H mit ||x|| = 1, so ist Kx ein abgeschlossener
Untervektorraum von H. Gegeben y € H ist

y = (6yx+(y = (x,¥)x),
wobei der erste Summend in Kx liegt und

(Y = (5 y)x) = (x,¥) = (x,y) (x,x) =0,
~——
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der zweite also in x+ = (Kx)* ist. Es ist also

yI=(y)x und y; =y —(x,y)x
in H=Kx @ (Kx)*.

Also ist P = x® (x,-) und Q = idy —P.
Satz 39.22 (Rieszscher Darstellungssatz fiir Hilbertraume)

Ist (H, (-,-)) ein Hilbertraum iiber K, so gilt:

(a) Fir jedes x € H ist Ax := (x,-): H — K ein stetiges lineares
Funktional mit ||Ax|lop = [|X]|-

(b) Fiir jedes A € H’ existiert genau ein x € H mit A = ).

(c) Ist K=R, soist ®: H— H', x — A« ein isometrischer
Isomorphismus.

(d) Ist K=C, soist &: H— H', x — A ein isometrischer
Isomorphismus reeller Banachrdaume und komplex antilinear.

Beweis. (a) ist Satz 39.16 (a).
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(b), (c) und (d): Ist A =0, so ist A = Ag. Nun ist F := ker(\) ein
abgeschlossener Untervektorraum von H und A|pr: F+ — K ist
ein Isomorphismus von Vektorriumen, also F eindimensional. Wir
finden ein z € F1 derart, dass
AMz)=1
dann ist FX = Kz. Sei 2 := z/||z||; dann ist
M2) = MN2)/||lz|| = 1/||z||. Sei x := 2/||z|| = z/||z||?. Fiir jedes
y € Hist
Ay) = M2 y)2+y1) =M(2,y)2) = (2,y)A(2)
= (2.y)/lzll = (2/112]% y) = M(y)

mit y; € (Kz)* = (F+)* = F. Also ist A = \,. Die Abbildung

O H = H, x )\

ist offenbar reell-linear. Nach dem Vorigen ist sie surjektiv und
isometrisch, also ein Isomorphismus reeller Vektorraume. Ist

K = C, so ist ®(ix) = (ix, ) = —i(x,-) = —iP(x), die reell-lineare
Abbildung ® somit komplex antilinear. [J
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Definition 39.23
Eine Teilmenge B eines Hilbertraums H wird ein

Orthonormalsystem genannt (kurz: ONS), wenn fiir ||b|| = 1 fiir
alle b € B und

blc
fiir alle b # ¢ € B. Gilt zudem

H = spang/(B),

so wird B ein vollstindiges Orthonormalsystem genannt (kurz:

VONS).

Jeder Hilbertraum hat ein vollstandiges Orthonormalsystem.

Beweis. Die Menge M aller Orthonormalsysteme in H ist via
Inklusion C partiell geordnet und nicht leer, da () ein ONS ist. Ist
I C M eine total geordnete Teilmenge, so ist B := |Jcr C
offenbar ein ONS und eine obere Schranke fiir T. Also ist M
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induktiv geordnet und nach dem Zornschen Lemma hat (M, C) ein
maximales Element B. Dann ist

F :=spang(B) =H

und somit B ein VONS. Wire der abgeschlossene Untervektorraum
F nadmlich eine echte Teilmenge von H, so miisste wegen

H=FaFt

das orthogonale Komplement F* # {0} sein, es gibe somit ein
x € F-\ {0}. Dann ist auch ¢ := x/||x|| € F*- und ||c|| = 1, also
C:=BU{c} € M und C eine echte Obermenge von B, im
Widerspruch zur Maximalitat von B. [

Wir werden sehen: Die Méachtigkeit eines VONS B ist durch H
eindeutig festgelegt; genau dann ist H separabel, wenn H ein
abzihlbares VONS hat. Weiter ist H = (2(B, K).
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Ist (H, (,-)) ein Hilbertraum, so ist auch der Dualraum H’ ein
Hilbertraum mit

<>‘7 M> H" = <¢;1(:UJ)7 q);l()‘))’

wobei &y H — H', x — (x,-).

Jeder Hilbertraum ist ein reflexiver Banachraum. l

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass der
Auswertungshomomorphismus ny: H — H”, x — X surjektiv ist.
Sei v € H". Wir setzen \ := &} () und x := &1 ()\). Wir
zeigen, dass ny(x) = «. Sei hierzu p € H'. Setzen wir

y = (®y) (1), so ist = dpy(y). Nun ist

() (k) = p(x) = Puly)(x) = {y,x) = (Pu(x), PH(y)) H
= (Mww = Su (M) (1) = a(w),

also ny(x) = a. O
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Satz 39.26

Es sei (H, (-, -)) ein Hilbertraum und B ein vollstandiges
Orthonormalsystem fiir H. Dann gilt:

(a) Fiir jedes x € H ist ((b, x))pes € £*(B,K).

(b) Fiir jedes (tp)pep € *(B,K) ist (tpb)pep eine summierbare
Familie in H.

(c) Die Abbildung
Vg: H— ?(B,K), x> ((b,x))pen

ist ein isometrischer Isomorphismus mit Umkehrabbildung
62(B,K) — H, (tb)beB — ZbeB tpb.
(d) Die Machtigkeit |B| von B ist durch H eindeutig festgelegt.

(e) H ist genau dann separabel, wenn B abzahlbar ist, also
H = K" fiir ein n € N oder K = ¢2(N).
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Beispiel 39.27

Man kann zeigen, dass LP[0, 1] (beziiglich des
Lebesgue-Borel-MaBes) separabel ist fiir jedes p € [1, 00| (siehe
Seminar “Reelle Analysis und Topologie”). Insbesondere ist L2[0, 1]
separabel, es gibt somit ein abzdhlbares VONS.

Im Falle K = C kann man zeigen, dass die Funktionen
en: [0,1] = C, t s 2™

fiir n € Z ein VONS fiir L2[0, 1] bilden. Wegen Satz 39.26 (c) ist
dann die Abbildung

12[0,1] — ¢*(Z,C), f ({en,))nez

mit den “Fourierkoeffizienten”
ey, F) = / &2t £ (£) ) (1)
[0.1]

ein isometrischer Isomorphismus. Die Umkehrabbildung schickt
(tn)nez auf den L2-Grenzwert der Fourierreihe Y they.

Prof. Dr. Helge Gléckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Beweis von Satz 39.26. Gegeben t := (t)pep € (?(B,K) ist

00> ([t = (t,8) = 3 |tsf2.
beB
Nach Lemma 28.2 (angewandt im Banachraum R) gibt es zu
€ > 0 eine endliche Teilmenge ® C B derart, dass

D Il < &

bev
fiir alle endlichen Teilmengen W C B mit W N & = (). Fiir diese ¥

ist H Z tbe2 _ Z Ity|? < €2

bew bew
nach dem Satz des Pythagoras, also || Y,y tpb|| < . Nach
Lemma 28.2 (angewandt auf den Banachraum H) ist die Familie
(tpb)pep in H summierbar. Wir setzen

O(t) =) tyb
beB

und erhalten eine Abbildung ©: ¢2(B,KK) — H, die offenbar linear
ist. Da
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2
2 tbl| = lim > [tsf* = (lille)?

bed bed
fiir jedes t = (tp)pes € £2(B,K) mit ® in der gerichteten Menge
(F(B), Q) aller endlichen Teilmengen von B, ist

10(8)ll = lItlle
und somit © eine lineare Isometrie. Das Bild von © ist also ein
abgeschlossener Untervektorraum von H. Dieser ist ganz H, wenn
er eine totale Teilmenge von H enthalt, etwa B. Dies ist der Fall,
da fiir jedes c € B die Familie t := (0 p)pes in £?(B,K) ist und
©(t) = c. Also ist © ein isometrischer Isomorphismus. Gegeben
x € H existiert ein t = (tp)pep € £?(B,K) mit x = O(t). Fiir jedes
c € B ist dann
(c,x) = (c,O(t < 5 tbb> 3 t(c.b) = te,
beB beB
also Wg(x) = t € ?(B,K). Weiter ist Wg(x) = t = ©71(x), also
Vg = ©~! ein isometrischer Isomorphismus und (Vg)~! = © wie
behauptet. Wir halten noch fest, dass fiir jedes x €. H

[e()I? = lim
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x=0(Vg(x)) =Y (bx)b. (2)
beB
Ist H endlich-dimensional, so ist |B| die Dimension des
K-Vektorraums H und somit eindeutig festgelegt. Sei nun B eine
unendliche Menge und auch C ein VONS (insb. auch C
unendlich). Fiir jedes ¢ € C ist

c= Z(b,c)b

beB

in H, also B, := {b € B: (b, c) # 0} eine nicht leere, abzéhlbare
Menge (siehe Satz 28.11). Es gibt somit eine surjektive Abbildung
he: N — B.. Dann ist

CxN—= B, (c,n)~ he(n)
sujektiv, denn wiare ein b € B nicht im Bild, so ware
cC bt

fiir alle ¢ € C und somit H = spang(C) C b*, Widerspruch. Nach
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Beispiel 15.11 gibt es eine Menge J mit |C| = |J x N|. Nach dem

Vorigen ist dann
|IB| <|CxN|=|JxNxN|=|JxN|=|C|.

Analog ist |C| < |B| und somit |C| = |B].

Ist B abzahlbar, so hat H eine abzahlbare totale Teilmenge
(ndmlich B) und somit ist H separabel (Satz 8.11). Ist umgekehrt
H separabel, so hat H eine abzahlbare totale Teilmenge T. Ist H
endlich-dimensional, finden wir eine Orthonormalbasis. Andernfalls
kénnen wir T = {v,: n € N} mit linear unabhéngigen Vektoren v,
wahlen. Setzen wir by := vq/||v1|| und

En = spang{vi,...,vn}

fiir n € N, so ist E,11 N (E,)* eindimensional, enthilt also einen
normierten Vektor b,;1. Dann ist E, = spang{bi, ..., b,}, somit
auch {bp: n € N} eine totale Teilmenge und somit {b,: n € N}
ein abzahlbares VONS fiir H. [J
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Bemerkung 39.28

Da Vg ein isometrischer Isomorphismus ist, gilt fiir jedes x € H,
dass [|x||? = |[Wg(x)|?, also

X7 =" (b, x) (3)

beB

Man nennt (3) die Parsevalsche Gleichung.

Ist C ein Orthonormalsystem in H, so existiert ein vollstandiges
Orthonormalsystem in H mit C C B. Fiir jedes x € H ist dann

Ix]|? = > ben (b x)[2 > > cec (e, x)|?, also

IxI? = e, ). (4)

ceC

Man nennt (4) die Besselsche Ungleichung.
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Bemerkung 39.29

P. Dirac folgend schreiben Physiker Elemente x eines
Hilbertraums H gern als |x) (“ket”-Vektor) und nennen
(x] :== (x,-) einen “bra”-Vektor, so dass sich also

(x,¥)

als bra-ket (“bracket”) lesen lasst. Aus (2) wird dann

X) = |b){b,x).

beB

Betrachten wir kurz noch Operatoren von endlichem Rang, also
Elemente aus £(H, H)fi, = H ® H’. Schreiben wir ein A € H' als
A= (y,) = (y| mit y € H, so ist fiir jedes x € H

X@A=x®@(y,) = [x){y|

in Physiker-Notation.
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§40 Adjungierte Operatoren

Definition 40.1

Es seien (H1, (-, )r,) und (Ha, (-, -)n,) Hilbertrdume und
T: H; — H> eine stetige lineare Abbildung. Dann ist

T = (Cle)_l oT o ¢H2: Hy — H;

eine stetige lineare Abbildung, der zu T adjungierte Operator.

Hierbei ist T": Hy — Hj, A+ Ao T die duale lineare Abbildung
und es sind

q)HjZ Hj—>f‘lf;, X'—><X,‘>Hj
fiir j € {1,2} die kanonischen isometrischen (Anti-)lsomorphismen.

Bemerkung 40.2

Fiir alle x € H> und y € H; gilt

<T*X7y>H1 = <X7 T}/>H2-
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Es ist namlich

(T = (Ow) T (®r(x))y) = T'(@py(x))(y)
= (Pr(x) o T)(y) = @, (x)(Ty) = (x, Ty) H,-

Statt S o T schreiben wir auch kurz ST.

Definition 40.3
Es sei (H, (-, -)) ein Hilbertraum und £(H) := L(H, H). Ein
Operator T € L(H) heiBt

@ hermitesch, wenn T = T,

@ unitdr, wenn TT* = T*T = idy;

@ normal, wenn TT*=T*T.

Jeder hermitesche Operator ist normal; ebenso jeder unitare.
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Elementare Eigenschaften (Ubung):

Satz 40.4

Es sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum. Fiir alle T,S € £(H) und
z,w € Kgilt:

(a) (idy)* =idy;

(b) (SoT)*=T*oS%

(c) (z2S+wT) =zS*+wT*. O

Gegeben T € L(H) ist der Operator T* € L(H) durch die
Bedingung

(T*x,y) = (x, Ty) firalle x,y € H

eindeutig festgelegt (Ubung).
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Im folgenden sei stets (H, (-, -)) ein Hilbertraum.

Definition 40.5

Ist T € L(H), so nennt man einen Vektor 0 # x € H einen
Eigenvektor fiir T zum Eigenwert \ € K, wenn

Tx = Ax, also x € ker(T — \idy).

Fiir jedes A € K setzen wir Hy := ker(T — Aidy); ist A ein
Eigenwert, so nennen wir Hy den zugehorigen Eigenraum.

Als Kern einer stetigen linearen Abbildung ist jeder Eigenraum H,
ein abgeschlossener Untervektorraum von H.

Lemma 40.6

Ist T € L(H) hermitesch, so gilt:
(a) (x, Tx) € R fiir alle x € H.
(b) Alle Eigenwerte von T sind reell.
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(c) Sind A # u Eigenwerte von T, so ist Hy L H, (also x L y fiir
alle x € Hy und y € H,).
(d) Esist ker(T) = (T(H))* und T(H) = (ker(T))*, also

H =ker(T) & T(H).

(e) Esist || T|lop = sup{|(x, Tx)|: x € Ef(O)}

Beweis. (a) Es ist (x, Tx) = (T*x,x) = (Tx, x) = (x, Tx), also
(x, Tx) reell.

(b) Ist 0 # x € Hy, so gilt R 3 (x, Tx) = (x, Ax) = A(x, x)

= \||x||?. Folglich ist A = (x, Tx)/||x||?> € R.

(c) Fiir alle x € Hy und y € H,, ist

pix,y) = (xpy) = Ty)=(T"x,y)
= (Tx,y) = (A, y) = Mx,y) = Mx,y),
also 0= (n—=A)xy).

Da u— X #0, folgt (x,y) =0, also x L y.
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(d) Fiir beliebiges T € L(H) ist ker(T) = (T*(H))*, denn fiir
x € H sind aquivalent:
x€ker(T) & Tx=0<« (VyeH){y,Tx)=0
& (Ve H)(Ty,x)=0 & xc (T*(H))"
Im Falle eines hermiteschen Operators ist also ker(T) = (T(H))*
und somit

(ker(T))* = ((T(H))*)* = T(H)
nach Satz 39.19 (d). Da ker(T) ein abgeschlossener
Untervektorraum von H ist, ist nach Satz 39.19 (e) also
H = ker(T) @ (ker(T))* = ker(T) @ T(H).
(e) Sei s :=sup{|(x, Tx)|: x € Ef(O)} Fiir jedes y € H gilt dann
[y, )l < sllyl®: (1)
dies ist trivial im Fall y = 0 und andernfalls kann man y = ||y||x

schreiben mit dem normierten Vektor x := y/||y| € Ef(O) und
lly||?> aus dem Skalarprodukt herausziehen. Fiir jedes x € H mit
|| <1ist
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[0 DL < X< IXIHIT HoplIx[F < 1T op,

also s < || T|lop- Um || T|lop < s (und somit Gleicheit) zu zeigen,
sei x € H mit ||x|| < 1; wir wollen sehen, dass

[T <'s. (2)
Dies ist trivial, wenn Tx = 0. Sei nun Tx # 0 und 7 := /|| TX||.
Dann gilt
2 1 1 1 1
4| Tx||* = (rx+=Tx, T(rx+=Tx)) — {tx — = Tx, T(tx — = Tx))
T T T T

1 1 1 1
< “Tx, T(rx+=T: — ITx, T(rx— =T
< [frx+ ST T(rxk 2T + [(rx =~ Tx, Trx = —Tx))|

1 1
< s+ —Tx2 + lx = —Tx|?)

1 1
_ 2 12 Tll?) < 2, L 2y _
25(mxlI® + = TxI%) = 2s( 77 + Sl Tx|1%) = 4s[| Tx]l,

=[xl
=[xl

wobei sich die erste Gleichheit durch Ausmultiplizieren verifizieren
|dsst und fiir die zweite Gleichheit die Parallelogrammgleichung
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benutzt wurde; die zweite Ungleichung beruht auf (1). Teilen
durch 4| Tx|| liefert (2). O

In Satz 19.7 haben wir Beziehungen zwischen komplementierten
Untervektorraumen in Banachrdaumen und Projektionen studiert.
Als Spezialfall nennen wir im Falle eines Hilbertraums (H, (-, -))
einen Operator P € L(H) eine Projektion, wenn P? = P. Wir
wissen, dass dann ker(P) und P(H) abgeschlossene
Untervektorraume von H sind und topologisch

H = ker(P) & P(H).

Definition 40.7

P € L(H) heiBt Orthogonalprojektion, wenn P> = P und P = P*.

Orthogonalprojektionen sind also Projektionen, welche hermitesche
Operatoren sind.

Lemma 40.8

Eine Projektion P € L(H) ist genau dann eine Orthogonal-
projektion, wenn P(H) L ker(P). Dann ist P(H) = (ker(P))*.

Prof. Dr. Helge Glckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Beweis. Ist P eine Orthogonalprojektion, so ist P hermitesch und
somit P(H) L ker(P) nach Lemma 40.6 (d). Da das Bild jeder
Projektion abgeschlossen ist, ist zudem P(H) = P(H) = (ker(P))*
nach Lemma 40.6 (d).

Ist P(H) L ker(P), so kdnnen wir alle x,y € H eindeutig zerlegen
als x =x3 + xo und y = y; + y» mit x1,y1 € P(H) und

x2,y2 € ker(P), da P eine Projektion ist. Dann ist P(y1) = y1 und
P(y2) =0, also

(x, Py) = (x1 + x2, P(y1) + P(y2)) = (x1 + x2, 1) = (x1, 1),

wobei xp L y; benutzt wurde. Analog ist (Px, y) = (x1,y1), also
(Px,y) = (x, Py) fiir alle x,y € H und somit P = P*. O

Beispiel 40.9

Ist F C H ein abgeschlossener Untervektorraum, so existieren fiir
jedes x € H eindeutige Elemente P(x) € F und Q(x) € F+ mit

x = P(x) + Q(x).
Dann sind P: H — H und Q: H — H Orthogonalprojektionen.
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Offenbar sind P: H— H und Q: H — H linear. Da H=F & F+
topologisch, sind P und Q stetig. Da F = P(H) und ker(P) = F+
orthogonal sind bzw. FX = Q(H) und ker(Q) = F, sind P und @
nach Lemma 40.8 Orthogonalprojektionen.

Beispiel 40.10

Fiir jedes x € H mit ||x|| = 1 ist
P:=|x){x|: H—=H, y— (x,y)x

eine Orthogonalprojektion.

Es ist namlich P(Py) = P({x,y)x) = (x,y)P(x) = (x,y){x, x)x =
(x,y)x = P(y) fiir alle y € H, also P?> = P und somit P eine
Projektion. Weiter ist P(H) = Kx orthogonal auf ker(P) = x,
somit P eine Orthogonalprojektion nach Lemma 40.8.

Lemma 40.11

Es sei (H, (-, -)) ein Hilbertraum und T € L£(H) ein hermitescher
Operator. Dann gilt fiir jeden abgeschlossenen Untervektorraum
FC Hmit T(F) C F:
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(a) T|g: F — F ist hermitesch;
(b) T(F+)C F-.

Beweis. (a) Fiir alle x,y € F gilt
(6 TIRE(Y)) = (x, Ty) = (T*(x), ) = (Tx,y) = (T|F(x),y). Also
ist (T|F)* = T|/:.
(b) Fiir y € F* gilt fiir alle x € F
(6 Ty) =(T"x,y) = (Tx,y) =0,
da Txe Fundy e FL. Alsoist Ty € F-. O
Wir tragen noch vier Fakten iiber kompakte Operatoren nach.
Lemma 40.12
Sind (E, || - ||g) und (F,| - ||F) Banachrdaume, so gilt:
(a) Die Menge K(E, F) der kompakten Operatoren ist ein
abgeschlossener Untervektorraum von (L(E, F), || - |lop)-

(b) Ist T: E — F ein kompakter Operator und Y C E ein
Untervektorraum, so ist auch T|y: Y — F ein kompakter
Operator.
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(c) Ist T: E — F ein kompakter Operator und Y C F ein
abgeschlossener Untervektorraum mit T(E) C Y, so ist auch
die Ko-Einschrankung T|Y: E — Y ein kompakter Operator.

(d) Ist T € L(E, F) ein Operator von endlichem Rang (also T(E)
endlich-dimensional), so ist T ein kompakter Operator.

Beweis. (a) Sei T im Abschluss von KC(E, F) in L(E, F); dann gibt
es also eine Folge (T,)nen kompakter Operatoren T, € K(E, F)
derart, dass || T — Tp||op — O fiir n — co. Sei B := EIE(O); wir
haben zu zeigen, dass die Teilmenge K := T(B) C F kompakt ist.
Wir erinnern daran, dass ein metrischer Raum genau dann kompakt
ist, wenn er vollstindig ist und prakompakt (siehe z.B. Satz 14.25
in Prof. Glockners Skript Analysis 2 vom Sommersemester 2019,
frei zugéanglich in PANDA). Da F vollstandig ist, ist auch die
abgeschlossene Teilmenge K vollstindig. Um fiir K noch
Prakompaktheit nachzuweisen, sei € > 0. Es gibt ein N € N derart,
dass || T — Tpllop < &/3 fiir alle n > N. Da Ty(B) kompakt ist,

gibt esein me N und yi,...,ym € Tn(B) derart, dass
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TN(B U 5/6

Fiir jedes j € {1,..., m} gibt es ein x; € B mit
llyi = Tn(xj)||F < €/6; dann ist

Tw(B) C U B!/3(T(x)).
j=1
Fiir jedes x € B gibt es ein j € {1,..., m} derart, dass
| Tn(x) — Tn(x)||F < €/3. Dann ist
ITx = Txllp < [[Tx = Tux|[r + [[ Tnx = Taxille + | Tux — TxjllF
< ¢/3+¢/3+¢/3=¢,
also Tx € BF(Tx;). Es ist also
m m —F
B) € |J BE(Tx) € | B:(Tx)
j=1 j=1

und somit auch K = T(B) C Uiz, (TxJ) da die rechte Seite
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abgeschlossen ist. Also ist K prakompakt.

(b) Die Inklusion j: Y — E ist stetig und linear, also T|y = T o
ein kompakter Operator nach Satz 37.7 (a).
(c) Die kompakte Teilmenge K := T(Ef(O)) CFistinY

enthalten, da Y in F abgeschlossen ist und T(BlE(O)) C Y. Dann
ist T|Y(§1E(0)) C K kompakt in Y (natiirlich gilt sogar
Gleichheit).

(d) Esist T(E) = K" fiir ein n € N und somit in T(E) (wie in
K") jede abgeschlossene, beschriankte Teilmenge kompakt (siehe
Analysis 2). Die Teilmenge

T(B1 (0)

von F ist also kompakt (da sie abgeschlossen ist und beschrankt),
somit T ein kompakter Operator. [J
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841 Spektralsatz fiir kompakte hermitesche Operatoren

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass jeder hermitesche
Endomorphismus eines endlich-dimensionalen komplexen
Vektorraums diagonalisierbar ist; genauer, es gibt eine
Orthogonalbasis von Eigenvektoren. Entsprechendes gilt fiir
symmetrische Endomorphismen endlich-dimensionaler reeller
Vektorraume. In diesem Kapitel studieren wir Verallgemeinerungen
solcher Resultate fiir hermitesche kompakte Operatoren auf einem
Hilbertraum.

Satz 41.1 (Spektralsatz fiir hermitesche Operatoren von endlichem

Rang)
Sei T € L(H) hermitesch mit n:=dim T(H) < co. Dann
existieren eine Orthonormalbasis xi, ..., x, fir T(H) und

A1, ..., An € R derart, dass

n
T =Y Xilx)xl-
j=1
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Beweis. Per Voraussetzung ist Y := T(E) ein n-dimensionaler
Untervektorraum von E. Offenbar gilt T(Y) C Y. Nach

Lemma 40.11(a) ist T|y € L£(Y') hermitesch. GemaB der Linearen
Algebra finden wir eine Orthonormalbasis xi,...,x, in Y aus
Eigenvektoren fiir T|y zu Eigenwerten A1, ..., A, (welche nach
Lemma 40.6 (b) alle reell sind). Sei nun S :=>"" ; \j|x;)(x;|. Da

J
Y endlich-dimensional und somit in H abgeschlossen ist, ist

Y = T(H) = (ker(T))* nach Lemma 40.6 (d), somit
H=ker(T)DY.
Da x1,...,X%, € F = (ker(T))*, gilt fiir alle x € ker(T)

T(x) =0=""A{x,x)% = S(x).
j=1

Firy € Yist y = > _; tkxk mit gewissen ti,...,t, € K, also
n n n

Sy= >t PG5 = Dt Ay = T(thXj) =Ty
— —— — —
J,k=1 =5 4 Jj=1 =T j=1

Also ist T(x+y) = Tx+ Ty = Sx+Sy = S(x+y),d.h. S=T.0
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Satz 41.2 (Spektralsatz fiir hermitesche kompakte Operatoren)

Sei T € L(H) kompakt, hermitesch und T(H) nicht
endlich-dimensional. Dann existiert eine Folge (Aj)nen von
Eigenwerten A, € R\ {0} von T und eine Folge (xn)nen
orthogonaler, normierter Vektoren x,, die Eigenvektor von T sind
zum Eigenwert A\, derart, dass |A1| > [A2] > -+ gilt,

lim, 00 Ap = 0 und

= Z)\ |Xn) (Xn| = Z)\ |Xn) (Xnl.

neN

v

Die Summe meint die Summe einer in (L(H), || - |lop) summierbaren
(aber nicht notwendig absolut summierbaren) Familie.

Das folgende Lemma nutzt im Beweis von Satz 41.2.

Ist H # {0} und der Operator T € L(H) kompakt und hermitesch,
so ist || T|lop oder —|| T ||op ein Eigenwert von T.
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Beweis. Die Aussage ist trivial, wenn || T|lop = 0, also T = 0 ist;
dann ist jeder Vektor x € H \ {0} ein Eigenvektor fiir T zum
Eigenwert A = 0.

Sei nun || T|lop > 0; nach Ersetzen von T durch WT sei

0.B.d.A. || T|lop = 1. Sei (xn)nen eine Folge von Vektoren x, € H
mit ||x,|| = 1 und

[ (xas Txn)| = ([ Tllop = 1

(vergleiche Lemma 40.6 (e)). Nach Ubergang zu einer Teilfolge
diirfen wir annehmen, dass (x,, Tx,) # 0 fiir alle n € N. Da

(Xn, Txn) € R, ist (xn, Txp) > 0 fiir unendlich viele n oder

(Xn, Txn)y < O fiir unendlich viele n € N. Ist Ersteres der Fall, so sei
s := 1; andernfalls setzen wir s := —1. Nach Ubergang zu einer
Teilfolge diirfen wir nun annehmen, dass

s(Xn, Txn) >0 fiir alle n € N.
Da T(Ef(O)) kompakt ist und ein metrischer Raum, hat ( Tx,)nen

nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB3 eine konvergente Teilfolge.
Nach Ubergang zu dieser Teilfolge diirfen wir annehmen; dass
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(Txn)nen gegen ein y € H konvergiert. Wegen s> = 1 und
|xnll = 1 gilt dann

0 < |sxn— TX,,H2 = 52Hxn|]2 — 25(Xp, Txn) + || TX,,H2

= 1= 2/{xa, Txa)| + | Txall® < 1= 2[(xa, Txa)| + ([ Tlop)?

- 1_2HT||OP+(||T||0P)2:1_2+1:0

fiir n — oo. Da die Folge (Txp)nen gegen y konvergiert,
konvergiert nach (1) auch (sxp),en gegen y. Insbesondere ist
Iyl = lim  |lsxo]| =1,
n—oo \V-/

=ls| [Ixnll=1
also y #£ 0. Da T stetig ist, folgt

sy =s lim Tx, = lim T@M):7(|m19%>:7y
n—o0

n—o0 n—oo

Also ist y ein Eigenvektor fiir T zum Eigenwert s mit
Is|=1={Tllop. O
Ein weiteres Lemma ist von Nutzen.
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Lemma 41.4

Ist x1,...,x, € H ein endliches Orthonormalsystem und sind
AL, An €K, so hat T := 377 1 Aj|x;) (x| Operatornorm
[T llop = max{|Aal, ..., |An[}-

Beweis. Sei F := spang{xi,...,xp}. Weil Tx; = \jx;, ist

[ Tllop = [ITX51l = A1 {511 = 1A
fur alle j € {1,...,n}, also || T|lop > max{|A1],...,|An|} =:s.
Andererseits kdnnen wir x € H schreiben als x =y +zmity € F
und z € F-. Wegen F+ C xJ-J- ist dann (x;, z) = O fiir alle
J€{1,...,n}, somit Tx = Ty. Schreiben wir y = Z};l tix; mit
t1,..., 1t 6 K, so ist nach dem Satz des Pythagoras

Z 152 = llyll> < llyll> + 12> = [[x]|>.  Also ist
n
HTxH2 = [|Ty[]* = NGl <2y < $x)?
Z J o ; J

j=1
<IN PP <5112

und folglich || Tx|| < s||x||, also || T|jop <'s. O
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Beweis von Satz 41.2. Nach Lemma 41.3 existiert ein x; € H mit
Ix1]] =1 und Tx; = Aixq fiir ein Ay € R mit [A1| = || T|op.
Rekursiv finden wir eine Folge (x,)nen paarweise orthogonaler,
normierter Eigenvektoren x, € H fiir T zu Eigenwerten A\, € R
derart, dass mit

Fn_1:=spang{xi,...,xn—1}
gilt x, € (Fp_1)* und
ol = [Tl |, @)
In der Tat: Sind xg, ..., x,—1 schon gefunden, so folgt aus

T(Fn_1) C Fa_1, dass T(Fi ;) C Fi-,; weiter ist

T‘Fni € L(F- ;) hermitesch, siche Lemma 40.11 (b) und (a).
Nach Lemma 40.12 (b) und (c) ist T|FnJ;1 zudem kompakt. Weiter
hat T\,_-nL_l unendlichen Rang, da

TH=T(Fo1+Fq) = T(Foi1) + T(Fi-y)

mit T(Fp—1) = Fo—1 von endlicher Dimension, n — 1. Wie oben
finden wir ein x, € F - 1 derart, dass x, ein Eigenvektor von T],_-L
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(und somit von T) ist zu einem Eigenwert A\, € R mit (2). Da
H=F2F2F+2---, folgt aus (2), dass
A1] > [Aa| >

Also existiert 8 := lim,_,o |An| € [0, 00[. Ware 6 > 0, so wiirden
wir wie folgt einen Widerspruch erhalten: Da T ein kompakter
Operator ist, ist der Abschluss K := {Tx,: n € N} kompakt, also
(Txn)nen = (Anxn)nen eine Folge in einem kompakten metrischen
Raum. Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB gibt es eine in K
konvergente Teilfolge (An, xn, )ken, die dann insbesondere eine
Cauchy-Folge ist. Es gibt somit ein kg € N derart, dass

Ak,f = ||)\”ank - )"MXMH <0
fiir alle k, ¢ > ko. Fiir k := ko, { := ko + 1 ist jedoch
AnXn, L Ap,Xn,, somit nach dem Satz des Pythagoras
XXk =N X 2 = 1Al Am X 2 = [ Ay [P+ An, |2 > 67462,
also Ay > 6+/2 > 6, Widerspruch.

Die Familie (Ap|xn)(Xn|)nen ist somit summierbar: Sei namlich F
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die Menge aller endlichen Teilmengen von N. Gegeben £ > 0 gibt
es ein N € N derart, dass |\,| < ¢ fiir alle n > N. Fiir jedes ® € F
mit ®N{1,..., N} =0 ist dann

D Xl (xal|| <,
ned op
nach Lemma 41.4. Nach Lemma 28.2 ist die Familie
(An|xn)(Xn|)nen also summierbar in (L(H), || - [|op). Wir schreiben
S =) Anlxn)(xal

neN
fir die Summe der summierbaren Familie; nach Satz 28.8 ist insb.

S= " Anlxn) (Xal-
n=1

Es bleibt nur zu zeigen, dass T = S. Fiir jedes x € H ist die
Abbildung £(H) — H, A — Ax stetig und linear, somit

[e.o]

Sx = Z(x,,,x>x,,. (3)

n=1
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Gegeben € > 0 sei N € N wie oben. Fiir alle j € {1,..., N} ist
Txj = Ajxp = 5%

unter Benutzung von (3). Folglich ist T|g, = S|F,. Fiir x € Fj ist
| Tx — Sx|| < || Tx|| + ||Sx]|| mit

1T < ([T eglloplix [l = [Anal Ix[] < eflx]

und

15 = I} < elix|

Z)\Xm

n=N+1

Z An|Xn) (Xn]

n=N+1

op

durch Anwendung von Lemma 41.4 auf die Anfangssummen und
Grenziibergang. Also ist ||(T — S)x|| < 2¢||x|| fiir alle x € Fj;. Ist
x € H beliebig, so schreiben wir x =y +zmity € Fy und z € F,\L,
und erhalten

I(T = S)xI[ = [I(T = S)z|| < 2el[z]| < 2e]|x],

da [|x]| = VIIy¥lI> + ||z]|? > ||z||. Also ist || T — S|lop < 2¢ und

folglich T = S, da € > 0 beliebig war. [J

Prof. Dr. Helge Glckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



In Satz 41.2 ist M := {\,: n € N} die Menge aller von 0
verschiedenen Eigenwerte von T. Weiter ist Aidy — T fiir alle
0 # X € K\ M invertierbar. Analoges gilt in Satz 41.1 mit
M= {A1,..., \n}.

Beweis. Im Falle von Satz 41.2 sei N := oo; in Falle von Satz 41.1
sei N := n+ 1 mit n wie dort. Sei K := ker(T). Dann ist

H= K ® K+ und fiir K- = T(H) bilden die Vektoren x; mit
natiirlichen Zahlen j < N ein vollstandiges Orthonormalsystem. Ist
x € ker(Nidy —T), so existieren eindeutige y € K und z € K+ mit
x =y + z. Es gibt eindeutige t; € K mit > _;_, |t;]2 < oo und

z:thXj.

j<N

Dann ist =

0= (/\ idy —T)(X) =Ay+ Az — Z )‘jtjxj =y + Z()\ - )\j)l’jXJ',
J<N J<N

also y = 0 und t; = 0 fiir alle j. Somit ist auch z =0 und folglich

Prof. Dr. Helge Glckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



x =0, also Nidy —T injektiv und folglich A kein Eigenwert von T.
Da das Bild von Aidy —T jedes y € K und jeden der Vektoren x;
enthalt, ist das Bild dicht in H. Wir zeigen, dass die injektive
lineare Abbildung S := Aidy — T eine topologische Einbettung ist;
dann ist das Bild zu H isomorph, also vollstiandig und somit
abgeschlossen in H, folglich Aidy — T surjektiv und somit ein
topologischer Isomorphismus. Ware die lineare Abbildung

S~1: S(H) — H nicht stetig, so wire S~! an der Stelle 0 unstetig,
es gabe also eine Folge (yk)ken in S(H) mit yx — 0 derart, dass
S~(yx) nicht gegen 0 konvergiert. Nach Ubergang zu einer
Teilfolge diirfen wir annehmen, dass ein € > 0 existiert mit

re = HS‘l(yk)H > ¢ fir alle k € N.

Nach Ersetzen von y, durch iyk diirfen wir annehmen, dass

1S~ ()| =1 fiir alle k € N.

Sei vi := S71(yx). Da T ein kompakter Operator ist, diirfen wir
nach Ubergang zu einer Teilfolge annehmen, dass Tvy gegen ein
w € H konvergiert. Fiir k — oo konvergiert dann

Prof. Dr. Helge Glckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Avik = Svi+ Tvg =y + Tk

gegen 0+ w = w. Also konvergiert v gegen %W und folglich ist

1
w= lim Tvk—TI|m vi=T—w.
k—o0 A

Somit ist Tw = Aw. Da

lw| = H lim Avi
k—00

= Jim A [vil] = [Al # 0,
—00 ~—
=1
ist also w ein Eigenvektor von T zum Eigenwert X\. Wir haben aber
schon nachgewiesen, dass A kein Eigenwert ist, Widerspruch. [

Definition 41.6

Im Falle eines komplexen Hilbertraums und T € L(H) definieren
wir das Spektrum von T als

o(T):={XeC: Xidy —T ist nicht invertierbar } C C.

Ist T hermitesch und kompakt, so ist o(7) \ {0} nach Satz 41.5
die Menge aller von 0 verschiedenen Eigenwerte von, T. Mit der
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Orthogonalprojektion Py auf ker(T) und Py := 3}, A=A |x7) (x|
fir 0 # X € o(T) folgt mit dem Umordnungssatz (Satz 28.6 (a))
aus den Satzen 41.1 und 41.2:

Satz 41.7 (Spektralsatz fiir hermitesche kompakte Operatoren).

Es sei (H, (-,-)) ein komplexer Hilbertraum und T € L(H) ein
hermitescher, kompakter Operator. Dann ist (APy)\eq(T) €ine
summierbare Familie in (£(H), || - |lop) und

T= ) APy

A€o (T)

Bemerkung 41.8

Im Falle eines hermiteschen, nicht notwendig kompakten Operators
T € L(H) existiert immer noch ein SpektralmaB P auf o(T) (eine
o-additive Abbildung in die Menge der Orthogonalprojektionen mit
der Topologie der punktweisen Konvergenz und P(o(T)) = idy)

derart, dass
T / NdP(A).
a(T)

|
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Solche Verallgemeinerungen sind Gegenstand von Vorlesungen iiber
Spektraltheorie, Operatortheorie u.&.

Beispiel 41.9

Sei (An)nen eine Folge in R\ {0} mit limp—00 Ay = 0 und
T: (> — (% der Multiplikationsoperator

X = (Xn)neN — ()‘an)neN'

Dann ist T ein kompakter Operator.

Es ist namlich limy_o0 || T — T lop — O mit den durch

Tn(x) := (g1, nyAnXn)nen definierten Operatoren Ty : 0?2 =02
von endlichem Rang (also Lemma 40.12 (a) anwendbar). Man
rechnet direkt nach:

T ist hermitesch. Fiir jedes n € N ist der Standard-Einheitsvektor
en ein Eigenvektor fiir T zum Eigenwert A,,. J

Da im(T) alle e, enthilt und somit dicht in £2 ist, ist T nach
Lemma 40.6 (d) injektiv. Also ist O kein Eigenwert. Dennoch ist
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0€0(T),da0idp2 —T = —T nicht invertierbar ist.

Man verifiziert direkt, dass

T= Z Anlen){enl,

neN

wobei die Familie (An|en){(en|)nen in (L£(€2), ] - |lop) Summierbar
ist. Wahlen wir A\, := % so ist die Familie iibrigens nicht absolut
summierbar, denn wegen

Ounlen) eal)en) = Anen = e

mit [|[Le,]| = 2 ist | An]en){en| [lop = % somit
> alen)enl |15, = oo
neN
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§42 Anhang: Beweis des Zornschen Lemmas

Definition 42.1

Eine geordnete Menge (M, <) heiBt induktiv geordnet, wenn jede
Kette in M eine obere Schranke besitzt. Hat jede Kette eine klein-
ste obere Schranke, nenne (M, <) vollsténdig induktiv geordnet.

Im folgenden setzen wir das Auswahlaxiom als giiltig voraus und
leiten daraus das Zornsche Lemma ab. Will man betonen, dass ein
Resultat vom Auswahlaxiom abhangt, so schreibt man meist
“(AC)" hinzu (fiir “Axiom of Choice").

Satz 42.2 (Zornsches Lemma)

(AC) Jede induktiv geordnete Menge besitzt ein maximales
Element.

Beweis. Reduziere auf vollstindig induktiv geordnete Mengen.

Gilt das Zornsche Lemma fiir vollstandig induktiv geordnete
Mengen, so gilt es allgemein.
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Beweis des Lemmas. Gegeben eine induktiv geordnete Menge

(M, <) sei C:={K C M: K ist Kette} die Menge aller Ketten

in M. Wir ordnen C durch Inklusion: K1 < Ky & Ky C K fiir
Ketten K1, Ko C M. Dann ist (C, <) vollstandig induktiv. Um dies
einzusehen, sei I eine Kette in C. Die Elemente K € K sind
Ketten in M, und wir vereinigen nun all diese und erhalten so eine
neue Teilmenge S := (Jxcxc K von M. Sind x1,x; € S, so gibt es
Ki, Ko € K mit x; € K1, xo0 € Ky. Da K als Kette in C total
geordnet ist, gilt K1 C K oder Ky C Ki. Im ersten dieser Fille gilt
x1, X € K> und somit x; < x» oder x» < x1, da K5 als Kette total
geordnet ist. Im zweiten Fall gilt x1, xo € K1 und wir kommen zur
selben Schlussfolgerung. Somit ist S total geordnet, somit S € C
eine Kette in M. Per Definition von S gilt K C S fiir alle K € IC,
somit K < S. Es ist daher S eine obere Schranke fiir IC in C. Ist
auch T € C eine obere Schranke fiir I, sogilt K < T,also KC T
fiir alle K € KC. Daherist S = g K € T, dh.esist S < T und
somit S = sup(K) die kleinste obere Schranke fiir I in C. Also ist
(C, <) tatsdchlich vollstidndig induktiv.

Da C vollstandig induktiv ist, ist per Voraussetzung-die Aussage
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des Zornschen Lemmas fiir C giiltig: C besitzt ein maximales
Element K. Da (M, <) induktiv ist, besitzt K eine obere Schranke
s in M. Dann ist s ein maximales Element in M (und somit die
Behauptung bewiesen !), denn wiare s nicht maximal, so gibe es ein
Element x € M mit x > s. Fiir jedes y € K ware dann x > s > vy,
also x > y. Daher ware auch K* := K U {x} eine Kette in M.
Diese ware eine echte Obermenge von K, da x #£ y fiir alle y € K
(weil x > y). Also ware K in C nicht maximal, Widerspruch! OJ

Der folgende Beweis des Zornschen Lemmas fiir vollstandig
induktiv geordnete Mengen basiert auf einem Fixpunktsatz, dessen
Beweis wir anschlieBend nachtragen:

Satz 42.3 (Tarskischer Fixpunktsatz)

Es sei (M, <) eine vollstandig induktiv geordnete Menge und
f: M — M eine Selbstabbildung von M derart, dass x < f(x) fiir
alle x € M. Dann existiert ein xo € M mit f(x0) = Xo.

Beweis des Zornschen Lemmas fiir vollstdandig induktiv geordnete Mengen.
Es sei (M, <) vollstandig induktiv geordnet. Hatte M kein
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maximales Element, so ware fiir jedes x € M die Menge

My :={y € M: x < y} nicht leer. Nach dem Auswahlaxiom ist
daher auch das kartesische Produkt erM M, nicht leer, wir
finden also ein Element (yx)xem von [[,cp Mx. Dann ist

f: M — M, f(x) = yx eine Selbstabbildung von M mit

f(x) = yx > x fiir alle x € M. Nach dem Tarskischen Fixpunktsatz
besitzt f einen Fixpunkt xp. Jedoch ist, wie gerade beobachtet,
f(xo0) > xo. Widerspruch. [J

Beweis des Tarskischen Fixpunktsatzes. Es sei (M, <) eine
vollstandig induktiv geordnete Menge und f: M — M eine
Abbildung mit x < f(x) fiir alle x € M. Fiir die Zwecke des
Beweises nennen wir eine Teilmenge A C M abgeschlossen, falls
f(A) C A und fiir jede Kette K C A das in M gebildete Supremum
von K in A enthalten ist, sup(K) € A. Dieses ist dann auch die
kleinste obere Schranke von K in A bzgl. der von M auf A
induzierten Ordnung <, (fiir x,y € A gelte also x <4 y genau
dann, wenn x < y). Die Menge M ist abgeschlossen.

Prof. Dr. Helge Glckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



Wir stellen nun einige Beobachtungen an.

42.4

() ist eine Kette in M und besitzt daher eine kleinste obere
Schranke sup(f). Ist x € M beliebig, so ist x eine obere Schranke
fur die Kette () und daher sup(()) < x. Da sup(0) < x fir

alle x € M, ist sup()) =: min(M) das kleinste Element von M.

42.5

Jede abgeschlossene Menge A enthilt min(M) = sup(0) (da 0 eine
Kette in A ist).

| A

A\

42.6

Der Durchschnitt My = ﬂ A

. ACM abg. )
aller abgeschlossenen Teilmengen von M ist abgeschlossen in M.

o’

Begriindung: Fiir jede abgeschlossene Menge A C M ist
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f(Mo) C f(A) C A, folglich f(Mg) €[4 A= Mp. Ist weiter
K C My eine Kette, so ist sup(K) € A fiir jede abgeschlossene
Menge A C M und somit sup(K) € (4, A= Mo.

Als abgeschlossene Teilmenge von M ist My vollstandig induktiv
geordnet, und wegen f(Mpy) C M ist die Einschrankung g := |y,
eine Selbstabbildung von My mit x < g(x) fiir alle x. Da jeder
Fixpunkt von g auch einer von f ist, geniigt es, die Existenz eines
Fixpunktes fiir g zu zeigen. Indem wir M durch My und f durch g
ersetzen, dirfen wir nun also 0.B.d.A. annehmen, dass M keine
echte abgeschlossene Teilmenge A C M besitzt.

Unser langfristiges Ziel ist es, zu zeigen, dass M (im jetzt
vorliegenden Spezialfall) eine Kette ist. Wir nennen im folgenden
ein Element x € M ein Dach, wenn f(y) < x fiir alle y € M mit
y < x. Ein Dach ‘zerlegt’ die Menge:

Ist x € M ein Dach und y € M, so gilt y < x oder f(x) <y.
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Bemerkung 42.9

Man beachte, dass im Falle f(x) < y per Voraussetzung an f
insbesondere x < f(x) < y. Ein Dach x ist daher mit jedem
Element y € M vergleichbar. Kénnen wir zeigen, dass jedes
Element x € M ein Dach ist, so ist also M eine Kette und somit
existiert xg := sup(M) (weil M vollstandig induktiv ist). Da
f(x0) € M und xg eine obere Schranke fiir M ist, gilt dann
f(x0) < xo. Andererseits ist xo < f(xp) per Voraussetzung an f.
Somit ist xg = f(xp) ein Fixpunkt.

Beweis von 42.8. Wir setzen

A:={y e M: y <xoder f(x) < y}. Wenn wir zeigen konnen,
dass A abgeschlossen ist, so folgt A = M per Voraussetzung an M
(siehe 42.7). Sei also K C A eine Kette mit Supremum sup(K)

in M; wir zeigen sup(K) € A. Fall 1: Existiert ein y € K mit

f(x) <y, soist f(x) <y <sup(K), also sup(K) € A. Fall 2:
Existiert kein y € K mit f(x) <y, sogilt y < xfiralley € K
(weil ja y € K C A insbesondere ein Element von A ist und daher
y < x oder f(x) <y, per Definition von A). Also ist x eine obere
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Schranke fiir K und somit sup(K) < x, also sup(K) € A. Fiir die
Abgeschlossenheit von A bleibt noch f(A) C A zu zeigen. Sei
hierzu y € A. Dann ist y < x oder f(x) <y. 1. Ist y < x, so ist
f(y) < x (da x ein Dach ist), also f(y) € A. 2. Ist y = x, so ist
f(x) < f(y), also f(y) € A. 3. Ist f(x) <y, so ist wegen y < f(y)
auch f(x) < f(y), somit f(y) € A. Also ist A tatsichlich
abgeschlossen und somit die Behauptung bewiesen.

Jedes Element x € M ist ein Dach.

Zum Beweis setzen wir D := {x € M : x ist ein Dach} und zeigen,
dass D abgeschlossen ist (und daher D = M wegen 42.7). Sei
hierzu K C D eine Kette. Fiir das Supremum sup(K) in M haben
wir sup(K) € D zu zeigen. Ist K = {), so ist sup(K) = min(M) und
dies ist ein Dach (denn es gibt kein y € M mit y < min(M)). Sei
nun K # () und y € M gegeben mit y < sup(K). Da wegen K C D
jedes x € K mit y vergleichbar ist (siche Bemerkung 42.9) und y
wegen y < sup(K) keine obere Schranke fiir K sein kann, muss ein
x € K existieren mit y < x. Da x ein Dach ist,-folgt

Prof. Dr. Helge Gldckner Einfiihrung in die Funktionalanalysis



f(y) < x <sup(K). Wir haben gezeigt, dass aus y < sup(K) stets
f(y) < sup(K) folgt; somit ist sup(K) € D ein Dach. Fiir die
Abgeschlossenheit von D ist noch f(D) C D nachzuweisen. Dazu
sei x € D; um zu sehen, dass f(x) ein Dach ist, sei y € M mit

y < f(x). Da x ein Dach ist, gilt y < x oder f(x) <y (siehe
42.8), wobei der zweite Fall aufgrund unserer Annahme y < f(x)
nicht auftreten kann. Ist y < x, so ist f(y) < x < f(x) (da x ein
Dach ist). Ist y = x, so ist f(y) = f(x) < f(x). Also ist f(x) ein
Dach. Dies beendet den Beweis des Tarskischen Fixpunktsatzes
und somit auch den Beweis des Zornschen Lemmas. UJ
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