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Gegenstand der Vorlesung

Fiir offene Teilmengen U C C betrachten wir Funktionen
f: U — C, die an jeder Stelle z € U komplex differenzierbar sind
in dem Sinne, dass

f'(z) := lim flw) = (z)

w—z w—2Zz

eC

existiert, flir w — z mit w € U\ {z} C C.
Warum sind komplex differenzierbare Funktionen interessant? u.a.

* Besondere Eigenschaften: z.B. f automatisch beliebig oft diff'bar
* Hilfsmittel zum Studium von Funktionen im Reellen

* Hilfsmittel fiir Integralberechnungen

* Hilfsmittel fiir Spektral- und Operatortheorie

Zudem einfacher Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra (fiir
jedes nicht konstante Polynom existiert eine Nullstelle in C)
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§1 Komplexe Differenzierbarkeit

Es sei U C C eine offene Teilmenge.

Definition 1.1

Eine Funktion f: U — C wird an einer Stelle z € U komplex
differenzierbar genannt, wenn der Grenzwert

f'(z) := lim flw) = #(z)

w—z w—Z

in C existiert, fir w — zmit w € U\ {z} C C. Ist f an jeder
Stelle z € U komplex differenzierbar, so wird die Funktion f
holomorph genannt. Auf ganz C definierte holomorphe Funktionen
f: C — C werden ganze Funktionen genannt.

Obiger Limes meint: Es soll ein f/(z) € C existieren derart, dass

fim TE) =@ _ iy

n—o00 Zn — Z
fir jede Folge (zp)nen in U\ {z} mit lim,,o 2, = 2.

Prof. Dr. Helge Gldckner Funktionentheorie



Beispiel 1.2

(a) Jede konstante Funktion f: C — C, z + c ist holomorph (und
ganz), mit

=0
f'(z) = lim fm =) _,

(b) Die Funktion f: C — C, z + z ist holomorph (und ganz), mit

f W_zf
f'(z) = lim f(w) - f(2) - 1.

w—z w— 2z

()Dal-1= sz (Hauptnenner!), ist die Funktion

f: C* — C, z+ Lauf C:=C\ {0} holomorph mit

f(w) — f
f'(z) = lim flw) = (z) = lim L _iz'
w—z w—2Zz w—z Wz Z
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Statt f’(z) schreibt man auch Z—Z(z). Nach dem Obigen gilt also

d d d1 1
EC—O, EZ—l und E;— ;

Sei U C C offen. Ist f: U — C an einer Stelle z € U komplex
differenzierbar, so ist f an der Stelle z stetig.

Beweis. Fiir w — z gilt

M — f(z) +0f'(z) = f(2). O

w—Zz

f(w)="f(z)+(w—2)

Es gelten Rechenregeln analog zum Reellen:
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Es seien U C C offen, z€ U und f: U — C sowie g: U — C
Funktionen, die an der Stelle z € U komplex differenzierbar sind.
Seien zudem A, u € C. Dann sind auch die folgenden auf U
definierten komplexwertigen Funktionen an der Stelle z komplex
differenzierbar und habe die gezeigte Ableitung:

(a) (M +pug)'(2) = Af'(2) + ng'(2);
(b) (fg)'(z) = f'(2)g(z) + f(2)g’(z) (Produktregel).

Auch Analoga der Quotientenregel und Kettenregel gelten (s.u.)

Beweis. (a) Ergibt sich aus den Rechenregeln fiir
Funktionengrenzwerte (Ubung).
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(b) Fiir w — z gilt
f(w)g(w) — f(2)g(2)

T Aws) ~ F(2)a(w) | F(2)a(w) ~ F(2)s(2)

_ ) ) g 8 5)

— f'(2)g(2) + f(2)g'(2);

wir haben benutzt, dass g(w) — g(z) wegen der Stetigkeit von g
an der Stelle z. O
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Wendet man die Produktregel auf z"*! = 2"z an, so liefert eine
einfache Induktion (Ubung):

Beispiel 1.5

Fiir jedes n € N ist die Funktion C — C, z — z" ganz mit

d _
—z"=nz""L.

dz

In Verbindung mit Beispiel 1.2 (a) und Satz 1.4 (a) folgern wir:

Beispiel 1.6

Jede Polynomfunktion p: C — C ist eine ganze Funktion. Sind
ne Ny und ap,...,a, € Cmit p(z) =>}_, aiz" fiir z € C, so ist

n
p'(z) = Z kaz"1.
k=1
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Lemma 1.7

Es sei f: U — C eine Funktion auf einer offenen Menge U C C.
Genau dann ist f an einer Stelle z € U komplex differenzierbar,
wenn fiir ein a € C das “Restglied”

R(w) = f(w) — f(z) — a(w — 2)

f(w) = £(2) + a(w — 2) + R(w) (1)

die Bedingung
. R(w)
lim

w—z W — Z

=0 (2)

erfiillt. In diesem Fall ist a = f/(z).

Beweis. Existiert f/(z), so gilt mit a := /(z)
R(w) _ f(w) - f(2)

= —f(z) =0 firw— z
w—z w—z
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Existiert a mit (2), so stellen wir f(w) = f(z) + a(w — z) + R(w)
um zu f(w) — f(z) = a(w — z) + R(w) und erhalten

fw)-fz) _,, Rw) |

d.h. f ist an der Stelle z komplex differenzierbar mit f'(z) = a. O

Bemerkung 1.8

(a) In (1) wird f durch die komplex affin-lineare Funktion
w — f(z) + a(w — z) approximiert.

(b) Offenbar gilt (2) genau dann, wenn

—0 firw—z (3)

[R(w)| _ ‘ R(w)

w—2z|

w—Zz
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Erinnerung an Analysis 2:

Reelle Differenzierbarkeit

Ist U C R" eine offene Menge, so wird eine Funktion f: U — R™
an einer Stelle z € U differenzierbar genannt, wenn eine reell
lineare Abbildung a:: R” — R existiert derart, dass das Restglied

R(w) = f(w) — f(z) — a(w — 2)
in f(w) =f(z) + a(w — z) + R(w) folgende Bedingung erfiillt:

IR ”

woz llw—zllg

Hierbei sind || - || und || - || gegebene Normen auf R” bzw. R™.
Die lineare Abbildung Df(z) := « ist eindeutig, denn fiir v € R”
ist Df(z)(v) = D,f(z) die Richtungsableitung

D,f(z) := lim 1(f(z—i— tv) — f(z)) e R™.

t—0 t
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Insbesondere ist Df (z)(ej) = %(Z) die jte partielle Ableitung fiir
J €{1,...,n}, mit der Standard-Basis ey, ..., e, von R".

Aus der Analysis 2 ist bekannt:

Kettenregel

Sei U C R" offen und f: U — R™ an der Stelle z € U
differenzierbar. Ist f(U) C V fiir eine offene Menge V C R"™ und
g: V — RK an der Stelle f(z) differenzierbar, so ist

gof:U—RK
an der Stelle z differenzierbar mit
D(g o f)(z) = Dg(f(2)) o Df(2). (5)

Fiir v € R” erhalten wir also die Richtungsableitung

D.(g  f)(z) = Dg(f(2))(Dvf(2)). (6)
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Man beachte, dass C = R2; nehmen wir n:= m := 2 und

166 lle = (o)l = Ix + iy fir (x,y) = x+ iy € C = B?, 5o
konnen wir von reeller Differenzierbarkeit einer Funktion

f: CDO U — C an einer Stelle z € U sprechen.

Beziehung zwischen reeller und komplexer Differenzierbarkeit:
Satz 1.9

Es sei U C C offen und z € U. Fiir f: U — C sind 3quivalent:
(a) f ist an der Stelle z komplex differenzierbar.

(b) f ist an der Stelle z im reellen Sinne differenzierbar und
Df(z): C — C ist komplex linear.

(c) f ist an der Stelle z im reellen Sinne differenzierbar und
u(x,y) == Re(f(x +iy)), v(x,y) = Im(f(x + iy)) erfiillen an
der Stelle z die sogenannten “Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen”

ou ov ou ov
a(z) = 8—y(z) und a—y(z) i z).
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Es ist dann Df(z)(w) = f'(z)w fiir alle w € C.

Beweis. (a)=-(b): Die Abbildung a: C — C, w > zw ist komplex
linear und es gilt (1) sowie (3). Also ist f reell differenzierbar an
der Stelle z mit Df(z) = a.

(b)=-(a): Sei f: U — C an der Stelle z reell differenzierbar und
Df(z) komplex linear. Dann ist also

Df(z)(w) = Df(z)(wl) = wDf(z)(1) = az
mit a := Df(z)(1) € C und das Restglied R(w) in
f(w) =f(z)+ Df(z)(w) + R(w) = f(z) + a(w — z) + R(w)
erfiillt

L

W—)Z‘W—Z‘ o

Nach Lemma 1.7 ist f somit an der Stelle z komplex
differenzierbar mit f'(z) = a = Df (z)(1).
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(b)<(c): Sei f = (u,v) an der Stelle z reell differenzierbar. Die
darstellende Matrix fiir die R-lineare Abbildung Df(z) beziiglich
der durch 1 = (1,0) und i = (0,1) gegebenen R-Basis von C ist

52 e, )
w(2) 3,(2)
Nun ist eine reell-lineare Abbildung «.: C — C genau dann komplex
linear, wenn ihre darstellende Matrix bzgl. 1,/ von der Form

a —c
c a
ist mit geeigneten a,c € R (Ubung). Vergleich mit (7) zeigt, dass

Df(z) genau dann C-linear ist, wenn die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen erfiillt sind an der Stelle z. [J
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Beispiel 1.10

Die Funktion f: C — C, z ~ |z|? ist im reellen Sinne iiberall
differenzierbar (und sogar C*°), denn es ist

f(x,y) = f(x+iy) = |x + iy|> = x? + y? fiir alle x, y € R. Jedoch
ist f an keiner Stelle z # 0 komplex differenzierbar, denn

u(x,y) == Ref(x +iy) = x> + y?

und
v(x,y) :=Imf(x+iy) =0

erfiillen

<gz(x,y), g;(x,y)) =(2x,2y) # (0,0)= (g;(w% _g)‘i(&y))_

o’
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Satz 1.12 (Kettenregel fiir komplex differenzierbare Funktionen)

Es seien f: U — C und g: V — C Funktionen auf offenen
Teilmengen von C. Ist f an der Stelle z € U komplex
differenzierbar, f(U) C V und ist g an der Stelle f(z) komplex
differenzierbar, so ist g o f: U — C an der Stelle z komplex
differenzierbar und

(g0 f)(2) = &'(f(2))f'(2)-

Beweis. Nach Satz 1.9 sind f und g an der Stelle z bzw. f(z) reell
differenzierbar und Df (z)(w) = f'(z)w sowie
Dg(f(z))(w) = g'(f(z))w sind komplex linear in w € C. Nach der
Kettenregel ist g o f an der Stelle z reell differenzierbar und es ist
D(g o f)(z) = Dg(f(z)) o Dg(z), folglich

D(gof)(z)(w) = Dg(f(2))(Df(z)(w)) = g'(f(2))Df (z)(w)

= g(f(2)f (2)w

komplex linear in w. Nach Satz 1.9 ist g o f also an der Stelle z

komplex differenzierbar mit Ableitung g’(f(z))f'(z). O

v




Ist U C C offen und g: U — C* an einer Stelle z € U komplex
differenzierbar, so kénnen wir die Kettenregel auf 1/g = ho g
anwenden mit h: C* — C, w — 1/w wie in Beispiel 1.2(c). Ist
zudem f: U — C an der Stelle z komplex differenzierbar, so
kénnen wir die Produktregel auf f/g = f - (1/g) anwenden. Dies
liefert (Ubung):

Satz 1.13 (Quotientenregel)

f/g ist an der Stelle z € U komplex differenzierbar und

(2)g(z) — f(2)g'(2)
g(2)? '

(Fle)(2) =

Definition 1.14

Es sei f: U — C eine Funktion auf einer offenen Teilmenge
U C C. Eine holomorphe Funktion F: U — C wird Stammfunktion
fur f genannt, wenn F'(z) = f(z) fiir alle z € U.

| \

4
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§2 Komplexe Kurvenintegrale

Komplexwertige Integrale:

Das Integral einer stetigen Funktion f: [a, b] — C,
t — u(t) + iv(t) mit Realteil v und Imaginarteil v ist definiert als

/abf(t)dt - /abu(t)dt+i/abv(t)dt;

es ist C-linear in f (Ubung). Wir benutzen folgende Abschitzung:

Fiir jede stetige Funktion f: [a, b] — C gilt

/ab £(t) dt‘ < /ab|f(t)ydt.

Beweis: Es existiert eine komplexe Zahl z mit |z| = 1 derart, dass

z/abf(t)dt: /abf(t)dt
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Dann ist also

/abf(t)dt

= z/abf(t)dt:/bzf(t)dt:/abRe(zf(t))dt

b ab
< /azf(t)]dt:/a ()] .

Definition 2.2

Ein Weg in einer Teilmenge U C C ist eine stetige Funktion

~v: [a, b] = U mit reellen Zahlen a < b. Man nennt ~(a) den
Anfangspunkt des Weges, ~(b) seinen Endpunkt. Ist v(a) = y(b),
wird der Weg geschlossen genannt.

Man nennt 7 einen C!-Weg, wenn ~ stetig differenzierbar ist.
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Definition 2.3 (Komplexe Kurvenintegrale)

Es sei U C C eine Teilmenge, f: U — C stetig und v: [a,b] — U
ein C'-Weg in U. Wir definieren das Integral von f lings des
Weges ~ als

b
/f(C)dC :z/ f(y(t)) 7 (¢) dt.

Beispiel 2.4

Gegeben z € C, r > 0 und eine mindestens auf der Kreislinie
{¢C € C: |¢ — z| = r} definierte stetige Funktion f schreiben wir

/C—z|—r FlQ)d¢:= /7 f(¢) d¢

mit dem Weg 7: [0,27] — C, t + z + re', wobei

e =cost+isint firteR. (1)

v
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(Falls Sie % := Y32, zK/k! fiir z € C in der Analysis noch nicht
gesehen haben, nehmen Sie (1) als Definition von e’ !)

"t — _sint+icost = ie, ist dann also

d
Da 5 €

2T 2T . .
/ ¢)d¢ = / '(t)dt = / f(z + re™) rie" dt.
|C—z[=r 0

Beispiel 2.5

Es ist

/ _ C_ZdC—27TI

Nach dem Vorigen ist namlich

1 27 1 i 2m 1 .
/ d¢ _/ ——— rie' dt _/ — rie't dt = 2mi.
c—z|=r ¢ — 2 o (z+ret)—z o re

—_——

=i
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Satz 2.6

Es sei U C C eine offene Menge und f: U — C eine stetige
Funktion. Hat f eine Stammfunktion F: U — C, so gilt

/ F(¢) d¢ = F(1(b)) - F(~(a)) )
Y

fiir jeden C1-Weg ~v: [a, b] — U in U. Insbesondere gilt

/f@) d¢ =0

fiir jeden geschlossenen C'-Weg v in U.

Beweis. Es ist F/(z) = f(z), also DF(z)(w) = F/(z)w = f(z)w
fiir alle z € U und w € C. Die Kettenregel der Analysis 2 liefert!

(Fo7)'(t) = DF(v(1))(7/(£)) = F( (1)) (1).

'Man kann v via y(t) := v(a) +~'(a)(t — a) fiir t < a,
v(t) := ~(b) + v/ (b)(t — b) fiir t > b zu einer C'-Funktion auf einem offenen
Intervall ]a — ¢, b + €[ fortsetzen.
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Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhalten
wir nun wie gewiinscht

b b
[f0d = [ rawn@d= [ (Fory
= [FOE = FO() - FO(a)

Beispiel 2.7
Fiir jedes n € Ny und jeden geschlossenen C'-Weg ~ in C ist

LC"dCZO,

z"t1 ist eine Stammfunktion fir C — C, z — z".

1
n+1

denn z —
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Beispiel 2.8

Fiir jede natiirliche Zahl n > 2 und jeden geschlossenen C'-Weg ~
in C* :=C\ {0} ist

1
/7 & dC=0,
denn z — —nilzn—l_l ist eine Stammfunktion fur C* — C, z — %

v

Beispiel 2.9

Vorsicht: Die holomorphe Funktion C* — C, z — % hat keine auf
ganz C* definierte Stammfunktion! Denn wir haben gesehen, dass

/ Lac = ori 0.
=1 ¢

Auf kleineren offenen Teilmengen U C C* kann es aber immer
noch Stammfunktionen geben (spater mehr!)
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Die euklidische Norm auf C = R? ist gegeben durch

10692 = VX2 4+ y? =[x + iy.

Die Weglange eines C1-Wegs 7: [a, b] — C ist daher

b b
- / 17/(8)]2 de = / /(1)) .

Kurvenintegrale haben u.a. folgende Eigenschaften:

Lemma 2.10 (Integralabschitzung)

Fiir jeden C'-Weg v: [a, b] — C und jede stetige Funktion
f:~([a, b]) = C gilt

[ #©de] < 1) sup [70] = LI

te(a,b]

Beweis. Unter Benutzung von Lemma 2.1 erhalten wir

/abf(v( £) dt /\f DI (0)] de
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b
< [/Floo / 7/(8)] dt = [[F|soL(7):

Umparametrisieren von Wegen

Wir nennen eine Abbildung ¢: [a, 5] — [a, b] einen
Cl-Diffeomorphismus, wenn ¢ eine stetig differenzierbare bijektive
Abbildung mit stetig differenzierbarer Umkehrfunktion ist. Dann ist
¢'(t) # 0 fur alle t € [a, f] und somit (da man sonst mit dem
Zwischenwertsatz einen Widerspruch bekime)

(Vte[a,B])  ¢'(t) >0 oder
(Vt € [a, 5]) #'(t) < 0.

Im ersten Fall nennt man ¢ orientierungserhaltend, im zweiten Fall
orientierungsumkehrend.
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Lemma 2.11 (Umparametrisieren in Wegintegralen)

Es sei v: [a, b] — C ein C'-Weg, f: v([a, b]) — C eine stetige
Funktion und ¢: [, 8] — [a, b] ein C!-Diffeomorphismus. Ist ¢
orientierungserhaltend, so gilt

/7 L fdc= L () d¢

Ist ¢ orientierungsumkehrend, so ist

[Mf(c /f ¢)d.

Beweis. Ist ¢ orientierungserhaltend, so ist ¢(a) = a und
¢(B) = b. Die Substitution s = ¢(t), ds = ¢/(t) dt liefert

B
/ O = / Fn(6(2)) 7 (B()) 6 (8) d

— /ab f(y(s))y'(s)ds:Af(C) d¢
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Ist ¢ orientierungsumkehrend, so ist ¢(a) = b und ¢(B) = a, also
analog zum Vorigen

a b
F(O)de = | F(v(s)NA(s)ds=—] F(~v(s))~(s)ds=—] f(¢)dcC.
| r@rdc= [0 s = - [ oo s = [ o uc

Beispiel 2.12

Ist v: [a, b] — C ein Weg, so definieren wir den umgekehrten Weg
als

v :la,b] = C, t—(b—(t—a)).

Fiir jeden C'-Weg ~: [a, b] — C und jede stetige Funktion
f: v([a, b]) = C gilt nach Lemma 2.11

| fodc= [ rod
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Lemma 2.13 (Zerlegen in Teilintegrale)

Es sei v: [a, b] — C ein C'-Weg und f: y([a, b]) — C stetig. Fiir
jedes x €]a, b gilt dann

/ fodc= [ f(Q)dc+ / fOde. (3
& Ya,x

Ylix, 6]

Beweis. Es ist

b
/ F(O)de = / F((£)) () dit

gleich der rechten Seite von (3). O
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Lemma 2.14 (Linearitat)

Fiir jeden C'-Weg ~v: [a, b] — C, alle stetigen Funktionen
f,g:v([a,b]) — C und alle A\, u € C ist

/ (AF(O) + ug(Q)) d¢ = A / F(¢) dC + g / £(¢) dc.

v

Beweis. Fiir jedes t € [a, b] ist

(M (r(2)) + g (v(0)))7 (£) = M (4()7'(£) + g (v () ().
Integrieren iber t € [a, b] liefert die Behauptung. [J
Definition 2.15

Ein Weg ~: [a, b] — C heiBt stiickweise C!, wenn es eine
Zerlegung a =ty < t1 < --- < t, = b derart gibt, dass 'y|[tj717tj] fiir
alle j € {1,...,n} ein C*-Weg ist.

Fiir eine stetige Funktion f: «([a, b]) — C setzt man dann

/ e _Z[w 1]
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Das Kurvenintegral ist wohldefiniert, da es nach Lemma 2.13 bei
Verfeinerungen der Zerlegung unverdndert bleibt; zu je zwei
Zerlegungen gibt es stets eine gemeinsame Verfeinerung.

Die Weglinge eines stiickweisen C!-Wegs wie zuvor ist definiert als

(1) =3 / " (o) dt,
j=17861

unter Benutzung von 'y][tj_htj] im jten Summanden.

Die heute diskutierten Ergebnisse (Satz 2.6, Beispiele 2.7, 2.8 und
2.12 sowie die Lemmata 2.10, 2.11, 2.12, 2.13 und 2.14) bleiben
giiltig, wenn man C!-Wege durch stiickweise C1-Wege ersetzt.

Ist beispielsweise f: U — C stetig und hat eine Stammfunktion F
auf der offenen Menge U C C, so gilt fiir jeden stiickweise stetig
differenzierbaren Weg ~v: [a, b] — U wie zuvor
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/ f(Qdc = 3 / = ()~ Fs-0)
Y i Y[t _q,t; j=

= F(y(b)) — F(~(a)).
Hintereinanderhiangen von Wegen

Sind v: [a,b] — U und 75 [c,d] — U stiickweise C1-Wege in einer
Teilmenge U C C mit
V(b) = n(c),

soistauch y@n: [a, b+ (d —¢c)] = U,

~(t) wenn t € [a, b];
t— { n(c+ (t— b)) wennte[b b+ (d—c)

ein stiickweiser C'-Weg. Man nennt v @ 7 den zusammengesetzten
Weg. Stimmt der Endpunkt v(b) mit dem Anfangspunkt 7(c)
iberein, so nennt man die Wege v und 7 auch komponierbar.
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Lemma 1.16 (Integrale iiber zusammengesetzte Wege)

Sei U C C eine Teilmenge. Sind ~ und 7 stiickweise C1-Wege
in U, die komponierbar sind, so ist auch der Weg ~ @ n stiickweise
C! und es gilt

A L AQdc= /7 F(C) dC + /n F(C) dc (4)

fiir jede stetige Funktion f: U — C.

Beweis. Nach Lemma 2.13 ist

/ F(C) dC = / F(C)dC + / F(O)dC. (5)
YN (Y& (a,5) (Y& [b,brd—c]

Hierbei ist (v @ n)|ja,5) = v und das Integral iiber

(v © )b, b4(d—c)) = M(- + ¢ — b) stimmt nach Lemma 2.11 mit
dem entsprechenden Integral iiber 7 iiberein. Die rechten Seiten
von (4) und (5) sind also gleich. O
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Beispiel 2.17

Ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg v und der umgekehrte
Weg v~ sind immer komponierbar und es gilt

/7@7 ¢)dc = / d<+/ £(C) d¢ =

_,_/
=— [, f(¢) d¢

fiir jede stetige Funktion f: v([a, b]) — C
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§3 Das Lemma von Goursat

Notationen. Gegeben z, w € C ist
Yzw: [0,1] = C, t—z+t(w—2)
ein C1-Weg mit 7,.,(0) = z und 7., (1) = w. Gegeben nicht
kollineare Punkte a, b, ¢ € C schreiben wir
A(a,b,c) ={a+t(b—a)+s(c—a):s, te[0,1],s+t <1} (1)
fiir das von a, b, ¢ aufgespannte Dreieck. Dann ist

Ya,b,c = Va,b D Vb,c D Ve,a (2)
ein stiickweise stetig differenzierbarer, geschlossener Weg, der den

Rand 0A(a, b, ¢) durchlduft. Fiir eine stetige Funktion
f: 0A(a, b,c) — Cist

[ya,b,c f(¢)d¢ = /Ya,b f(¢)d¢ + /%yc f(¢)d¢ +/ F(Q)d¢; (3)

Yc,a
dieses Integral bleibt unverdndert bei zyklischen Vertauschungen
von (a, b, ¢); Vorzeichenwechsel bei Vertauschen zweier Ecken (U).



Wir definieren A(a, b, ¢) und 7, ¢ ebenso durch (1) und (2),
wenn a, b, ¢ kollinear sind; dann gilt wieder (3) und es ist

G (4)

a,b,c

Im Falle a = b = c ist namlich L(,p,c) = 0 und somit der Betrag
des Integrals 0. Sind a, b, ¢ nicht alle verschieden, so diirfen wir
notfalls nach Vertauschen annehmen, dass entweder a = b ist
(sodass das Integral iiber 7, , verschwindet und 5 = 7, ist)
oder a, b, ¢ alle verschieden sind und b auf der Verbindungsstrecke
von a und c liegt. Im letzteren Fall ist b = a+ t(c — a) fiir ein

t €]0,1[, somit entstehen v, und v - durch
orientierungserhaltendes Umparametrisieren aus 7, c[[o,q und
Ya,cl[¢,1] und kénnen als Integrationswege durch diese ersetzt
werden; die drei Integrale in (3) heben sich daher weg (Details:
Ubung).
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Satz 3.1 (Lemma von Goursat)

Es sei U C C offen, zyp € U und f: U — C eine stetige Funktion
derart, dass f|() {} holomorph ist. Dann gilt

/ F(¢)d¢ =0 (5)

fiir alle a,b,c € U mit A(a, b,c) C U.

Kurvenintegrale iiber Rander von in U gelegenen Dreiecken
verschwinden also.

Beweis. Sind a, b, ¢ kollinear, gilt die Aussage wegen (4). Seien
nun a, b, ¢ nicht kollinear.

Fall 1. Sei zundchst U = C und f(z) = mz + w eine affin-lineare
Funktion mit m,w € C. Dann definiert F(z) := 3z° + wz eine
Stammfunktion fiir f und folglich gilt (5) fiir den geschlossenen
Weg 7a,b,c-
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Fall 2. Sei zy ¢ A(a, b, c). Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen

wir an, es sei
/ f(¢) d¢
.

a,b,c

K = > 0.

Es sei a’, b/ und ¢’ der Mittelpunkt der Verbindungsstrecke von b
und ¢, bzw. a und ¢, bzw. a und b. Dann sind die Dreiecke

A(a,c, b)), A(c, b, d), A(Y,c',a") und A(Y, 4, ¢) dhnlich zu
Ag := A(a, b, ¢) und entstehen (von Verschiebungen und
Drehungen abgesehen) aus A(a, b, ¢) durch Schrumpfen mit dem
Streckfaktor 1/2; ihre Randkuren haben also Linge %L(ya,b,c) und
ihr Durchmesser ist 3 diam(A(a, b, c)) (siehe Abbildung 1). Da
sich die Kurvenintegrale iiber die Teilwege im Inneren wegheben, ist
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A () d¢

a,b,c
gleich der Summe der vier Integrale von f langs v, ¢/ b/, Yo' ba'
V', und v o . Fiir einen dieser Wege, -1, ist somit

(¢) dc‘ > K/4.

jait
Sei 7o := Yab,c und Ay das von 71 umlaufende Dreieck. Induktiv
findet wir zu Ag ahnliche Dreiecke

DAg 2D A1 DA D
mit diam(A,) = 2~"diam(Ay), L(v,) = 2~"L(70) und

/ (O dg“ > K/an (6)

wobei 7y, wie zuvor den Rand A, umliauft. Nach dem
Schachtelungsprinzip ist
() an={z}

neNy
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eine einpunktige Menge. Nun gilt
f(w) = f(2) + f'(2)(w — 2) + R(w)

mit limy,_» % = 0. Es existiert ein ¢ > 0 derart, dass die offene
Kreisscheibe
B:(z) :={weC:|w—-2z|<e}
in U enthalten ist. Nach Verkleinern von ¢ gilt zudem
K

| < .

2L('yo)d|am(Ao)
Sei n so groB, dass diam(A,) < e. Da z € A, ist dann
A, C B.(z), folglich

[R(w)

|w —z| fiiralle w € B.(2).

/ F(Q)dc| < / f(z)+f’(z)(<z)d<‘+ / R(c)dc'
n n Yn
=0
< L(m)lIRlon I
< 27"L(0) K diam(A,)

2L(’yo) diam(Ao)



K 1
27"diam(Ag) = -4 "K < 47"K
(7o) diam(Bg) > diam(Bo) = 54K < 477K,
im Widerspruch zu (6). Das zweite Integral verschwindet hierbei
nach Fall 1.

Fall 3. Sei zp € A(a, b, ¢). Ist zg & {a, b, c}, also zy keine Ecke des
Dreiecks, so liegt zy im Inneren des Dreiecks oder auf einer Seite.
Im ersten Fall kann man das Dreieck als Vereinigung dreier
Teildreiecke mit Ecke zp schreiben derart, dass Kurvenintegrale
langs OA(a, b, c) gleich der Summe der Kurvenintegrale langs
deren drei Rander sind (siehe Abbildung 2). Im zweiten Fall gilt
Analoges mit zwei Teildreiecken (siehe Abbildung 3). Es geniigt
daher, anzunehmen, dass z, € {a, b, c}. Da sich bei
Vertauschungen hochstens ein Faktor —1 ergibt, diirfen wir
annehmen, dass zp = c¢. Setzen wir

¢s = b+ s(c—b) firsel0,1],

soist zg = ¢ & A(a, b, cs) fiir alle s € [0, 1[ (vgl. Abbildung 4), also

=27"L(70)



/ f(¢)d¢ =0 firallese]0,1]
gt

a,b,cs

nach Fall 2. Nun ist fiir alle s € [0, 1]
/ fQdc= [ FQ)dc+ / F(C)dC + / F(C) dC.
Ya,b,cs Ya,b Vb, cs Yes,a

wobei das zweite Integral auf der rechten Seite gleich

1 1

/ F(b+ t(cs — b))(cs — b) dt — / F(b+ ts(c — b))s(c — b) dt
0 0

ist und das dritte gleich

1
/0 Fles + t(a— co))(a— ) dt

:/lf(b~|—s(c—b)+t(a—b—s(c—b)))(a—b—s(c—b))dt;
0

beides sind stetige Funktionen von s € [0, 1], nach dem Satz iiber
die Stetigkeit parameterabhangiger Integrale (da der Integrand eine
stetige Funktion von (s, t) € [0, 1] x [0, 1] ist).

Prof. Dr. Helge Glckner Funktionentheorie



Also ist

L RCES [y

f(C)dézsliLnl/ f(¢)d¢=0. O

a,b,c Ya,b,cs
1
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84 Stammfunktionen auf Sterngebieten

Definition 4.1

Sei U C C eine Teilmenge. Wir nennen U sternférmig beziiglich
einem Punkt z € U, wenn fiir jedes w € U die Verbindungsstrecke
von z und w ganz in U liegt, also

z+t(w—2z)e U firalletel0,1].

Existiert ein z € U derart, dass U beziiglich z sternférmig ist, so
nennen wir U sternformig. Ist U sternférmig und offen, so nennt
man U ein Sterngebiet (vgl. Abbildung 5).

4.2 Beispiele. (a) Eine Teilmenge U C C heiBt konvex, wenn sie
mit je zwei Punkten auch deren Verbindungsstrecke enthalt. Jede
nicht-leere konvexe Teilmenge U C C ist sternférmig. Jede offene
Kreisscheibe B.(z) C C ist konvex, also auch sternférmig.
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(b) Die “geschlitzte Ebene” C\]—o0, 0] ist sternférmig beziiglich
des Punkts 1 (also ein Sterngebiet). Allgemeiner:

(c) Entfernen eines Halbstrahls: Sind a # z zwei komplexe Zahlen,
so ist die Menge

C\{a+t(w—a):t>1}

sternformig beziiglich a, also ein Sterngebiet (siehe Abbildung 6).
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Satz 4.3 (Stammfunktionen auf Sterngebieten)

Ist U C C ein Sterngebiet und f: U — C eine holomorphe
Funktion, so existiert eine holomorphe Funktion F: U — C derart,
dass F’ = f. Die Schlussfolgerung gilt ebenso, wenn f: U — C
eine stetige Funktion ist und

/7 F(¢)dC =0

a,b,c

fiir alle a,b,c € U mit A(a,b,c) C U.

Nach dem Lemma von Goursat erfiillt jede holomorphe Funktion
die zweite Bedingung, so dass es geniigt, diesen Fall zu beweisen.
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Beweis. Sei U sternférmig beziiglich a € U. Wir definieren

F(z):= f({)d¢ furze U.
Ya,z
Gegeben z € U ist B:(z) C U fiir ein ¢ > 0. Fiir w € B.(z) ist

wegen Yuw,a = V;

0 = [y RCES [y Qs A F(C) de + /7 IRGLE
— F@) - Fw+ [ Q)

Vzow
somit im Falle w # z
F(w) — F(2) B 1
w—z N W—z/hwf(odC
1 1
= W—Z/O f(z+ t(w—2z))(w —z)dt

1
= /f(z—i—t(w—z))dt—h(w) mit
0



h: B.,(z) - C, ww~ /1 f(z+t(w —z))dt.
0

Da der Integrand in (w, t) € B.(z) x [0, 1] stetig ist, ist h stetig
nach dem Satz iiber die Stetigkeit parameterabhangiger Integrale.
Fiir w — z folgt somit

F(w) - F(2)

zZ—Ww

1
- h(w)—>h(z):/0 F(z+ t(z — 2)) dt
= /1f(z)dt:f(z).
0

Also ist F'(z) = f(z). 0.
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Folgerung 4.4 (Cauchyscher Integralsatz fiir Sterngebiete)

Ist U C C ein Sterngebiet und f: U — C holomorph, so gilt
[ fcrac=o
v

fiir jeden geschlossenen, stiickweise stetig differenzierbaren Weg ~y
in U.

Beweis. Dies gilt nach Satz 2.6, da f nach Satz 4.3 eine
Stammfunktion besitzt. [
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Beispiel 4.5

Fiir alle a€ C, r > 0 und z € B,(a) ist

[ -

Ist z = a, so wissen wir dies aus Beispiel 2.5. Ist z # a, so wéahlen

wir ein s > 0 so klein, dass die abgeschlossene Kreisscheibe
Bs(z)={weC:|w-2z|<s}

in B,(a) enthalten ist. Dann ist

/|Ca:r ¢ 1 z v / z|—s Ci

= d¢ + 7d 7
s C—z ¢ C ¢ (7)
mit stiickweise stetig differenzierbaren Wegen ~; und 2 wie in
Abbildung 7 gezeigt (da sich die Integrale iiber die zusatzlichen
Teilwege aufheben). Nun liegt 1 ganz im Sterngebiet
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C\{z+tla—z):t>1}

und 7> liegt im Sterngebiet C\ {a+ t(z — a): t > 1}. Die
Integrale langs 71 und 72 in (7) verschwinden daher und somit ist
die rechte Seite 0, folglich

1 1
d¢ = d¢ = 2mi.
=l L
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§5 Cauchysche Integralformel fiir Kreisscheiben

Satz 5.1 (Cauchysche Integralformel fiir Kreisscheiben)

Es seien U C C offen, f: U — C holomorph und zy € U sowie
r > 0 derart, dass B,(z) C U. Dann gilt

flz) = — ) g i alle 2 € B(2).

N 2mi |C—z0|=r C —Z

Beweis. Es existiert ein ¢ > 0 derart, dass B,(z) + B-(0) C U,
wobei B,(zy) + B-(0) = B,1-(20) (Ubung). Nach Ersetzen von U
durch letztere Menge diirfen wir also annnehmen, dass U konvex
und somit ein Sterngebiet ist. Sei z € B,(zy). Die Funktion

W)= 1) |
g:U—->C, w— w—z wenn w # z;
f'(2) wenn w = z

ist holomorph (also auch stetig) auf U\ {z}. Zudem ist sie stetig
an der Stelle z (und somit iiberall stetig), da
g(w) = T2 £1(2) = g(2) fir w — z mit we U\ {z}.
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Nach dem Lemma von Goursat gilt also

A s(dc=o0

fiir alle a,b,c € U mit A(a, b,c) C U und somit hat g eine
Stammfunktion G: U — C nach Satz 4.3. Folglich ist

_ _ fF(Q) . f(z)
0= /C_Zol_rg(é) d¢ = /C—Zol—r oz /C_Zo_r Fo G

=27if (z)

unter Benutzung von Beispiel 4.5. Aufldsen nach f(z) liefert die
Cauchysche Integralformel. [J
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86 Hohere Differenzierbarkeit holomorpher Funktionen

Wir zeigen, dass fiir jede holomorphe Funktion f auch f’
holomorph und somit f beliebig oft komplex differenzierbar ist.
Dies ermdglicht die Cauchysche Integralformel und das folgende
Hilfsresultat.

Lemma 6.1

Es sei v: [a, b] — C ein C'-Weg, U C C offen, ¢: U — C
holomorph, v : ([a, b]) — C stetig und V C C eine offene
Teilmenge mit y([a, b]) — V C U, also

v(t)—ze€ U firallete[ablundze V.

Dannistg: V—=C, z+— f7 #(¢ — 2)1(¢) d¢ holomorph mit
g'(2) = — [, &/(C — 2)(0) dC.
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Beweis. Es ist g(z f f(z, t) dt mit der stetigen Funktion

f:V x|a, b] = C, (z,8) = ¢(v(t) — 2)d(v(1))Y ().
Fiir festes t ist f(z,t) komplex differenzierbar in z mit Ableitung
—¢'(v(t) — 2)¥(~(t))7'(t); die Richtungsableitung in Richtung
w € C ist also
=& (4(t) = )V (v () (t)w.

Schreiben wir z = x 4 iy, so sind die partiellen Ableitungen nach x
bzw. y gleich den Richtungsableitungen in den Richtungen
(1,0) =1 und (0,1) =/, also gegeben durch

=¢'(v(t) = )P (V () (t) baw. —¢'(4(t) — 2)P(v(£))'(2)i
und somit stetig in (z,t). Nach dem Satz iiber Differenzierbarkeit

parameter-abhangiger Integrale ist g iiberall im reellen Sinn
differenzierbar m|t Richtungsableitung

Dg(2)(w) = / (Do )z 1) ot = / & (1) — 2)e () (D)w

:_W/¢ — 2)¥(¢) d.
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Da diese C-linear in w ist, ist g an der Stelle z komplex
differenzierbar mit g’(z) = Dg(z)(1) von der behaupteten Form. [J

Fiir jede holomorphe Funktion f: U — C auf einer offenen
Teilmenge U C C ist auch die Ableitung f': U — C eine
holomorphe Funktion.

Beweis. Gegeben zy € U sei r > 0 mit B,(z) C U. Nach der
Cauchyschen Integralformel ist

1 f(Q)
f(z) = 5 e = —z d
(2) /K ¢ /C_Zol_rsb(é“ () d¢

—nl=r C— 2 2mi

=1(C)
fir alle z € B,(z) =: V, wobei ¢: C* — C, z + 1/z holomorph
ist mit Ableitung —1/z2. Nach Lemma 6.1 ist also

1 f(Q) )
f'(z :/ —==d( fiir alle z € B,(z).
( ) [{—z0|=r (C - 2)2 2mi ( )
Anwendung von Lemma 6.1, nun mit ¢(z) = 2—12 zeigt, dass f/ auf

B, (zy) holomorph ist. [J
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Sei f: U — C eine holomorphe Funktion. Da f(1) := " holomorph
ist, konnen wir die komplexe Ableitung

F@ =" = (')

bilden und diese ist (als Ableitung von f’) wieder eine holomorphe
Funktion. Induktiv kdnnen wir fiir jedes k € N die kte komplexe

Ableitung
Flk) .— (f(kfl))/

bilden, die wieder eine holomorphe Funktion ist (wobei () := f).
Statt (k) schreibt man auch %.

Beispiel 6.3 (Ableitungen von Monomen)

Fir n € Ny ist
gy [ =1 (0 ke 1)e"k wenn k<o
dzk 0 wenn k > n.
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n n+1
C‘;’Z,, (z") = n! und h(z”) =0.

Beispiel 6.4 (Hohere Ableitungen von 1/z)

Es gilt
d* n
@(1/2) = k!(-1) Sk+1

fur alle k € Ng und z € C*.

Dies ist trivial fir kK = 0. Gilt die Formel fiir k, so ist auch

k 1 k+1 1
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Lemma 6.5 (Cauchysche Integralformel fiir kte Ableitung)

Es sei f: U — C eine holomorphe Funktion auf einer offenen
Teilmenge U C C. Fiir jedes zp € U und r > 0 mit B,(z) C U gilt
dann fiir jedes k € Np

k! f(¢ .
f(k)(z) = % sler (é'—(z))k"'l d< fir alle z € B,«(ZO).

Beweis. Fiir k = 0 ist dies die Cauchysche Integralformel. Gelte
nun fiir ein k € Ny

£ (7) = 1 kf(¢) e — - )

R I i =l M S LG
=1(C)

fir alle z € B,(z) =: V, wobei ¢: C* — C, z — zk% holomorph

ist mit Ableitung —%%3. Nach Lemma 6.1 ist dann
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k+1 kIf
k1) (2) :/K o € —t)kﬂ 27510 d¢ fiir alle z € B,(z)

(e [ r(Cz)(WdC O

Die folgenden Abschdtzungen werden auch “Cauchysche
Ungleichungen” genannt.

von der Form

Folgerung 6.6 (Cauchysche Abschitzungen)

Es sei f: U — C eine holomorphe Funktion auf einer offenen
Teilmenge U C C. Fiir jedes z € U und r > 0 mit B,(z) C U gilt
dann fiir jedes k € Ng

F9()] < sup{IF(Q)]: ¢ € Cmitl¢ — 2] = r).
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Beweis. Der Weg v: [0,27] — C, t ~— z + ret hat Weglinge
L(7y) = 2mr. Wenden wir die Integralabschatzung fiir komplexe
Kurvenintegrale auf die Cauchysche Integralformel fiir £(K)(z) (mit

zp = z) an, erhalten wir
k! (<)
27r/ (=2 ‘“‘

k' F(Q)
L(v) sup -
( )cew([o,zﬂ]) 27mi] |§ — z[k+1
k! 1
2nr———=sup |f(Q)|
2 rHL ce((0.2n))

W) =

IN
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§7 Satz von Liouville und Fundamentalsatz der Algebra

Satz 7.1 (Satz von Liouville)

Jede beschrankte ganze Funktion f: C — C ist konstant.

Beweis. Da f beschrinkt ist, ist f(C) eine beschrankte Teilmenge
von C, somit

M :=sup{|f(¢)]: ( € C} < 0.
Sei z € C. Fiir jedes r > 0 ist B,(z) C C. Die
Cauchy-Abschatzung fiir die erste Ableitung liefert also

M
P2 <~ supIF(Q)]: CeCmitlc— 2| =r} <

Mit r — oo folgt |f'(z)] <0, also f'(z) = 0. Fiir jedes z € C
existiert ein C1-Weg ~ von 0 nach z; da f eine Stammfunktion von
f’ =0 ist, erhalten wir

f(z) — £(0) = /7 F1(¢)d¢ = /WOd( = 0.

Also ist f(z) = f(0) fiir alle z € C und somit f konstant. [J



Satz 7.2 (Fundamentalsatz der Algebra)

Jede nicht konstante Polynomfunktion p: C — C hat eine
komplexe Nullstelle.

Beweis. Angenommen, es gibe eine nicht konstante
Polynomfunktion p: C — C, welche keine Nullstelle besitzt. Da p
holomorph ist, ware dann auch

f: C—C, z»—>L
p(z)

holomorph und somit eine ganze Funktion. Wir zeigen nun, dass f
beschrankt ist; nach dem Satz von Liouville ist dann f konstant

und somit auch p = 1/f konstant, im Widerspruch zur Annahme.
Es gibt ein n € Ny und ag, a1, . .., a, € C derart, dass a, # 0 und

n
p(z) = Zakzk fir alle z € C;
k=0
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da p nicht konstant ist, ist n > 1. Die Polynomfunktion q: C — C,

n—1
Z g agz"k
k=0

hat die Nullstelle 0; es gibt daher ein € > 0 derart, dass

EN

lg(z)| < fiir alle z € B.(0)

und somit
lan — q(2)| = |an| — |a(2)| > [an|/2.
Fiir alle z € C mit |z| > 1/¢ ist

n—1
P(Z) =Zz" <an + Z akzkn> = Zn(an + q(l/Z)),
k=0

also . 1 |a|
lp(z)| = |z|"|an + q(1/2)] = o

und somit 1
< 2e"/|ap|.

()l = <
p(2)|
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Da Bj/.(0) kompakt ist, ist nach dem Satz vom Maximum die
stetige Funktion |f| auf dieser Menge beschrankt, also

M = sup{|f(z)|: z € B1,-(0)} < oo.
Nach dem Vorigen ist
|f(z)|] < max{M, 2" /|ap|} fiiralle z € C,

also f eine beschrankte Funktion. [J
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§8 Der Satz von Morera und kompakte Konvergenz

Wir verwenden Notationen wie in §3: Gegeben z, w € C
betrachten wir den Weg

Yzw: [0,1] = C, t—z+t(w—2z)
von z nach w. Gegeben a, b, c € C sei
Yab,c = Yab D Vbc ®Ye,at [0,3] = C;

dies ist ein geschlossener Weg, der den Rand des Dreiecks
A(a, b, ¢) durchlauft.
Satz 8.1 (Satz von Morera)

Es sei U C C eine offene Teilmenge und f: U — C eine stetige
Funktion. Gilt

A F(¢)d¢ =0

a,b,c

fiir alle a,b,c € U mit A(a,b,c) C U, so ist f holomorph.

v
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Beweis. Gegeben 7y € U gibt es ein £ > 0 derart, dass

B:(z9) € U. Nach Ersetzen von U durch B.(z) diirfen wir
annehmen, dass U konvex (und somit sternférmig) ist. Nach
Satz 4.3 hat f eine Stammfunktion F: U — C. Nach Satz 6.2 ist
f = F’' holomorph. [

Definition 8.2

Es sei U C C eine offene Menge und (f,)nen eine Folge stetiger
Funktionen f,: U — C. Sei f: U — C eine Funktion. Wir sagen,
(fa)nen konvergiert gleichmaBig auf kompakten Mengen gegen f,
wenn fiir jede kompakte Teilmenge K C U die Einschrankungen
folk fiir n — oo gleichmaBig gegen f|k konvergieren, also

IFlx = foliclloo = 0.

Dann ist f stetig: Gegeben z € U gibt es ein ¢ > 0 mit
K := B.(z) C U. Da fy|k — f|k gleichmaBig, ist f|k stetig, also
f|p.(z) Stetig, also f stetig an der Stelle z.
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Es sei U C C offen und (f,)nen eine Folge holomorpher Funktionen
fn: U — C, die gleichmaBig auf kompakten Mengen gegen eine
Funktion f: U — C konvergiert. Dann ist f holomorph.

Beweis. Seien a,b,c € U mit A(a, b,c) C U. Fiir jedes n € N ist
f, holomorph; nach dem Lemma von Goursat gilt also

/%bcf,,(g)dgzo.

Nach Lemma 8.5 (einst Lemma 9.18) gilt

| roa=jin [ a0d=o0

Ya,b,c

Nach dem Satz von Morera ist f holomorph. O

Ergdnzung 8.4

In der Situation des vorigen Satzes gilt fiir n — oo

Ky flk)
gleichmaBig auf kompakten Mengen, fiir jedes k € N.
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Beweis. Fiir jede kompakte Teilmenge K C U gibt esein r >0
derart, dass K + By,(0) C U (siehe Ubung) und somit

L:= K + B,(0) C U. Die Menge L ist kompakt, gegeben £ > 0
gibt es also ein N € N derart, dass

IflL — falLlloo < e fiiralle n > N.

Fiir jedes z € K ist B,(z) = z+ B,(0) C K+ B,(0) = L C U, also
gilt aufgrund der Cauchyschen Abschatzung fiir die kte Ableitung

k! k!
1F0)(2) — £ (2) < < sup{|F(¢) — F(Q)]: [ —z| =r} < e

Somit gilt ||F(9)|x — f,,(k)|KHoo < %5 fir alle n > N, wobei die
rechte Seite beliebig klein gemacht werden kann. [J

Statt von “gleichmiaBiger Konvergenz auf kompakten Mengen”
spricht man kurz auch von “kompakter Konvergenz.”
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Lemma 8.5

Sei 7: [a, b] — C ein stetig differenzierbarer Weg und (f,)nen eine
Folge stetiger Funktionen f,: v([a, b]) — C, die gleichmaBig gegen
eine stetige Funktion f: ([a, b]) — C konvergiert. Dann gilt

i L F(C) d = L () d.

Beweis. Es gilt

/7 7(C) dC L 7(0) dc\
A (F(O) — H(O)) d<' < LEIF — folloo 0

fir n — oco. O
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89 Potenzreihen und holomorphe Funktionen

Wir werden sehen, dass konvergente Potenzreihen auf ihrem
Konvergenzkreis holomorphe Funktionen definieren. Umgekehrt
lasst sich jede holomorphe Funktion lokal in eine Potenzreihe
entwickeln (sogar auf jeder im Definitionsbereich gelegenen
Kreisscheibe).

Definition 9.1
Eine Reihe der Form

oo
E anz"
n=0

mit Koeffizienten a, € C und z € C heiBt (komplexe) Potenzreihe
(mit Entwicklungspunkt 0)
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Bemerkung 9.2

(a) Fiir ein festes z € C liefert eine Potenzreihe eine gewdhnliche
Zahlenreihe in C.

(b) Fiir z in einer gegebenen Teilmenge D C C kdnnen wir eine
Potenzreihe auch als eine Funktionenreihe auf D auffassen,

n
k
(D Sz Zakz )neNo

k=0

und somit z.B. von punktweiser oder gleichmaBiger Konvergenz der
Funktionenreihe sprechen.

(c) Potenzreihen mit anderen Entwicklungspunkten lernen wir in
Definition 9.12 kennen; sie erfordern keine eigene Theorie.
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Konvergiert > °  a,w" fiir eine komplexe Zahl w # 0, so ist die
Reihe >~77 ; anz™ fiir jedes z € C mit |z| < |w| absolut
konvergent. Fiir jede reelle Zahl 0 < r < |w| ist die Konvergenz
gleichmiBig auf der abgeschlossenen Kreisscheibe B,(0) C C.

Beweis. Da die Reihe Z‘Zio apw" konvergiert, bilden die
Summanden a,w” eine Nullfolge und somit eine beschriankte
Folge; es existiert also ein M € [0, oo[ derart, dass

lan| [w|" = |ap,w"| < M fiir alle n € Np.
Gegeben r €10, |w|[ betrachten wir
fn: B,(0) = C, z+ anz"
und die Funktionenreihe Y~°° ., f,. Fiir z € B,(0) hat f, wegen
fa(2)| = lan| [2|" <[an|r" = |an| [w["(r/Iw])" < M(r/|w])"

Supremumsnorm ||f,]|ec < M(r/|w|)". Da r/|w| < 1, ist die
geometrische Reihe mit g = r/|w| konvergent und
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Nach dem WelerstraBschen Konvergenzsatz (S|ehe Anhang) ist die
Funktionenreihe >~° o f, gleichmaBig konvergent und an jeder
Stelle z absolut konvergent.

Fiir jede Potenzreihe Y 7° ; a,z" existiert ein R € [0, co[ U{oo} mit:

o die Potenzreihe konvergiert absolut fiir alle z € C mit |z| < R;

o die Potenzreihe divergiert fiir alle z € C mit |z| > R.

Beweis. Sei R :=sup{r € [0,00[: Y 72 |an|r" < oo} € [0, o0].
Konvergiert die Potenzreihe an einer Stelle z, so ist |z| < R trivial
wenn z = 0. Ist z # 0, so ist nach Lemma 9.3 >~7° ;|ap|r” < oo
fiir alle r € [0, |z|[, somit R > sup|0, |z|[= |z|. Somit divergiert die
Reihe, wenn |z| > R. Ist |z| < R, so existiert ein r €]|z|, R[ mit
Y2 olan|r" < 00, so dass also Y2, a,r" absolut konvergiert.
Nach Lemma 9.3 konvergiert auch > 2, anz" absolut. O
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Bemerkung 9.5

(a) Offenbar ist R eindeutig festgelegt; man nennt R den
Konvergenzradius der Potenzreihe. Diese ist dann also auf der
offenen Kreisscheibe Br(0) (dem sogenannten Konvergenzkreis)
konvergent; hierbei setzt man auch im Falle R = 0 oder R = oo
Br(0) :={z € C: |z| < R}; es ist also B (0) = C und By(0) = 0.

(b) Nach Lemma 9.3 ist die Potenzreihe auf B,(0) gleichmiBig
konvergent fiir jede reelle Zahl r > 0 mit r < R. Sie konvergiert
daher auch auf jeder kompakten Teilmenge K C Bg(0) gleichméaBig
(ist K # 0, so ist r := max{|z|: z € K} < R und K C B,(0)).

(c) Jede Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 0 ist an der Stelle

z = 0 konvergent.

(d) Satz 9.4 macht keine Aussage iiber das Konvergenzverhalten
auf dem Rand des Konvergenzkreises. Im Falle 0 < R < o0
konvergieren Beispiele von Potenzreihen auf keinen, manchen oder
allen Punkten des Randes 0Bg(0) = {z € C: |z| = R}.
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Beispiel 9.6

Fiir alle ag, ..., a, ist die Polynomfunktion

n
C—C, z— Zakzk
k=0

durch die auf ganz C konvergente Potenzreihe Y2 axz* gegeben
mit a, := 0 fiir alle kK > n.

Die folgenden Potenzreihen sind besonders wichtig fiir uns.

Beispiel 9.7 (Geometrische Reihe)

Aus der Analysis 1 wissen wir, dass die geometrische Reihe
(oo}
27
n=0
fiir alle z €]—1, 1] konvergiert (gegen 1/(1 — z)) und fir z =1

divergiert; ihr Konvergenzradius ist also 1 und sie konvergiert fiir
alle z € C mit |z| < 1.

y
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Beispiel 9.8 (Exponentialreihe)

Aus der Analysis 1 wissen wir, dass die Reihe

(e 9] n

>

n=0

fiir alle z € R konvergiert. Sie konvergiert also auch fiir alle z € C

und wir schreiben
X _n

z
zZ . N
T
n=0
Die Funktion exp: C — C, z — € heiBt komplexe
Exponentialfunktion.
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Beispiel 9.9 (Sinus- und Cosinusreihe)

Aus der Analysis 1 wissen wir, dass die Reihen

- (_l)n 2n = (_1)n 2n+1
Z(2n)!z und nz_:o(szrl)!z .

n=0

fiir alle z € R konvergieren. Sie konvergieren also auch fiir alle
z € C. Wir nennen

sin: C — C, z»—>z 2n+)1) cas

die komplexe Sinusfunktion,

cos:C—C, z— i (_1)nz2"
' ’ (2n)!

die komplexe Cosinusfunktion.
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Satz 9.10

Hat eine Potenzreihe 22020 anz" einen Konvergenzradius R > 0, so
ist die Grenzfunktion

(o)
f:Br(0) > C, z~ Za,,z”
n=1
auf dem Konvergenzkreis holomorph. Weiter gilt fiir alle k € Ny
W) = 5,5 9"
f9(2) = nz;)a"dzk(z JiE

d.h. es kann gliedweise differenziert werden. Insbesondere gilt

FU(0) = klay fiir alle k € No.

Beweis. Die Funktionen f,: Bg(0) — C, z+— > 7, ajz/ sind
holomorph und konvergieren fiir n — oo gleichmaBig auf
kompakten Mengen gegen f (siche Bemerkung 9.5 (b)). Die ersten
zwei Behauptungen gelten daher nach Satz 8.3 und Erganzung 8.4.
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Da
dk
dzk
fiir alle n # k und 95 (z¥) = k! (siehe Beispiel 6.3), folgt die letzte
Behauptung. [

z:o(zn) =0

Beispiel 9.11
Nach Satz 9.10 sind insbesondere

exp: C—C, sin:C—-C und cos:C—C

auf ganz C definierte holomorphe Funktionen, also ganze
Funktionen.

Im Gegensatz zur reellen Sinus- und Cosinusfunktion sind die
komplexen Sinus- und Cosinusfunktionen nicht beschriankte
Funktionen (denn waren sie beschrankt, so waren sie als
beschrankte ganze Funktionen nach dem Satz von Liouville
konstant, was nicht der Fall ist).
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Definition 9.12

Eine Reihe der Form )7 jan(z — 2)" mit a, € Nund z, 2 € C
heiBt Potenzreihe mit Entwicklungspunkt z.

Bemerkung 9.13
Fiir ein gegebenes z € C konvergiert

Zan(z—zo)” (1)
n=0

genau dann (bzw. genau dann absolut), wenn dies fiir

(0.0)
E apw"”
n=0

der Fall ist mit w := z — zy. Ist R der Konvergenzradius der
Potenzreihe > 2 ) a,w", so ist also Y 1" an(z — zo)" fiir alle
z € Br(z0) :={z € C: |z — z| < R} konvergent und fiir alle
z € C mit |z — 25| > R divergent.

v
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Ist R >0 und g(w) := 32y a,w", so konvergiert (1) fiir n — oo
auf jeder Kugel B,(zp) mit 0 < r < R gleichmaBig gegen

f: Br(z) — C, z»—>Za,,z—zo )" = g(z — z),

also auch gleichmiBig auf kompakten Teilmengen von Bg(zp).
Folglich ist f = g(- — zp) holomorph, kann gliedweise differenziert
werden, und fiir alle k € Ny gilt fiir alle z € Bgr(z0)

f)(z) = g)(z — z9) (per Induktion, unter Benutzung der
Kettenregel). Somit gilt:

Hat >"77 an(z — 20)" Konvergenzradius R > 0, so ist
f: Br(z0) = C, z— >y an(z — 20)" holomorph und es gilt
f)(z9) = klay fiir alle k € No.
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Beispiel 9.15 (Logarithmusreihe)

Aus der Analysis 1 wissen wir, dass die Potenzreihe

mit Entwicklungspunkt 1 fiir alle z €]0, 2[ konvergiert (gegen
In(z)); fiir z = 0 erh&lt man die divergierte harmonische Reihe. Der
Konvergenzradius ist also 1. Wir definieren die komplexe
Logarithmusfunktion auf der Kreisscheibe B;(1) C C via

In: Bi(1) - C, zw~ iﬂ(z — 1)".

n
n=1
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Bemerkung 9.16

(a) Logarithmusfunktionen auf anderen Definitionsbereichen
werden spater diskutiert.

(b) Es wird immer aus dem Zusammenhang klar sein, ob mit exp,
sin, cos und In die reellen Exponential-, Sinus-, Cosinus- bzw.
Logarithmusfunktionen der Analysis 1 gemeint sind oder die gerade
definierten holomorphen Funktionen. In der Literatur werden zur
Unterscheidung fiir die komplexen Funktionen z.T. andere
Notationen benutzt (etwa GroBbuchstaben, geschwungene
Buchstaben).
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Satz 9.17

Es sei f: U — C eine holomorphe Funktion auf einer offenen
Teilmenge U C C. Ist zg € U und r €]0, o] derart, dass
B:(z0) C U, so hat die Potenzreihe

> £(n)(4
Zf (O)(Z—Zo)"

n!
n=0

Konvergenzradius R > r und es gilt

> £(n) (4
flz) =) il 0)(2 — 20)" fiir alle z € B.(z).

n!
n=0
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Lemma 9.18

Es sei X eine Menge und (f,)nen eine Folge von Funktionen
f,: X — C, die gleichmaBig gegen eine Funktion f: X — C
konvergiert. Ist g: X — C eine beschrankte Funktion, so
konvergiert gf, gleichmaBig gegen gf.

Beweis. Fiir jedes n € N gilt

lg(X)f(x) — g(x)fa(x)| = [g() 1 (x) = ()] < llglloo I = fallo

fiir alle x € X, somit ||gf — gfp|loo < ||&||col|f — falloo — O fiir
n— oo. O
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Beweis von Satz 9.17. Gegeben 0 < p < r gilt B,(z) C U; nach
der Cauchyschen Integralformel gilt somit

f(z) = — dORy

~ 2mi [C—20]=p G — 20

fir alle z € B,(zp). Fiir festes z € B,(zg) ist

|z — zo]
P

0= <1

und es gilt
1 1 1 1

(—z C(—2—-(z2—2) (-2 1-22

20

fiir alle ¢ € 9B,(z9), wobei
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zZ— 2

= =0<1.
¢— 20

Da die geometrische Reihe Yo% w"™ auf By(0) gleichmiBig
konvergiert, konvergiert die Reihe

> (2=2)

n=0

gleichmaBig fiir ( € 9B,(z0), gegen —2L __ Nach Lemma 9.18

1— z—2z

C—z
konvergiert auch die Reihe ’
i f(<) (Z - Zo> !
“~ (-2 \(—2

gleichmaBig in ¢ € 0B,(zp), mit Grenzwert
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fl() 1 _ Q)

(-2 1- 22 (-z

Nach Lemma 8.5 gilt also
1 f(<)

f(¢) - d¢
271 Jic—z|=p € — 2
_ 1 "Lf(©) (z—zo>k

= lim — d¢
n—00 27| [¢—2z0|=p kz_;) C — 20 < — 2

= lim Z ax(z — z0)< = Z an(z — z9)"
e k=1 n=0

mit ax = 55 fIC 20lp T io)kﬂ d¢ = f(K)(z)/k!, unter Benutzung

der Cauchyschen Integralformel fiir die hoheren Ableitungen. [J
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§10 Wegzusammenhang und Zusammenhang, Gebiete in C

Die folgenden Begriffe benétigen wir fiir Teilmengen von R und C.

Definition 10.1

Ein metrischer (oder topologischer) Raum X heifBt
wegzusammenhingend, wenn fiir alle z, w € X eine stetige
Funktion v: [a, b] — X (mit reellen Zahlen a < b) existiert mit
v(a) = z und y(b) = w.

Nach Umparametrisieren kann man immer a = 0, b = 1 wahlen.

Beispiel 10.2

Jede sternférmige Teilmenge U von C (oder R") ist
wegzusammenhangend, denn es gibt ein z € U derart, dass fiir
jedes w € U die Verbindungsstrecke von z und w in U liegt, also

Yzw: [0,1] = U, t—z+t(w—2)

ein Weg in U ist. Dann ist v, © 72w, ein Weg von w € U nach
wy € U.
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Wir nennen hierbei eine Teilmenge U C X eines metrischen (oder
topologischen) Raums X wegzusammenhingend, wenn sie mit der
induzierten Metrik (bzw. der induzierten Topologie)
wegzusammenhangend ist.

Ist eine offene Teilmenge U von C (oder R")
wegzusammenhangend, so gibt es fiir alle z, w € U einen
stiickweise stetig differenzierbaren Weg ~y: [a, b] — U mit v(a) = z
und y(b) = w.

Beweis. Sei 7): [a, b] — U ein Weg von z nach w. Nach

Aufgabe H4 auf Ubungsblatt 2 enthilt die offene Menge U eine
gleichm&Bige Umgebung der kompakte Teilmenge 7([a, b]), es gibt
also ein € > 0 derart, dass

U B(x) =n(la, b]) + B-(0) C U.
xen([a,b])
Als stetige Funktion auf einer kompakten Menge ist 1 gleichmaBig
stetig, es existiert also ein § > O derart, dass
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(Vs,t € [a,b]) [s—t[<d = [n(s) —n(t)] <e.
Wir wihlen m so groB, dass (b — a)/m < ¢ und betrachten die
dquidistante Unterteilung a=ty < t; < -+ < t,, = b von [a, b]
mit tk::a+k% fiir k € {0,1,..., m}.

Definieren wir v: [a, b] — C (bzw. R") stiickweise via

10 = nte1) + et (0(8) = (i)

fir k € {1,...,m} und t € [tx_1, tk], so erhalten wir einen
wohldefinierten, stiickweise stetig differenzierbaren Weg von
v(a) = n(a) = z nach v(b) = n(b) = w, der den Polygonzug durch
die Punkte n(to),...,n(tm) durchlauft. Fiir k und t wie zuvor ist
wegen |t — tx_1| = (b—a)/m < ¢

n(te) € Be(n(tk-1));
da die Kugel konvex ist, liegt die Verbindungsstrecke von 7(tx_1)

und 7n(tx) in der Kugel; insb. ist v(t) € B:(n(txk—-1))
C n([a, b]) + B-(0) € U. Also ist v ein Weg in-U.
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Definition 10.4

Ein metrischer (oder topologischer) Raum X heiBt

unzusammenhingend, wenn es offene, nicht leere Teilmengen
A, B C X gibt mit X =AUB und AN B = (. Wenn X nicht
unzusammenhangend ist, wird X zusammenhéngend genannt.

Es ist X also genau dann zusammenhangend, wenn fiir alle
disjunkten offenen Mengen A, B C X mit X = AU B folgt, dass
A= () oder B = ).

Mit der von R induzierten Metrik/Topologie haben wir:
Beispiel 10.5

Alle Intervalle /| C R sind zusammenhangend.

Ware namlich /| = AU B mit nicht-leeren, (relativ) offenen
Teilmengen A,B C | mit AN B = (), so wire
F ISR, xio 0 wenn x € A;
1 wennxeB
eine stetige Funktion mit f(/) = {0, 1}.
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Nach dem Zwischenwertsatz der Analysis 1 muss f(/) jedoch ein
Intervall sein, Widerspruch.2

Es sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen (oder
topologischen) Raumen. Ist X zusammenhingend, so ist auch
f(X) zusammenhangend.

Beweis. Nach Ersetzen von f durch f|f(X): X — f(X), x — f(x)
diirfen wir annehmen, dass f surjektiv ist. Ware Y
unzusammenhdngend, so gibe es offene, nicht leere, disjunkte
Teilmengen A,B C Y mit Y = AU B. Dann wiren f~1(A) und
f~1(B) offene, nicht leere, disjunkte Teilmengen von X mit

X = f~1(A)U f~1(B), im Widerspruch zum Zusammenhang

von X. [J

2Umgekehrt kann man per Hand den Zusammenhang von Intervallen
beweisen und daraus den Zwischenwertsatz folgern.
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Fiir jede offene Teilmenge U von C (oder R") existiert eine Familie
(U))jes von paarweise disjunkten, nicht leeren, offenen,
wegzusammenhangenden Teilmengen U; C U mit U = UjeJ U;.

Beweis. Gegeben z, w € U schreiben wir z ~ w, wenn es einen
Weg ~: [a, b] — U von z nach w gibt (fiir gewisse a < b). Dann
ist ~ eine Aquivalenzrelation auf U:

Es ist z ~ z, da der konstante Weg [0,1] — U, t — z Anfangs-
und Endpunkt z hat;

Ist z ~ w und v ein Weg von z nach w, so ist der umgekehrte
Weg ~~ ein Weg von w nach z, also w ~ z;

Ist z ~ w und w ~ v, so gibt es einen Weg ~ von z nach w und
einen Weg 1 von w nach v in U. Dann ist der zusammengesetzte
Weg v @ n ein Weg in U von z nach v, also w ~ v.
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Es sei J := U/~ die Menge der Aquivalenzklassen

[z] :={w € U: z ~ w} fiir z € U. Da J eine Partition von U ist,
ist (C)cey eine Familie paarweise disjunkter, nicht leerer
Teilmengen von U mit (J, C = U. Weiter ist jedes C = [z] € J
offen in U. Fiir jedes w € [z] gibt es ndmlich ein € > 0 mit
B.(w) C U. Da die Kugel B-(w) konvex ist, kann w mit jedem
Punkt v € B.(w) durch einen Weg in der Kugel verbunden
werden, so dass insbesondere w ~ v. Also ist B-(w) C [z] und
somit [z] offen. O

Die Mengen C € U/~ heiBen Wegkomponenten von U oder auch
Zusammenhangskomponenten.

Die zweite Sprechweise ist motiviert durch den folgenden Satz.

Prof. Dr. Helge Gléckner Funktionentheorie



Jeder wegzusammenhingende metrische (oder topologische) Raum
ist zusammenhangend. Eine offene Teilmenge U von C (oder R")
ist genau dann zusammenhangend, wenn sie
wegzusammenhangend ist.

Beweis. Sei X wegzusammenhidngend und X = AU B mit offenen
Teilmengen A und B derart, dass AN B = (). Sei A# () und z € A.
Fiir jedes w € X gibt es einen Weg : [a, b] — X von z nach w.
Dann ist y([a, b]) die Vereinigung der Mengen ~y([a, b]) N A und
v([a, b]) N B, welche in v([a, b]) relativ offen sind (also offen in der
induzierten Topologie). Die zwei Mengen sind zudem disjunkt und
es ist y([a, b]) N A # (), da diese Menge den Punkt z enthélt. Nach
Beispiel 10.5 und Satz 10.6 ist y([a, b]) zusammenhingend. Also
muss ([a, b]) N B = ) sein und folglich ist w = v(b) € A. Wir
haben gezeigt, dass A = X, folglich B = ().
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Ist eine offene Teilmenge U von C (oder R") nicht
wegzusammenhingend, so ist U # (). Wir schreiben

U= UCeU/~ C als disjunkte Vereinigung von Wegkomponenten,
die nach dem vorigen Satz offene Teilmengen von U sind. Da

U # (), gibt es eine Wegkomponente A. Wegkomponenten sind per
Definition wegzusammenhangend. Da U nicht
wegzusammenhangend ist, ist A # U, somit ist

B:= |J C#0

CeUj~, C#£A

Als Vereinigung offener Mengen ist B offen. Weiter ist U =AU B
und AN B = (. Also ist U unzusammenhingend. [J
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Definition 10.11

Eine Teilmenge U C C wird ein Gebiet in C genannt, wenn sie
offen, zusammenhangend und nicht leer ist.

Nach Satz 10.10 sind Gebiete also genau die offenen,
wegzusammenhdngenden, nicht leeren Teilmengen von C und nach
Satz 10.3 konnen wir je zwei Punkte in einem Gebiet immer
innerhalb des Gebiets durch einen stiickweise stetig
differenzierbaren Weg verbinden.

Beispiel 10.12

Jedes Sterngebiet U C C ist nach Beispiel 10.2
wegzusammenhangend, also ein Gebiet. Insbesondere ist jede
konvexe, offene, nicht leere Teilmenge von C ein Gebiet.
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§11 Holomorphe Funktionen auf Gebieten, |

Auf Gebieten sind Stammfunktionen von holomorphen Funktionen
eindeutig bis auf eine additive Konstante.

Satz 11.1

Es sei U C C ein Gebiet.

(a) Ist f: U — C eine holomorphe Funktion mit f' =0, so ist f
konstant.

(b) Sind f,g: U — C holomorphe Funktionen mit f' = g’, so gibt
es ein C € C derart, dass f(z) = g(z) + C fiir alle z € U.

v

Beweis. (a) Fiir alle z, w € U gibt es einen stiickweise stetig
differenzierbaren Weg ~v: [0,1] — U mit 7(0) = z und 7(1) = w.
Dann f eine Stammfunktion der Funktion f' = 0 ist, folgt

f(w)—f(z) = / f'(¢) d¢ = /OdC =0, also f(w)=f(z).
gl g
(b) Da (f — g)’ = ' — g’ =0, ist die Funktion f — g nach (a)
konstant. []



Ist X ein metrischer (oder topologischer) Raum, so nennt man ein
Element x € X einen isolierten Punkt, wenn die einpunktige
Menge {x} in X offen ist. Ist x kein isolierter Punkt von X, so
wird x ein Haufungspunkt von X genannt, wenn also U\ {x} # 0
fiir jede offene Umgebung U von x. Ist X ein metrischer Raum, so
ist ein Element x € X genau dann ein Haufungspunkt von X, wenn
eine Folge (xp)nen in X \ {x} existiert mit

lim x, = x
n—o00

(Ubung). Die Menge W aller isolierten Punkte ist offen in X, da

W= U {x}.

xeW
Die Menge aller Haufungspunkte von X ist das Komplement

X\ W, also immer abgeschlossen in X.

Versieht man eine Teilmenge Y C X mit der induzierten Metrik
(bzw. Topologie) und ist x € Y ein Haufungspunkt von Y/, so ist x
auch ein Haufungspunkt von X, denn fiir jede offene Umgebung U
von x in X ist UN Y eine offene Umgebung von x in Y, somit
B#(UNY)\{x} C U\ {x}.



In C (oder R") ist jeder Punkt ein Haufungspunkt. Weiter besteht
dort jede offene Kugel B-(x) nur aus Haufungspunkten, denn fiir
y € B.(x) konnen wir r > 0 so klein wéhlen, dass |y — x| +r <e
(bzw. ||y — x|| + r < €) und haben dann y + r/m € B:(x) \ {y} fiir
aleme N, und y +r/m — y fiir m — oo.

Satz 11.2 (ldentitdtssatz)

Ist U C C ein Gebiet, so sind fiir eine holomorphe Funktion
f: U — C aquivalent:

(a) Es gibt ein zg € U derart, dass f(¥)(zy) = 0 fiir alle k € No;
(b) Die Nullstellenmenge f~1({0}) hat einen Haufungspunkt z;
(c) f=0.
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Beweis. (a)=-(b): Sei r > 0 mit B,(z) C U. Dann gilt
= R (z
) =3 58 -t o

k=0

fiir alle z € B,(z0), somit f|p, () = 0. Die Nullstellenmenge enthalt
also die Kreisscheibe B,(zp) und hat somit zy als Haufungspunkt.
(b)=(a): Sei zp € f~1({0}) ein Haufungspunkt von f~1({0}). Wir
zeigen, dass f(K)(z) = 0 auch fiir alle k € N. Wire dies falsch, so
wihlen wir ko € N minimal mit £(k)(z) # 0. Sei r > 0 mit

B/(z0) C U. Dann ist

(k) ( 5
f2)= 3 o) () = (2~ z)oh()

k!
k=ko

mit h: B.(z0) = C, z+ 3702 f(ki(!zo)(z — z9)k~ko_ Die Reihe fiir
h(z) konvergiert, da sie im Falle z # zy durch Multiplikation mit
1/(z — z0)* aus der konvergenten Potenzreihe fiir f(z) hervorgeht;
fiir z = zy ist die Konvergenz trivial. Nun ist h stetig und

h(z9) = f()(z0)/(ko)! # 0; nach Verkleinern von r. gilt also




h(z) # 0 fir alle z € B,(zp). Somit ist fiir alle z € B,(z) mit
z # 29

f(2) = (z — 20)*h(z0) # 0,
folglich zy kein Hiufungspunkt von f=1({0}), Widerspruch.
(c)=(b) ist trivial.
(b)=-(c): Gilt (b), so betrachten wir die Menge A C f~1({0}) aller
Hiufungspunkte von f~1({0}). Diese ist abgeschlossen in f~1({0}
und somit abgeschlossen in U, da f~1({0}) in U abgeschlossen ist
als Urbild der abgeschlossenen Teilmenge {0} C C unter der
stetigen Abbildung f. Also ist B := U \ A offen in U. Nach (b) ist
A = (). Der Beweis von (b)=-(a) zeigt, dass fiir jedes zy € A die
Menge f~1({0}) die offene Kreisscheibe B,(zp) um zy enthilt, fiir
jedes r > 0 mit B,(z0) C U. Also ist jedes z € B,(zp) ein
Haufungspunkt der Nullstellenmenge, somit B,(zy) C A. Folglich
ist A offen in U. Da A # () und U zusammenhingend ist, folgt
B =0 und somit A= U. Also ist f =0. U
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Folgerung 11.3

Es seien U ein Gebiet und f,g: U — C holomorphe Funktionen.
Dann sind aquivalent:

(a) Es existiert ein zp € U derart, dass f(¥)(zy) = g(¥)(z) fiir alle
k € Np.

(b) Die Menge {z € U: f(z) = g(z)} hat einen
Haufungspunkt zg.

(c) f=g.

Beweis. Man wende Satz 11.2 auf f — g an. [

Bemerkung 11.4

Bedingung (b) ist insbesondere dann erfiillt, wenn f|y = g|w fiir
eine nicht-leere offene Teilmenge W von U.
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Beispiel 11.5

Es gilt .
e = cos(z) + isin(z)

fir alle z € C.

Da (ix)? = (=1)*x?k und (ix)?k*1 = j(—1)kx?k*1 st fiir x € R

ix ix : ix (_1 =
e” = Re(e™)+ilm(e ):Z k), Z 2k+1 x2kt1
k=0 k=0

= cos(x) + isin(x),

unter Benutzung der Reihe e = > 0 %(ix)”. Die holomorphen
Funktionen f,g: C — C, f(z) := e, g(z) := cos(z) + isin(z)
stimmen also auf R {iberein. Da in R jeder Punkt ein
Haufungspunkt ist, ist er auch ein solcher in C und somit gilt

f = g nach Folgerung 11.3.
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Wir geben weitere Anwendungen des Identitatssatzes.

Beispiel 11.6 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion)

Aus der Analysis 1 wissen wir, dass
e = e¥e¥ fiir alle x,y € R. (1)

Unter Benutzung des Identitatssatzes sieht man, dass auch

zZ+w z W

e = e’e” firalle z,w € C,

siche Aufgabe P10 auf Ubungsblatt 4. Insbesondere ist e?
invertierbar (also # 0) mit (e?)~! = e~Z (siehe Aufgabe P10).

Alternativ konnte man die Cauchysche Produktformel der
Analysis 1 auch fiir komplexe Reihen beweisen und dann den
damaligen Beweis fiir (1) auf den komplexen Fall iibertragen.
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Bemerkung 11.7

(a) Es ist exp(C) = C\ {0}.

(b) Fiir z, w € C gilt genau dann e = e", wenn w — z € 27iZ.

Ist z € C\ {0}, soist |z| > 0 und z/|z| eine komplexe Zahl vom
Betrag 1, also auf dem Einheitskreis. Es gibt genau ein y € [0, 27|
derart, dass z/|z| = cos(y) + isin(y). Setzen wir x := In|z|, so ist

et = eXe = |z|(cosy + isiny) = |z| - a—

2]

Beachten Sie, dass stets eW 27k — gwe2mik — gw gt

z =Y = e?Th mit x,y,a,b € R, so ist
|z| = X = €7,

also x = a = In|z|. Es folgt e¥ = e, also
1=eY(e?)™ = eVe ™ = e/V=P) = cos(y — b) + isin(y — b)

und somit y — b € 277Z.
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§12 Komplexe Logarithmen und komplexe Wurzeln

Satz 12.1

Ist U C C ein Sterngebiet und f: U — C eine holomorphe
Funktion derart, dass 0 ¢ f(U), so existiert eine holomorphe
Funktion g: U — C derart, dass

e = f(z) fiir alle z € U;

man nennt g einen Logarithmus von f. Sind g1,g: U — C
Logarithmen von f, so gibt es ein k € Z derart, dass
81— 82 = 2mik.

Beweis. Sei zg € U und wy € C mit e"® = f(z). Nach Satz 4.3
hat die holomorphe Funktion f'/f eine Stammfunktion g: U — C;
nach Ersetzen von g durch g — g(zo) + wp diirfen wir annehmen,
dass g(zp) = wp gilt. Die Quotientenregel liefert

d e8(2) B e8()g!(2)f(z) — e8I f!(2) B

dz f(z) f(2)? ’




wobei benutzt wurde, dass g’ = f'/f, also g’f = f’. Die Funktion
U—C, z— 3 /f(2)

ist also konstant (vgl. Satz 11.1). Ihr Funktionswert an der Stelle
20 ist €™ /f(z5) = 1, so dass also e8(2) /f(z) = 1 fiir alle z € U gilt
und somit e8(?) = f(z).

Sind g1 und g» Logarithmen von f, so ist

e81(2)—&2(2) — o81(2) o—22(2) — = f(z)/f(z) =

fiir alle z € U und somit

d
0= L enld 8l = ) 2l)(g — g)(2) = (g1 - &) (2).
=1

also g1 — g» eine konstante Funktion. Ist ¢ € C der Funktionswert,
so ist 1 = e81(2)=&2(2) = ¢ und somit ¢ € 27iZ. O
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Folgerung 12.2

Ist U C C ein Sterngebiet mit 0 &€ U, so existiert eine holomorphe
Funktion g: U — C derart, dass

(Vz € U) e8?) = 2,

Man nennt g eine komplexe Logarithmusfunktion auf U.
Sind g1,g>: U — C komplexe Logarithmusfunktionen, so existiert
ein k € 7Z derart, dass g1 — g» = 27ik.

Beweis. Man wende Satz 12.1 auf f :=idy an. O

Definition 12.3

Nach dem Vorigen existiert genau eine komplexe
Logarithmusfunktion g: C\ ]—00,0] — C derart, dass g(1) =0
(die "geschlitze Ebene” C\ ]—o0,0] ist namlich ein Sterngebiet).
Man nennt g den Hauptzweig des Logarithmus.

Zur Erinnerung:
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Gegeben n € N hat eine komplexe Zahl z # 0 der Form z = re’®
mit r > 0 und ¢ € R genau n verschiedene nte Wurzeln w (also
w € C mit w” = z), namlich

Jre?/ne2mkin mit k € {0,1,...,n—1}.

Satz 12.4

Ist f: U — C eine holomorphe Funktion auf einem Sterngebiet
U C C derart, dass 0 ¢ f(U), so existiert fiir jedes n € N eine
holomorphe Funktion h: U — C derart, dass

(h(2))" =1f(z) furalleze U.

Man nennt h eine nte Wurzel von f. Sind hy, hy: U — C nte
Waurzeln aus f, so existiert ein w € C mit w"” = 1 derart, dass
h2 = Wh1.

Beweis. Nach Satz 12.1 gibt es einen Logarithmus g: U — C
von f; es ist also e8(?) = f(z) fiir alle z € U. Dann ist

h:U—C, zw e8@/n
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holomorph und h(z)" = (e8(2)/Mn = en8(2)/n — e&(2) = f(z) fiir
alle z € U. Sind hy, hy: U — C nte Wurzeln von f, so ist fiir jedes
ze U

(h(2))" = f(2) = (h2(2))",
somit hy(z) = hy(z)e*™ (2)/7 fiir ein eindeutiges
k(z) € {0,1,...,n— 1}. Die Mengen
Ac:={z e U: k(z) = k}
sind fiir k € {0,1,...,n— 1} also paarweise disjunkt und es ist
U=AU---UA,_1.
Die Mengen A sind in U abgeschlossen, denn sind z; € A mit
lim;_ o0 zj = z fiir ein z € U, so ist
h(z) = lim  h(z) = (lim h(z))e*™ /" = h(z)e* /",
J700 N~ Jj—o0
=hy(z)e2mik/n
also z € Ag. Ist A:= Ay, # 0 und B die Vereinigung der Ay mit
k # ko, so sind A und B disjunkte abgeschlossene Teilmengen

von U mit AUB =U. Wegen A= U\ Bund B=U\Asind A



und B auch offen in U und somit B = (), da U zusammenhingend
ist. Folglich ist U = A = Ay, also ho = why mit w := e2miko/n [

Mit f :=idy folgt:

Folgerung 12.5

Ist U C C ein Sterngebiet mit 0 &€ U, so existiert fiir jedes n € N
eine holomorphe Funktion h: U — C derart, dass

(h(2))" =2z firalle z€ U.

Man nennt h eine komplexe nte Wurzel(funktion) auf U. Sind
h1, hy: U — C komplexe nte Wurzeln auf U, so existiert ein w € C
mit w"” = 1 derart, dass hp = why. [

| \

Definition 12.6

Fiir jedes n € N gibt es auf der geschlitzten Ebene C\ |—c0, 0]
genau eine komplexe Wurzelfunktion h: C\ |—o0, 0] — C derart,
dass h(1) = 1. Man nennt h den Hauptzweig der nten Wurzel.

v
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§13 Satz iiber die Umkehrfunktion

Definition 13.1
Es seien U C C und V C C offene Mengen. Eine Funktion
f: U — V heiBt biholomorph, wenn f bijektiv und holomorph ist

und auch die Umkehrfunktion f~1: V — U holomorph ist.

Bemerkung 13.2

Ist f: U — V biholomorph, so liefert Anwendung der Kettenregel
auf f~Yo f =idy, dass (F~1)(f(2))f'(z) = 1 fiir alle z € U, d.h.
es ist f'(z) # 0 und

(f'(2))t = (FY(f(2)) fiirallez € U.

Satz 13.3 (Satz iiber die Umkehrfunktion)

Es sei U C C eine offene Menge, zg € U und f: U — C eine
holomorphe Funktion derart, dass f'(z) # 0. Dann gibt es eine
offene zg-Umgebung V C U derart, dass (V) offen in C ist und
fly: V — f(V) eine biholomorphe Abbildung.
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Beweis. Als Abbildung von U C C = R? nach C = R? ist f stetig
differenzierbar und es ist

Df(z): C — C, w s Dyf(z0) = f'(z0)w

eine bijektive C-lineare Abbildung (siehe Satz 1.9), insb. also eine
bijektive R-lineare Abbildung. Nach dem Satz iiber die
Umkehrfunktion der Analysis 2 gibt es eine offene z-Umgebung

V C U derart, dass f(V) offen in C und f|y: V — f(V) ein
C!-Diffeomorphismus ist; also ist f|y: V — (V) bijektiv und
(f]v) ! ist im reellen Sinne stetig differenzierbar. Weiter ist die
R-lineare Abbildung Df(z): C — C invertierbar fiir alle z € V und

D((flv)™1)(f(2)) = (Df(2))™*

fir alle z € V. Nun ist aber Df(z)(w) = f'(z)w C-linear in
w € C, also auch D((f|v)~1)(f(z )) =(Df(z)) . C—C
C-linear. Nach Satz 1.9 ist (f|y/)~! holomorph. OJ

Prof. Dr. Helge Glckner Funktionentheorie



§14 Holomorphe Funktionen auf Gebieten, Il

Satz 14.1 (Lokale Struktur holomorpher Funktionen)

Ist U C C ein Gebiet und f: U — C eine holomorphe, nicht
konstante Funktion, so gibt es fiir jedes zy € U ein kleinstes n € N
derart, dass f(")(z) # 0. Es existieren eine offene zy-Umgebung
V C U, offene 0-Umgebungen P,Q C C mit {z": z€ P} C Q
und biholomorphe Abbildungen ¢: V — P, v: Q — W fiir eine
offene f(zp)-Umgebung W C C derart, dass ¢(z) = 0 und

f(z) = ¥((6(2))") fiiralle z € V.

Bemerkung 14.2

Mit g: P — Q, z+ z"ist also f|y, = ogo¢.

Beweis. Da f — f(zp) nicht konstant 0 ist und f(z) — f(z) = 0,
gibt es nach dem ldentitatssatz ein n € N mit

0 # (f — f(20))"(20) = F("(zp). Wir wihlen n minimal. Es gibt
ein € > 0 derart, dass B:(z) C U. Fiir alle z € B-(z) ist dann
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> £(K)(z
f2) -~ z0) =3 2 e 2 = (2~ 20)"8(z ~ )

k=n

mit der holomorphen Funktion g: B-(0) — C,

0 f(g;:z})z!o)(z — 7o) (siehe Satz 9.17). Es ist

g(0) = (" (z)/n! # 0; nachdem wir gegebenenfalls £ > 0
Verkleinern, diirfen wir also annehmen, dass g(z) # 0 fiir alle
z € B-(0). Nach Satz 12.4 hat g eine komplexe nte Wurzel
h: B:(0) — C; es ist also h eine holomorphe Funktion mit
h(z)" = g(z) fiir alle z € B-(0). Somit ist

f(z) = f(20) = ((z — 20)h(z = 20))"
fiir alle z € B.(0). Sei ¢(z) := (z — zp)h(z — z9) fiir z € B-(z0).
Da ¢'(z0) = h(0) + (20 — z0)h'(0) = h(0) # 0, diirfen wir nach
Verkleinern von € > 0 annehmen, dass P := ¢(B:(0)) eine offene
Nullumgebung in C ist und ¢ eine biholomorphe Abbildung von
V := B.(z) nach P (Satz 13.3). Wir kénnen nun Q := C nehmen
und p: C = C, z— z+ f(z). O

Z =




Definition 14.3

Eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen (oder
topologischen) Raumen heiBt offene Abbildung, wenn das Bild
f(U) in Y offen ist fiir jede offene Teilmenge U C X.

Bemerkung 14.4

Ist U C X eine offene Teilmenge und hat jedes z € U eine offene
Umgebung V, C U derart, dass f(V;) in Y offen ist, so ist

f(U)=f (U vz> =J (V)

zelU zelU

| A

offen in Y.

A\

Beispiel 14.5

Fiir jedes n€ Nist f: C — C, z — z" eine offene Abbildung.

Um dies nachzurechnen, sei U C C eine offene Menge. Ist 0 € U,
so existiert ein € > 0 mit Vg := B-(0) C U und es ist
f(Vo) = f(B:(0)) = B+(0)



offen in C. Fiir 0 # z € U ist f'(z) = nz"~! # 0; nach dem Satz
iiber die Umkehrfunktion gibt es folglich eine offene z-Umgebung
V, C U derart, dass f(V;) C C offen ist. Nach Bemerkung 14.4 ist
f(U) in C offen.

Bemerkung 14.6

Da Q' :={z": z € P} in Satz 14.1 nach Beispiel 14.5 offen ist,
kénnen wir dort @ durch Q' ersetzen und W durch (Q’). Man
kann daher immer erreichen, dass {z": z € P} = Q.

| A\

Bemerkung 14.7
(a) Ist f: X — Y eine offene Abbildung und W C X eine offene
Teilmenge, so ist auch f|y, eine offene Abbildung.

(b) Sind f: X — Y und g: Y — Z offene Abbildungen, so ist
auch gof: X — Z offen.

<

Fiir jede offene Teilmenge U C X ist namlich f(U) offen in Y und
somit (g o f)(U) = g(f(u)) offen in Z.
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Satz 14.8 (Offenheitssatz)

Ist U C C ein Gebiet, so ist jede holomorphe, nicht konstante
Abbildung f: U — C eine offene Abbildung.

Beweis. Sei O C U eine offene Teilmenge. Gegeben zg € O seien
V, P, Q W, n, ¢ und 1) wie in Satz 14.1. Als biholomorphe
Abbildungen sind ¢ und v offene Abbildungen. Weiter ist

g: P— Q, z+— z" eine offene Abbildung, nach Beispiel 14.5 und
Bemerkung 14.7 (a). Als Komposition offener Abbildungen ist nun

fly=vogo¢

eine offene Abbildung (sieche Bemerkung 14.7 (b)). Somit ist
f(Vy4)=f(VNO)="fly(VNO)CC offen mit V,, :=VNO.
Nach Bemerkung 14.4 ist f(O) offen in C, also f eine offene
Abbildung.

Prof. Dr. Helge Gldckner Funktionentheorie



Satz 14.9 (Biholomorphie-Kriterium)

Es sei U C C eine offene Teilmenge und f: U — C eine
holomorphe Funktion. Ist f injektiv, so ist f(U) offen in C und
f: U— f(U) biholomorph.

Beweis. Es sei (U));c die Familie der
Zusammenhangskomponenten von U. Da f|Uj injektiv ist, ist f|Uj
nicht konstant und somit f[y, eine offene Abbildung (nach dem
Offenheitssatz), fiir jedes j € J. Also ist f(U) = [J;c, f(U;) offen
in C. Es geniigt zu zeigen, dass f~! auf jeder der offenen Mengen
f(U;) holomorph ist, also (ﬂUj)_1 holomorph ist. Sei also 0.B.d.A.
U ein Gebiet. Gegeben w € f(U) ist w = f(z) fiir ein zp € U. Da
f injektiv ist, muss in Satz 14.1 n = 1 sein; somit ist

fly =909
fiir eine offene zg-Umgebung V' C U und bihomomorphe
Abbildungen ¢: V — P = Q sowie ¢: @ — W. Also ist
flyv: V — W biholomorph, somit =1y = (fly) 1 =¢ Loyt
holomorph. Also ist f~1: f(U) — U holomorph. [J



Satz 14.10 (Maximumprinzip auf Gebieten)

Ist U C C ein Gebiet und f: U — C eine holomorphe, nicht
konstante Funktion, so nimmt die Funktion

U [0,00[, z+|f(2)]

auf U kein Maximum an.

Beweis. Die Betragsfunktion | - |: C — [0, oo] ist eine offene
Abbildung, denn es ist |B:(0)| = [0, ¢[ relativ offen in [0, co[ und
fir 0 # z € C ist fiir jedes € €]0,|z]]

B=(2)| =llz| — &, |z + €]

offen in [0, 00[. Da f nach dem Offenheitssatz eine offene
Abbildung ist, ist auch | - | o f offen, also V := {|f(2)|: z € U}
offen in [0, co[. Somit kann V' kein Maximum enthalten, fiir jedes
re Vexistierteinne Nmitr+1/ne V. O
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Satz 14.11 (Maximumprinzip auf kompakten Mengen).

Es sei U C C ein beschrinktes Gebiet, U sein Abschluss in C und
f: U — C eine stetige Funktion derart, dass f|y holomorph und
nicht konstant ist. Dann wird das Maximum von |f| ausschlieBlich
auf U\ U angenommen.

Beweis. Da die Teilmenge U von C = R? abgeschlossen und
beschrinkt ist, ist U kompakt (nach dem Satz von Heine-Borel).
Also nimmt die stetige Funktion |f| auf U ein Maximum an. Sei
Zp € U mit

|f(z0)| = max{|f(z)|: z € U}.

Wire zy € U, so wire auch |f(z)| = max{|f(z)|: z € U}. Nach
Satz 14.10 ist dies nicht moglich, Widerspruch. [

Die Voraussetzungen des folgenden Satzes werden spater noch
abgeschwacht. Wir bendtigen ihn momentan als ein Hilfsmittel fiir
den Beweis von Satz 14.13.
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Satz 14.12 (Riemannscher Hebbarkeitssatz)

Es sei U C C eine offene Teilmenge, zyp € U und f: U — C eine
stetige Funktion derart, dass f|( {5} holomorph ist. Dann ist f
holomorph.

Beweis. Nach dem Lemma von Goursat ist
[ =0
Ya,b,c

fiir alle a,b,c € U mit A(a, b,c) C U. Nach dem Satz von Morera
ist f somit holomorph. [

Satz 14.13 (Schwarzsches Lemma)

Es sei f: B1(0) — Bi1(0) holomorph mit f(0) = 0. Dann gilt:
(a) Entweder f eine Drehung um den Ursprung; oder:
(b) Esist |f'(0)] <1 und |f(2)| < |z| fiir alle z € B1(0) \ {0}.
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Beweis. Wir betrachten die stiickweise definierte Funktion

f(z) _ f(z)—f(0) 0:
. B (0 C = 2% wenn z # 0;
g:Bi0)=C, 2 { f'(0) wenn z = 0.

Dann ist g stetig und auf B1(0) \ {0} holomorph. Nach dem
Riemannschen Hebbarkeitssatz ist g somit holomorph. Fiir jedes
r €]0, 1] gibt es nach Satz 14.11 ein
z, € B,(0)\ B,(0) = {z € C: |z| = r} derart, dass
—= f(zr f(z 1
max{|g(2)|: z € B(0)} = lg(zr)| = Lz _ [Flell 1

|z, | r r
Da jedes z € B1(0) in jedem B,(0) mit r €]|z|, 1 enthalten ist, ist
lg(z)| < 1/r fiir jedes solche r und mit r — 1 folgt |g(z)| < 1.
Insbesondere ist

F'(0)] = lg(0)l <1 (1)

|f(2)| < |z| fur alle z € B1(0) \ {0}. (2)
Gilt sogar die strikte Ungleichung "<" sowohl in (1) als auch in
(2), so gilt (b). Andernfalls ist (1) oder (2) verletzt, also

und



1g(0)] = 1 = max{|g(z)|: z € B1(0)}
oder es existiert ein w € B;(0) \ {0} derart, dass

[f(w)| = [wl|

und somit |g(w)| = 1 = max{|g(z)|: z € B1(0)}. Nach Satz 14.10
muss dann g konstant sein, es ist also |g(z)| = 1 fiir alle z € B;(0)
und

f(z)/z = g(z) = g(0)
fiir alle z € B1(0) \ {0} und folglich f(z) = zg(0). Wegen
1 =|g(0)] liegt g(0) auf dem Einheitskreis, ist also von der Form
g(0) = €' fiir ein ¢ € R. Es ist nun

f(z) = ze'®

fir alle z € B1(0) \ {0} (wegen Stetigkeit also auch fiir z = 0) und
folglich ist f eine Drehung um den Winkel ¢. [J
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§15 Holomorphe Funktionen auf Kreisringen

In diesem Kapitel untersuchen wir holomorphe Funktionen auf
Kreisringen. Wir haben gesehen, dass sich jede holomorphe
Funktion auf einer Kreisscheibe in eine Potenzreihe entwickeln
lisst. Ahnlich kann jede holomorphe Funktion auf einem Kreisring
in eine sogenannte Laurent-Reihe entwickelt werden.

Definition 15.1

Gegeben z5 € C und 0 < r < R < 0o nennen wir die offene Menge
Kir(20) ={z€C:r<|z—2| <R}

den Kreisring um zy mit Innenradius r und AuBenradius R.

Besonders wichtig ist der Fall r = 0, d.h. die gelochte Kreisscheibe

Ko r(z0) = Br(20) \ {z0};

im Falle R = oo ist dies die gelochte Ebene C\ {z}.



Definition 15.2

Sind 0 <r<R<o0, zg€Cundf: 0K, r(z) — C eine stetige
Funktion, so definieren wir

/ F(Q)dC = / F(¢) d¢ — F(¢) dc.
0K; r(20) [(—z0|=R [¢—zo|=r

Wir durchlaufen die Kreislinie {¢ € C: |( — zg| = R} also im
Gegenuhrzeigersinn, die Kreislinie {( € C: |[( — z| = r} in
Uhrzeigersinn (so dass der Kreisring an jeder Stelle des Randes
“links von der Randkurve” liegt).

Satz 15.3 (Cauchyscher Integralsatz fiir Kreisringe)

Esseien0 < r<a< b< R < oo und z € C. Dann gilt fiir jede
holomorphe Funktion f: K, gr(z) — C

/ F(¢)d¢ =0,
8Ka,l:v(ZO)
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/ F(¢)d¢ = F(0) dC.
|C—20|=a |¢—z0|=b

Wir betrachten nun einen Sektor in der Kreisscheibe Bg(zp) mit
einem Offnungswinkel a €]0,7[. Der Rand des Sektors trifft die
Kreislinie | — zp| = a in zwei Punkten A und B. Die
Winkelhalbierende des Sektors trifft den Kreis |( — zg| = b in einem
Punkt H; die durch H verlaufende orthogonale Gerade trifft den
Rand des Sektors in zwei Punkten C und D (siehe Skizze). Es sei L
das von A, B, C, D aufgespannte Viereck (also die konvexe Hiille)

Ist cos(c/2) > £ und cos(a/2) > B, soist L C K, r(z). Weiter
gibt es eine offene konvexe Teilmenge V von K, g(z9) mit L C V.
Zudem liegt der Durchschnitt S des Kreissektors mit dem
abgeschlossenen Kreisring K, ,(20) in L und somit in V.

Beweis. Der Punkt M auf der Strecke AB mit kleinstem Abstand
von z; liegt auf der Winkelhalbierenden und hat Abstand



acos(m/2) von zy (siehe Skizze); hierzu betrachtet man das
rechtwinklige Dreieck mit den Ecken z3, M, A. Die Punkte auf CD
mit groBtem Abstand m von zp sind C und D. Betrachtung des
rechtwinkligen Dreiecks mit den Ecken zy, H und D zeigt, dass
mcos(a/2) = b (siehe Skizze). Also gilt die erste Aussage. Da L
kompakt und K, r(zo) offen ist, gibt es nach Aufgabe H4 auf
Ubungsblatt 2 ein & > 0 mit V := L + B-(0) C K, g(2). Da L und
B-(0) konvex sind, ist V konvex. Per Konstruktion ist S C L. [J

Beweis von Satz 15.3. Sei o €]0, [ so klein, dass in der Situation
von Lemma 15.4 L C K, r(zp) gilt. Nach Verkleinern von « diirfen
wir annehmen, dass o = 27/n mit einem n > 3. Drehen von S
(wie im Lemma) um zp in Schritten von « liefert n Stiick Mengen
$51:=S5,5,...,5, diealle in K, g(20) liegen und deren
Vereinigung der abgeschlossene Kreisring K, 5(zp) ist. Weiter ist
jedes S; in einer konvexen offenen Teilmenge V; von K, r(zo)
enthalten. Sei nun ~; ein stiickweiser C'-Weg, der den Rand von
S; im Gegenuhrzeigersinn durchlauft. Nun heben sich Beitrage zu
Wegintegralen von Teilwegen der «; auf Geraden durch z jeweils
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auf und die iibrigen Teilwege lassen sich zu zwei Wegen
zusammensetzen, von denen einer den Kreis |[( — zp| = b im
Gegenuhrzeigersinn durchlauft, der andere den Kreis [ — z| = a
im Uhrzeigersinn. Da die Integrale iiber ~; nach Folgerung 4.4 (dem
Cauchyschen Integralsatz fiir Sterngebiete) verschwinden, folgt

n

0= [ )= (¢) dc - (0 d¢

=177 |¢—2z0|=b |¢—2z0|=a

und somit die Behauptung. [

Satz 15.5 (Cauchysche Integralformel fiir Kreisringe)

Esseien0<r<a<b<R<o0, z€Cundf: K r(zg) =C
eine holomorphe Funktion. Dann gilt fiir alle z € K, ,(z0)

27 0Ka,b(20) (-2

dc.

Beweis. Nachdem wir r notfalls vergréBern und R verkleinern,
diirfen wir 0 < r < a < b < R < oo annehmen., Gegeben



z € K, p(20) ist die stiickweise definierte Funktion

f(Q)—f(2) .
g Kir(z) = C, Crs = wenn ( # z;
’ f'(z) wenn =z

stetig und auf K, g(zp) \ {z} holomorph. Nach dem Riemannschen
Hebbarkeitssatz ist g also holomorph. Der Cauchysche Integralsatz
fiir Kreisringe liefert

0 = d
/8 80
- / g(C) d¢ — / g(¢) dc
I¢—z0|=b [¢—z0|=a
_ Q) o [0
/|C—Zo_bc_z ‘ /C—Zol—ag_z ‘

1 1
—f d¢ +f d¢.
=) /C—Zol—b (-2 H) /lC—Zo|_3 (-2 ‘

=27i =0

Division durch 27i und Auflésen nach f(z) liefert die Behauptung.
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Satz 15.6

Es seien 0 <r < R < o0, zp € C und f: K, r(z9) — C eine
holomorphe Funktion. Dann existiert eine eindeutige holomorphe
Funktion g: Bgr(zy) — C und eine eindeutige holomorphe Funktion
h: By oo(z9) — C derart, dass

f = glK, r(z0) T Mk, g(20)

und
lim h(z) =0,

|z|]—00

also h(z,) — O fiir jede Folge (z5)nen in Kroo(20) mit |z,| — oo.

Man nennt h den Hauptteil von f; die Funktion g heiBt
Nebenteil von f.

Bevor wir Satz 15.6 beweisen, machen wir uns seinen Nutzen klar.
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Da der Nebenteil g eine holomorphe Funktion auf Bgr(zp) ist, lasst
er sich durch eine Potenzreihe beschreiben: Es gibt a, € C fiir
n € Ny derart, dass

o0

g(z) = Z an(z — z9)" fiir alle z € Bg(z).
n=0

Beachten Sie, dass die Abbildung

KY,OO(ZO) - Bl/r(O) \ {0}7 Z=

z— 29

biholomorph ist mit Umkehrfunktion w — z5 + % Nun ist aber die
Hilfsfunktion

_ h(zo+ L) wenn w #0;

k: By (0) = C, w'—>{ 0 wenn w — 0

stetig und auf By ,,(0) \ {0} holomorph. Nach dem Riemannschen
Hebbarkeitssatz ist k holomorph. Es gibt also b, € C fiir n € Ny
derart, dass

[e.@]
k(w) = g b,w" fiir alle w € By ,(0).
n=0



Da k(0) =0, ist bp =0, also k(w) =72, byw”". Folglich ist fiir
alle z € Ky oo(20)

) =k( ) =St =5 T

mit a_, := b,. Wir haben gezeigt:

Satz 15.7
Es seien 0 < r < R < o0, zp € C und f: K, r(29) — C holomorph.
Dann gibt es a, € C fiir n € Z derart, dass

Z ~ + Z an(z — z9)"

n:l n=0

fiir alle z € K; r(20) und insbesondere beide Reihen dort
konvergieren.
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In Satz 15.7 sind die Koeffizienten a, fiir alle n € Z eindeutig
festgelegt.

Beweis. Es definiert g(z) := Y 7", an(z — zp)" eine holomorphe
Funktion g: Br(z) — C und

h: Kroo(z0) = C, z+— i a_n(1/(z — 2))"
n=1

eine holomorphe Funktion mit lim,|_,,, h(z) = 0 derart, dass

f= g‘Kr,R(ZO) + h‘Kr,R(ZO)' Dann ist h der eindeutige Haupteil von f
und g der eindeutige Nebenteil. Fiir n € Ny ist der Koeffizient a,
der Potenzreihe von g mit Entwicklungspunkt zy eindeutig
festgelegt. Ebenso ist fiir n € N die Zahl b, := a_, ein Koeffizient
der Potenzreihe der obigen durch h festgelegten Hilfsfunktion k
und somit ebenfalls eindeutig. [
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Also

[e.9]

f(z)zz(z_zo —I—Zanz—ZO =: Z an(z — z9)"

n=1 n=—o00

“Laurent-Reihe fiir "
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Beweis von Satz 15.6. Fiir a €|r, R[ ist

1 f(<)
g2 Ba(zp) — C, z»—>,/ d¢
o ) 217 Jayes C - 2
nach Lemma 6.1 eine holomorphe Funktion. Sind a < b in |r, R],
so konnen wir fiir jedes z € B,(zp) ein p €]|z|,a[ mit p > r
wahlen; dann ist p < a < b < R und die Funktion

1 f(¢)
K C —
p,R(ZO) — L, C‘ = i C —
ist holomorph. Nach dem Cauchyschen Integralsatz fiir Kreisringe
gilt somit 1 £(¢) 1 £(¢)
Pyr d¢ = 5— ———dg,
270 Ji¢—zpj=a § — 2 270 Ji¢—zpj=b C — 2

also ga(z) = gu(z). Die Funktion
g: Br(zo) = C, z+ ga(z) firae]|z|,R[mita>r

ist also wohldefiniert und wegen g]Ba(ZO) = g, holomorph. Ebenso
ist fiir a €]r, R|
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hat Kaoo(20) = C, z+— _271r/ & d¢

c~zl=a & ~ 2

nach Lemma 6.1 eine holomorphe Funktion. Sind a < b in |r, R],
so kénnen wir fiir jedes z € Kj, o(20) ein p €]b, |z|[ mit p < R
wahlen; dann ist r < a < b < p und die Funktion

1 f(Q)
K — —
rl20) 2 € G e e
ist holomorph. Nach dem Cauchyschen Integralsatz fiir Kreisringe

gilt somit

1 Q) geo L Q)
2ri /lc—zol—a (-z% "2 /|< 2l=bC —Z %

also h,(z) = hp(z). Die Funktion
h: Kroo(20) = C,  z+> hy(z) firae]r,|z|[ mita<R
ist also wohldefiniert und wegen h|x, (z0) = ha holomorph. Fir

jedes z € K, g(zo) existiert ein a elr, ]z|[ und ein b €]|z|, R[. Nach
der Cauchyschen Integralformel fiir Kreisringe (Satz 15.5) gilt
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1 f
1 GIY Q) 4
270 Jig-zl=b € =2 " 2T Jigon)=a C — 2
= &5(2) + ha(2) = g(2) + h(2).
Sind z, € K oo(20) fiir n € N mit |z,| — o0, so gilt
|zn — 20| > |zn| — |20| — o0 flir n — oco. Wir wahlen a € |r, R[ und
setzen

f(z)

M := max{|f(¢)|: ¢ € C mit |( — z| = a}.
Gegeben € > 0 gibt es ein N € N derart, dass

aM
|z — 20| > a+ — firallen> N
€

und somit insb. |z, — zp| > a. Fiir diese n gilt fiir jedes ¢ € C mit

I(—20l=a

aM
|C=2nl = [(20—2n)~(20—C)| = |20~ 20| ~|20—C| = |20~ 2s 2 > ——
und folglich I (Q)] < M €

< < -
[(—za| T [(—2z| 2
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Also ist

h(za)] = |ha(zn)| =

1 f(<)
2mi /Q—Zo|:a C—2zn %

1 f
< Lo osp QL
2m |[(—2z0|=a ‘C - Z,,’

Somit gilt h(z,) — 0, also h(z) — O fiir |z] — co. Die Existenz von
g und h mit den gewiinschten Eigenschaften ist somit gezeigt.

Eindeutigkeit: Sei auch f = G|Kr,R(ZO) + H’Kr,R(ZO) mit holomorphen
Funktionen G: Bgr(z)) — C und H: K; o(20) — C derart, dass
H(z) — 0 fiir |z| — oo. Dann gilt fiir all z € K, g(2)

8(2) + h(z) = f(z) = G(2) + H(2),

folglich

Somit ist

| G(z) — g(z) wenn z € Br(2);
k:C—-C, zw— { h(z) — ;-g/(z) wenn z € K,:oo(()zo)
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eine wohldefinierte Funktion und holomorph, also eine ganze
Funktion. Nun gilt k(z) = h(z) — H(z) — 0 fiir |z| — oo,
weswegen k eine beschrankte Funktion ist (vgl. Beweis des
Fundamentalsatzes der Algebra). Als beschriankte ganze Funktion
ist k nach dem Satz von Liouville konstant; wegen k(z) — 0 fiir
|z| — oo muss der konstante Wert 0 sein, es ist also k = 0. Somit
istg=Gund h=H. O

Beispiel 15.9
Die holomorphe Funktion

1
(z—-1)(z—2)
lasst sich via Partialbruchzerlegung schreiben als

1 1
f(z) = — .
(2) z—2 z-1
- 1
Es ist g: Bx(0) — C, zr—>z_2

der Nebenteil von f und h: Ki.0(0) = C, z — —-1; Hauptteil.
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Beispiel 15.10
Die holomorphe Funktion
f:C\ {0} > C, s”;(;)

auf der gelochten Ebene Kp (0) lasst sich durch Einsetzen der
Potenzreihenentwicklung der komplexen Sinusfunktion mit
Entwicklungspunkt 0 schreiben als

der Hauptteil von f ist h: C\ {0} — C, z+> 1.
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Definition 15.11
Eine Laurent-Reihe mit Entwicklungspunkt zy € C ist ein Paar

(Z (z—z)"’ Zan(z—zo )

n=1

einer Potenzreihe in 1/(z — zp) und einer Potenzreihe in z — z,
wobei a, € C fiir n € Z. Wir nennen die Laurent-Reihe konvergent
an einer Stelle z € C\ {z}, wenn die Reihen

00 a, 00
Z ———~ und Z an(z — z9)"
(z — z) —

n=1

(der Haupt- und Nebenteil der Laurent-Reihe) beide konvergieren
und nennen

Z an(z —z9)" = Z % + Z an(z — z9)"
(z — 29) —

n=—o0 n=1

den Grenzwert der Laurent-Reihe.
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Es seien g: X — Y eine Abbildung und f,: Y — C Funktionen fiir
n € N, die fiir n — oo gleichmaBig gegen eine Funktion f: Y — C
konvergieren. Dann konvergieren die Funktionen f, 0 g: X — C fiir
n — oo gleichmaBig gegen f o g.

Beweis. Fiir jedes £ > 0 gibt es ein N € N derart, dass fiir alle
n>N
(Vy € V) If(y) —faly)l <e.

Da wir y = g(x) nehmen kénnen, gilt fiir alle n > N also auch

(vx e X) [f(g(x)) — falg(x))] <e. O
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Satz 15.13 (Entwicklungssatz von Laurent)

Sind0<r<R<o0, zg€Cundf: K, r(z)— C eine
holomorphe Funktion, so gilt:

(a) f lasst sich auf ganz K, r(zg) in eine konvergente

Laurent-Reihe entwickeln: Es existieren a, € C fiir n € Z
derart, dass

o0

f(z) = Y an(z—2)" firalle z € K, r(20).
(b) Die Laurent-Koeffizienten a,, in (a) sind eindeutig festgelegt.
(c) Haupt- und Nebenteil der Laurent-Reihe in (a) konvergieren
gleichmaBig auf kompakten Teilmengen von K, r(2o).
(d) Fiir jedes n € Z gilt fiir jedes p € |r, R|
1 f
. (©)

" 2mi [y (e )"t

dc.

Prof. Dr. Helge Gléckner Funktionentheorie



Beweis. (a) ist Satz 15.7; (b) ist Satz 15.8.

(c) Der Nebenteil der Laurent-Reihe ist eine auf Bg(zp)
konvergente Potenzreihe, also auf kompakten Teilmengen von
Br(zy) gleichmiBig konvergent und insbesondere auf kompakten
Teilmengen von K; r(20) C Br(2).

Nach dem Beweis von Satz 15.7 ist die Potenzreihe

o0
g a_w"
n=1

auf By /,(0) konvergent, dort also gleichmaBig konvergent auf
kompakten Mengen. Da die Abbildung

1

zZ— 2

¢: Kroo(20) = B1yr(0), z+—

stetig ist, ist fiir jede kompakte Teilmenge L C K, »(20) die
Teilmenge ¢(L) von By/.(0) kompakt. Nach Lemma 15.12
konvergiert also
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Za—nQZ) Z Z—Zo

n=1
gleichmaBig fiir z € L.

(d) Wegen der gleichmaBigen Konvergenz des Haupt- und
Nebenteils der Laurent-Reihe auf kompakten Mengen ist

BN o
/|CZO|=,0 (¢ —zo)"*t @ = Z d=m /Czo:p (¢ — zo)n+1+m d¢

1
* Z am/ ¢—zol=p (C — 20)"H17m 9.

Auf der rechten Seite verschwinden alle Integrale bis auf eines,
namlich das mit n+1+4+ m =1 (also m = —n, wenn n < 0) bzw.
n+1—m=1 (also n = m, wenn n > 0); der Wert des
nicht-verschwindenden Integrals ist dann 27/ (siehe Beispiele 2.5,
2.7 und 2.8). Division beider Seiten durch 27/ liefert die
Behauptung. U
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Beispiele. In Beispiel 15.10 haben wir den Nebenteil von f bereits
als Potenzreihe mit Entwicklungspunkt O dargestellt; diese ist der
Nebenteil der Laurent-Reihe. Der Hauptteil von f ist %; dies ist der
Hauptteil der Laurent-Reihe.

In Beispiel 15.9 liefert

1 1 ntl n
g(z) = =—57—z= "5 E (z/2)" E —1)(1/2)"*z
z—2 21-35 e
den Nebenteil der Laurent-Reihe um z3 = 0 und
1 11 1 & > 1
h = — = —— = —— 1 n = —1 —
O e R R MUL D N

den Hauptteil der Laurent-Reihe.
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§16 Isolierte Singularitdten

Besonders interessant sind Laurent-Entwicklungen im Fall eines
Innenradius r = 0.

Definition 16.1

Es sei U C C offen und f: U — C eine holomorphe Funktion. Man
nennt zg € C\ U eine isolierte Singularitét von f, wenn ein R >0

mit Br(20) \ {z0} C U
existiert, also Ko r(z0) C U. Die isolierte Singularitdt zp heiBt

(a) hebbare Singularitit, wenn der Hauptteil der Laurent-Reihe
> an(z—2z)" von f auf Bgr(zg) \ {0} verschwindet,
also a, = 0 fiir alle n < 0;

(b) Pol der Ordnung m € N, wenn a_p, # 0 und a, = O fiir alle
n<—m

(c) wesentliche Singularitit, wenn a, # 0 fiir unendlich viele
n <O0.

Hier ist UU {z} = U U Bgr(zp) offen in C. Ist U ein Gebiet, -so



auch UU{z}, da Bgr(zy) wegzusammenhingend & UNBg(zy) # 0.

16.2 Beispiele. (a) Die Funktion C\ {0} — C, z — S'"zﬁ hat an
der Stelle 0 eine hebbare Singularitat, denn

sin(z)zliﬂzﬂﬂzi (—1)k 5,
( (

—Z
| |
z ‘ 2k +1)! — 2k +1)!
ist die Laurent-Reihe der Funktion; der Hauptteil verschwindet.
(b) Die Funktion e?

C\ {0} —C, zi —

hat an der Stelle 0 einen Pol erster Ordnung, da

[e.e]

e 1l L ka1 1,
3 *Z FADSIcEV e

(c) Die Funktion C\ {0} — C, z — e!/Z hat an der Stelle 0 eine
wesentliche Singularitdt, denn

o) e}

=Y 1)z =3 (12

n=0 n=1
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hat Laurentkoeffizient a_, = # # 0 fiir alle (und somit unendlich
viele) n € N.

Es ist niitzlich, Satz 14.12 noch zu verschérfen (vgl. auch
Satz 16.4(a)).

Satz 16.3 (Riemannscher Hebbarkeitssatz)

Es sei U C C eine offene Menge, f: U — C holomorph und

79 € C\ U eine isolierte Singularitit von f. Ist f auf Br(zp) \ {z0}
beschrankt fiir ein R > 0 mit Br(z0) \ {zo} C U, so ist zg eine
hebbare Singularitat von f.

Beweis. Sei M € [0, co[ das Supremum von |f(z)] fiir

z € Br(20) \ {20}. Es sei g: Br(z9) — C der Nebenteil von
f1Br(z0)\{zo} Und h: C\ {z0} — C der Hauptteil. Gegeben
z € Br(z) \ {20} gilt fiir alle a €]0, |z — z]/2]

h(z) = l/lC &dc

2mi —zo|:aC_Z

(siehe Beweis von Satz 15.6). Fiir ( € C mit |( — zp| = a ist



=zl =0 —2) = (20 - Q) = |20~ z[ = [20 = (| =
|z —z| —a> |zo—z\—%|zo—z\ :%\z—zol, somit

fr. M  _ c
(=2 = z—z|

fir alle 2 €]0, |z — z0|/2] und ¢ € C mit | — 29| = a. Da der Kreis
0B,(zy) Weglange 27a hat, folgt

1 (< }
h(z §27Tasup{ 1 (€ 0B, < aC.
h2) < 5 ol (€ 0By (z)
Mit a — 0 ergibt sich |h(z)| =0, also h(z) = 0. Der auf dem
Gebiet C\ {zp} definierte Hauptteil h verschwindet also auf der
nicht-leeren offenen Menge Br(z) \ {z0}. Nach dem Identititssatz
ist h =0, die isolierte Singularitdt zy also hebbar. [J

Wir charakterisieren nun die isolierten Singularitdten der Typen
(a)—(c) anhand des Verhaltens von f nahe z.
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Satz 16.4

Es sei U C C eine offene Menge, f: U — C holomorph und
zp € C\ U eine isolierte Singularitat von f. Dann gilt:

(a) zp ist genau dann eine hebbare Singularitdt von f, wenn f zu
einer holomorphen Funktion auf U U {z} fortsetzbar ist.

(b) zp ist genau dann ein Pol von f, wenn
|f(z)| = oo fiir z — 2.

(c) zo ist genau dann eine wesentliche Singularitdt von f, wenn
f(B/(z0) \ {z0}) eine dichte Teilmenge von C ist fiir jedes
r >0 mit B,(z) \ {z0} C U (Satz von Casorati-WeierstraB).

Ausfiihrlicher bedeutet (a): Es existiert eine holomorphe Funktion
f: UU{Zo} — C mit f|U =f.
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Beweis. Sei R > 0 derart, dass Ky r(20) = Br(20) \ {20} € U. Sei
g: Br(z0) — C der Nebenteil von f|g, ;)\ {7} und
h: C\ {z} — C der Hauptteil.

Es geniigt, die Notwendigkeit der in (a), (b) und (c) beschriebenen
Bedingungen zu zeigen, denn die Bedingungen schlieBen sich
gegenseitig aus. Im Beweis der Notwendigkeit in (c) benutzen wir,
dass die Bedingung in (b) auch hinreichend ist; diese Implikation
muss daher zuvor bewiesen werden.
(a) Ist zy eine hebbare Singularitdt von f, so ist h =0, also
f|BR(ZO)\{ZO} = g’BR(ZO)\{ZO}' Folglich ist
z f(z) wennze U,
f:UU{z}—C, z+— { g(2) wenn z € Br(z)
eine wohldefinierte holomorphe Fortsetzung fiir f.
(b) Ist zg ein Pol von f von der Ordnung m € N, so gilt

M) =3 2 = L p(2)

prt (z—2)" (z—2z)™
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mit der stetigen Polynomfunktion
m—1

p:C—C, z— Z a_mik(z — 20)k.
k=0
Da p(z9) = a_m # 0, gibt es ein r € ]0, R| derart, dass
Ip(z)| > |p(20)|/2 fir alle z € B.(z0). Nach Verkleinern von r
diirfen wir zudem annehmen, dass g auf B,(zy) beschrankt ist. Sei

M = sup{[g(2)]: 2 € B ()} € [0.0].
Dann gilt fiir alle z € B,(z) \ {z0}
) = h) - le()] > = lp(2)l-M >

fir z — z.

|p(20)|

— M —
2|z — zo|™ >

Gilt umgekehrt |f(z)| — oo fiir z — zp, so gibt es ein r € ]0, R]
mit |f(z)| > 0 fiir alle z € By(z) \ {z0}. Also ist zg eine isolierte
Singularitdt der Funktion

k: U\ f1{0}) = C, zm e



Da k(z) — 0 fiir z — z, ist zo nach Satz 16.3 eine hebbare
Singularitdt von k, es gibt also eine holomorphe Fortsetzung k
von k auf {z} U (U \ f~1({0})). Seien bo, by, ... in C mit

k(z) = ba(z — 20)" fiir alle z € B,(z0).
n=0

Dann ist by = k(z0) = lim,_,, k(z) = 0. Da f auf B.(z) \ {z0}
nicht konstant ist, ist auch k dort nicht konstant und somit
E‘B,(zo) nicht konstant. Also gibt es ein m € N derart, dass

by # 0; wir wahlen m minimal. Dann ist

k(z) = ba(z— 20)" = (z — 20)™(2)

mit der holomorphen Funktion ¢: B,(z9) — C,

z = >0 o bmin(z — 20)" mit €(z9) = bm # 0. Nach Verkleinern
von r ist ¢(z) # O fiir alle z € B,(z), also 1/¢ holomorph. Es gibt
also ¢, € C fiir n € N derart, dass

1 & )
6] = ; cn(z — 20)" fiir alle z € B,(z).
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Dann ist cg = 1/4(zg) # 0. Weiter gilt

1 1 1 = ,
f(z) = ) - on)E) - ) ;)Cn(z ),

m c o0
m—n
= 2 ooyt 2 ez )"
n=1 n=0

-~

=h(z) =&(2)

fiir alle z € B,(z) \ {z0}. Es ist also zy ein Pol der Ordnung m
von f.

(c) Sei zg eine wesentliche Singularitat von . Ware fiir ein

r €10, R] das Bild f(B,(z0) \ {z0}) in C nicht dicht, so gibe es ein
y € C derart, dass y nicht im Abschluss des genannten Bildes liegt
und somit

B-(y) N f(Br(20) \ {z0}) = 0

fiir ein € > 0 gilt. Dann aber ware die holomorphe Funktion
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1

f(z) =y
beschrinkt mit |b(z)| < 1 fiir alle z im Definitionsbereich (da
|f(z) — y| > €). Nach Satz 16.3 ware zj also eine hebbare

Singularitdt von b, es gibe also eine holomorphe Fortsetzung
b: B,(z0) — C. Fiir z — zp wiirde

b: B/(z)\{z} = C, z+—

im Falle b(zp) # 0 gegen y + 1/b(z) konvergieren; nach
Verkleinern von r wére also f(B,(z) \ {z0}) in einer Kreisscheibe
um den Grenzwert enthalten und somit zy eine hebbare
Singularitit von f nach Satz 16.3, Widerspruch. Im Falle b(z) = 0
hatten wir |f(z)| — oo fiir z — zp; wegen (b) ware zy also ein Pol
von f, Widerspruch. [J
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Bemerkung 16.5

In der Situation von Satz 16.4 ist zy genau dann ein Pol von f von
der Ordnung m € N, wenn der Grenzwert

existiert und von O verschieden ist.

Existiert der Grenzwert von h(z) := (z — z)"f(z) fiir z — z, so
ist zg nach Satz 16.4 eine hebbare Singularitdt von h, also h von
der Form h(z) = >_7° o bi(z — z0)* fiir z # zp nahe zo; der
Grenzwert ist genau dann von 0 verschieden wenn by # 0. Dann ist

f(z) = (z—lzo ,,_X_:m bnim(z — 20)",
also z ein Pol der Ordnung m von f. Ist umgekehrt zy ein Pol der
Ordnung m von f, so ist f fiir z # zg nahe zy von der Form
f(z) =500 an(z— 20)" mit a_, # 0; folglich gilt

[e.@]

n—=—m

(z —20)"f(z) = Z ak-m(z — 20)K = a_;m #0 fiir z = z. (1)
k=0
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Definition 16.6

Es sei f: U — C eine holomorphe Funktione auf einer offenen
Teilmenge U C C, zy € C\ U eine isolierte Singularitit von f und
r>0mit By(z) \ {zo} C U. Ist f(z) =307 an(z — z)" die
Laurententwicklung von f auf B,(z) \ {20}, so nennt man a_; das
Residuum von f an der Stelle z5 und schreibt

resy(f) := a_1.

A\

Satz 16.7 (Residuensatz — Baby Version)

Es sei U C C eine offene Teilmenge, f: U — C eine holomorphe
Funktion, zg € C\ U eine isolierte Singularitdt von f und r > 0
derart, dass B.(z0) \ {zo} C U. Dann gilt

/ f(C) d¢ = 2mi resy(f).
[¢—=z0|=r

\

Beweis. Da U U {z} offen ist und B,(z) C UU {z}, existiert
nach Hausiibung H4 auf Blatt 2 ein R > r derart, dass



BR(Zo) cuUu {Zo} und somit BR(Zo) \ {Zo} C U. Nach
Satz 15.3(d) (angewandt mit Innenradius 0 und AuBenradius R)

ist dann
1

~2mi

fF(¢()d¢. O

[¢—zo|=r

Beispiel 16.8

WasistfCI 1ec Ld¢?

Die holomorphe Funktion f: C\ {0} — C,

e —1 Z + > 1 n
zZ == - 7
22 2 n’ Tz — (n+2)!

hat Hauptteil 1 und somit Residuum resq(f) = 1 an der Stelle 0.
Nach dem Residuensatz ist also

/ f(¢) d¢ = 2mi reso(f) = 27i.
I¢l=1
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§17 Homotopieinvarianz von Kurvenintegralen

Definition 17.1

Sind X und Y metrische (oder topologische) Raume und
f: X = Y sowie g: X — Y stetige Abbildungen, so nennt man
eine Abbildung

F:[0,1] x X =Y, (s,x)— F(s,x)

eine Homotopie von f nach g (in Y), wenn F stetig ist,
F(0,x) = f(x) und F(1,x) = g(x) fir alle x € X.

Fiir jedes s € [0, 1] ist dann also Fs := F(s,-): X — Y eine stetige
Funktion; esist Fp = f und F; = g.

Definition 17.2

Es seien U C C eine offene Teilmenge, a < b reelle Zahlen,
v: [a, b] = U sowie n: [a, b] — U Wege in U und
F:[0,1] x [a, b] — U eine Homotopie von 7 nach n in U.
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(a) Ist Fs(a) = ~v(a) = n(a) und Fs(b) = ~v(b) = n(b) fiir alle
s € [0,1], so nennt man F eine Homotopie relativ {a, b} oder
eine Homotopie mit festen Endpunkten.

(b) Ist Fs(a) = Fs(b) fiir alle s € [0,1] (sodass jedes Fs und somit
auch 7 und 7 geschlossene Wege sind), so nennt man F eine
Homotopie geschlossener Wege.

Satz 17.3 (Homotopieinvarianz komplexer Kurvenintegrale)

Es sei f: U — C eine holomorphe Funktion auf einer offenen
Teilmenge U C C. Sind a < b reelle Zahlen und v: [a, b] — U
sowie 7: [a, b] — U stiickweise stetig differenzierbare Wege derart,
dass eine Homotopie in U mit festen Endpunkten von ~ nach 7
existiert, so ist

L F(C) dC = /n () d. (1)

Sind «y und n geschlossene Wege und existiert in U eine Homotopie
geschlossener Wege von v nach 7, so gilt ebenso (1).
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Beweis (der ersten Aussage). Sei F: [0,1] x [a, b] — U eine
Homotopie mit festen Endpunkten in U von « nach 7. Da die auf
[0, 1] definierten Wege t — ~y(a + t(b — a)) und

t — n(a+ t(b— a)) die gleichen Kurvenintegrale liefern wie v bzw.
n und via (s, t) — F(s,a+ t(b — a)) homotop sind, diirfen wir
0.B.d.A. annehmen, dass a =0 und b = 1. Da F([0, 1] x [0, 1])
eine kompakte Teilmenge von U ist, gibt es nach Hausaufgabe H4
auf Ubungsblatt 2 ein & > 0 derart, dass

F([0,1] x [0,1]) + B=(0) C U.
Da F als stetige Funktion auf einer kompakten Menge gleichmaBig
stetig ist, gibt es ein & > 0 derart, dass

‘F(SQ, tz) — F(Sl, tl)’ <e€

fir alle (517 tl), (527 tg) S [O, 1] X [07 1] mit ’52 — 51‘7 ‘t2 - t1’ < 4.
Sei 2 < n e Nso groB, dass 1/n < 4. Fiir j € {1,...,n—2} und
k € {0,...,n— 1} betrachten wir nun den Weg
Y.k [0,4/n] = U, der auf den Teilintervallen [0,1/n], [1/n,2/n],
[2/n,3/n] bzw. [3/n,4/n] affin-linear von F(j/n, k/n) nach
F((j+1)/n, k/n) l3uft, von dort nach F((j +1)/ns(k +1)/n),



dann nach F(j/n,(k 4+ 1)/n) und von dort zuriick nach
F(j/n, k/n). Den Weg 7 «: [0,4/n] — U definieren wir auf
[0,3/n] analog mit j = 1, setzen fiir t € [3/n,4/n] aber

Y0.k(t) = ((k +1)/n = (t = 3/n)).
Den Weg v,—1k: [0,4/n] — U definieren wir mit j = n— 1 auf
[0,1/n] und [2/n,4/n] analog, setzen fiir t € [1/n,2/n] jedoch

Yn—1k(t) :==n(k/n+ (t —1/n)).
Jeder Weg ~; i ist geschlossen, stiickweise stetig differenzierbar
und benutzt als Funktionswerte nur solche von F an den Ecken des
in der Skizze gezeigten Quadrats Q; x (oder Verbindungsstrecken
zwischen solchen Funktionswerten) bzw. am linken Rand die
Funktionswerte von v = F(0, -), am rechten Rand die
Funktionswerte von n = F(1,-). Es ist

7.4([0,4/n]) € B:(7.k(0)),
denn alle benutzten Funktionswerte von F liegen in der

Kreisscheibe und somit auch die Verbindungsstrecken zwischen
solchen. Da die Kreisscheibe konvex ist, liefert der Cauchysche
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Integralsatz fiir Sterngebiete, dass

JCES:
Vi k
fir alle j,k € {0,...,n—1}. Sei ¢;: [0,1] = U, t +— z der
konstante Weg mit Wert z := v(0) = n(0) und ¢, der
entsprechende konstante Weg mit Wert w := (1) = n(1). Da sich
Integrale iiber Teilwege im Inneren wegheben und Integrale langs
konstanten Wegen verschwinden, folgt

n—1
0 = f(¢) d¢

J K=

- / f(C)dC+/f(()dC+/(CW) f(C)d<+/ F(C) d¢

o

~ [f@dc- [ fo)ac O

n
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Wir begniigen uns zunichst mit der erste Aussage von Satz 17.3
(iiber Homotopien mit festen Endpunkten) und arbeiten damit. Die
zweite Aussage (iiber Homotopien geschlossener Wege) wird
anschlieBend bewiesen und vorher nicht benutzt.

Fiir jede offene Teilmenge U C C und jeden Weg ~v: [a, b] — U
existiert ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg n: [a, b] — U,
der bei festen Endpunkten homotop zu 7 ist.

Beweis. Nach Aufgabe H4 des 2. Ubungsblatts gibt es ein ¢ > 0

derart, dass ([a, b]) + B-(0) C U. Da y wegen der Kompaktheit

von [a, b] gleichmaBig stetig ist, existiert ein § > 0 derart, dass
(W, y €lab]) x—yl<d = ©hx)-ry)<e (2

Sei n € N so groB, dass % < J. Wir betrachten die dquidistante
Unterteilung a =tg < --- < t, = b von [a, b] mit
ti := a+ X(b— a) fiir k € {0,1,...,n}. Der durch

n(t) == y(tk—1) + n(t — tx—1)(v(t) — ¥(tx=1))



fir k € {1,...,n} und t € [tx_1, tx] gegebene Polygonzug
n: [a, b] — C ist stiickweise stetig differenzierbar. Die Abbildung

F:[0,1] x [a,b] = C, (s, t) = (t) + s(n(t) —(t))
ist eine Homotopie von « nach 7 in C, da F stetig ist,
F(0, )=~ und F(1,)=n.

Fiir alle k € {1,...,n} und t € [tx_1, tx] sind die Punkte y(tx—1)
und y(tx) in B-(7(tk—1)) enthalten, also auch der Punkt n(t) auf
ihrer Verbindungsstrecke (da die Kreisscheibe konvex ist); insb. ist
n(t) € U und somit 1 ein Weg in U. Weiter ist y(t) in B-(7(tk-1))
nach (2), da |t — tx—1| < 6. Dann ist auch die Verbindungsstrecke
von (t) und n(t) in der Kreisscheibe enthalten und somit

F(s,t) € B-(y(tk—1)) C U fiir alle s € [0,1]. Also ist F eine
Homotopie in U von « nach n und zwar eine Homotopie bei festen
Endpunkten, da wegen v(a) = n(a)

F(s;a) = v(a) + s(n(a) —v(a)) = 7(a)
fiir alle s € [0,1] und analog F(s, b) = ~(b) fir alle s € [0,1]. O



Definition 17.5

Ist f: U — C eine holomorphe Funktion auf einer offenen
Teilmenge U C C und ~v: [a, b] — U ein Weg, so wahlen wir einen
stiickweise stetig differenzierbaren Weg n: [a, b] — U, der zu 7 bei
festen Endpunkten homotop ist und setzen

L F(C)de = /n F(C) dc.

Um zu sehen, dass [ f(() d¢ wohldefiniert ist (in Lemma 17.8),
benutzen wir zwei Hilfsmittel.

Lemma 17.6 (Klebelemma)

Es seien X und Y metrische (oder topologische) Rdume und

f: X — Y eine Abbildung. Gibt es endlich viele abgeschlossene
Teilmengen A;,..., A, € X mit A;U---UA, = X derart, dass
fla;: A — Y fiir jedes j € {1,..., n} stetig ist beziiglich der
induzierten Metrik (bzw. der induzierten Topologie) auf A;, so ist f
stetig.
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Beweis. Sei A C Y eine abgeschlossene Teilmenge. Fiir jedes
J€{1,...,n}ist f|a, stetig, somit (f[a;) " (A) = A;NF1(A)
relativ abgeschlossen in A; und somit abgeschlossen in X, da A;
abgeschlossen in X ist. Also ist
n
1A = J @)

j=1
abgeschlossen in X als endliche Vereinigung abgeschlossener
Mengen. Somit ist f stetig. UJ

Lemma 17.7

Es seien U C C eine offene Teilmenge und 7,n,0: [a, b] — U
Wege.

(a) Ist F: [0,1] x [a, b] — U eine Homotopie in U von  nach n
bei festen Endpunkten, so ist

F~:10,1] x [a,b] = U, (s,t)— F(1—s,t)

eine Homotopie von 7 nach « in U bei festen Endpunkten.
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(b) Ist F wie in (a) und G: [0, 1] x [a, b] — U eine Homotopie
von n nach @ in U bei festen Endpunkten, so ist

F(2s,t) fiirs €0, 3],

FxG: [0,1]x[a, b] — U, (s,t) {G(25— 1,t) fiir s € [1,1]

eine Homotopie von « nach 6 in U bei festen Endpunkten.

In U bei festen Endpunkten homotop zu sein, ist also eine
Aquivalenzrelation auf der Menge alle Wege in U mit festem
Definitionsbereich [a, b].

Beweis. (a) Offenbar ist F~ stetig und hat die beschriebenen
Eigenschaften.

(b) Da F x G auf den abgeschlossenen Teilmengen [0, 3] x [a, b]
und [%, 1] x [a, b] von [0, 1] X [a, b] stetig ist, ist F x G nach dem
Klebelemma stetig. [.
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Lemma 17.8

Seien in der Situation von Definition 17.5 sowohl 7: [a, b] — U als
auch 0: [a, b] — U stiickweise stetig differenzierbare Wege, die bei
festen Endpunkten in U zu v homotop sind. Dann ist

J, F(Q) d¢ = [, () dc.

Beweis. Es sei F: [0,1] x [a, b] — U eine Homotopie y nach 7

in U bei festen Endpunkten und G: [0,1] x [a, b] — U eine
Homotopie von v nach 6 in U bei festen Endpunkten. Dann ist
F~ % G eine Homotopie von n nach 8 in U bei festen Endpunkten.
Nach Satz 17.3 ist somit fn f(¢)d¢ = J,f(¢)d¢. O

Bemerkung 17.9

Die erste Aussage von Satz 17.3 bleibt auch giiltig, wenn v und 7
lediglich stetige Wege sind, nicht notwendig stiickweise C*.

Sind namlich 6: [a, b] — C und &: [a, b] — C stiickweise stetig
differenzierbare Wege derart, dass v in U zu 6 und 5 in U zu &
homotop ist bei festen Endpunkten, so ist nach, Lemma 17.7 .auch
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0 zu & homotop in U bei festen Endpunkten und somit
FOde [ f)de ' [ ) de €[ F(¢)de. O
[ Foac® [roa = [roa? [noa

Beweis der zweiten Aussage von Satz 17.3. Es seien 7: [a, b] — U
und n: [a, b] — U geschlossene (nicht notwendig stiickweise stetig
differenzierbare) Wege, so dass es eine Homotopie

F:[0,1] x [a, b] — U geschlossener Wege in U von ~ nach 7 gibt.
Nach Umparametrisieren diirfen wir annehmen, dass [a, b] = [0, 1].
Sei u:=n(0) =n(1) und

c:[0,1] = U, tw—u
der zugehorige konstante Weg. Weiter betrachten wir den Weg
6:10,1] = U, s+~ F(s,0)=F(s,1).

Wir definieren
H:1[0,1] x [0,3] = U
stiickweise wie folgt: Fiir (s, t) € [0,1] x [1,2] sei
H(s,t) :== F(s,t —1). Fiir (s, t) € [0,1] x [0,1] sei H(s,t) :=u
wenn t <'s,
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H(s,t) :==0(s+1—1t)
wenn t > s, so dass also H auf der Verbindungsstrecke von
(0,1 —s) und (s,1) den konstanten Wert 6(s) hat. Fiir
(s,t) € 0,1] x [2,3] sei H(s,t) := uwenn t >3 —s,
H(s,t) :=0(s+t—2),
so dass also H auf der Verbindungsstrecke von (s,2) und (0,2 + s)
den konstanten Wert 6(s) hat. Nach dem Klebelemma ist H stetig

und somit eine Homotopie in U von 8~ &~ @ 6 nach ¢, &1 D ¢,
(siehe Skizze). Nach Bemerkung 17.9 ist

| o= () d,
0~ dydo cu®ndey

wobei das Integral auf der linken Seite gleich

_/f(g)dg+/f(()d{+/9f(§)d(=Lf(C)dC

¢ ¥
ist, das auf der rechten Seite gleich

/ F(C)dC + / FQde+ [ () de = / F(Q)d¢. O
Cuy n Cy 7



Definition 17.10

Ein Gebiet U C C heiBt einfach zusammenhingend, wenn fiir alle
Wege v: [a,b] — U und 7: [a, b] — U mit v(a) = n(a) und

v(b) = n(b) eine Homotopie F in U von 7 nach 7 existiert, mit
festen Endpunkten.

| \

Satz 17.11

Ist U C C ein einfach zusammenhangendes Gebiet, so hat jede
holomorphe Funktion f: U — C auf U eine Stammfunktion.

A

Beweis. Sei zyp € U fest. Fiir z € U wahlen wir einen Weg ~ in U
von zy nach z und setzen

Man beachte, dass F(z) unabhingig von der Wahl von ~ ist, da
wegen des einfachen Zusammenhangs von U alle Wege von z
nach z in U bei festen Endpunkten zueinander homotop sind und
somit nach Bemerkung 17.9 die gleichen Integrale liefern. Fiir jedes
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w € U existiert ein € > 0 mit B.(w) C U. Ist v ein Weg von zy
nach w und vy, , der geradlinige Weg von w nach z, so ist nach
dem Beweis von Satz 4.3

B.(w) — C, zr—>/ f(¢)d¢
Yw,z

eine Stammfunktion fiir f|g_,), also auch

B.(w) 5 C, zos F(W)+/ F(C)d¢ = / £()d¢ = F(z2). O
Yw,z "/@'Yw,z

Satz 17.12

Es sei U C C ein einfach zusammenhangendes Gebiet und

f: U — C eine holomorphe Funktion mit 0 ¢ f(U). Dann gilt:

(a) Es existiert eine holomorphe Funktion g: U — C derart, dass
f(z) = e8?) fiir alle z € U (ein Logarithmus von f). Fiir jeden
Logarithmus G von f existiert ein kK € Z mit G = g + 27ik.

(b) Fiir jedes m € N existiert eine holomorphe Funktion h: U — C
mit f = h™ (eine mte Wurzel von f). Fiir jede mte Wurzel H
existiert ein k € {0,1,...,m— 1} mit H = e27k/mp,
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Beweis. Man zeigt dies wie Satz 12.1 bzw. Satz 12.4. Dort wurde
nur die Existenz von Stammfunktionen benutzt, die fur einfach
zusammenhangendes U nach Satz 17.11 ebenso gewahrleistet ist. []

Definition 17.13

Eine Teilmenge U C C heiBt kontrahierbar, wenn es fiir ein w € U
eine Homotopie F: [0,1] x U — U von idy zur konstanten
Funktion ¢,,: U — U, z — w gibt.

Es ist also F stetig, F(0,z) = z und F(1,z) = w fiir alle z € U.

Beispiel 17.14
Jedes Sterngebiet U C C ist kontrahierbar.

Ist ndmlich U sternférmig beziiglich w € U, so ist
F:[0,1]xU—= U, F(s,z):=z+s(w-—2z)
eine Homotopie in U von idy nach ¢, .
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Satz 17.15

Ist ein Gebiet U C C kontrahierbar (also z.B. sternférmig oder
konvex), so ist U einfach zusammenhangend.

| A

Lemma 17.16

Es sei g: K — L eine surjektive stetige Abbildung zwischen
kompakten metrischen Raumen und f: K — X eine stetige
Abbildung in einen weiteren metrischen Raum derart, dass

f(x) = f(y) fir alle x,y € K mit g(x) = q(y),
so dass also g: L — X, g(q(x)) := f(x) fir x € K wohldefiniert
ist. Dann ist g stetig.

4

Beweis. Ist A C X abgeschlossen, so ist f “1(A) in K abgeschlossen
und somit kompakt, also g(f~*(A)) eine kompakte Teilmenge
von L und somit abgeschlossen in L. Da q surjektiv ist, gilt

g (A) =q(g (g 1(A)) = al(g o a) " (A) = a(f}(A))
und nach dem Vorigen ist dieses Urbild abgeschlossen in L. Also ist

g stetig. U
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Beweis von Satz 17.15. Es seien v: [a, b] — U und n: [a,b] — U
Wege mit v := v(a) = n(a) und v := ~y(b) = n(b). Nach
Umparametrisieren sei 0.B.d.A. [a, b] = [0, 1]. Es sei weiter
F:10,1] x U — U eine Homotopie von idy nach ¢, fiir ein

w € U. Wir erhalten Wege 6,¢: [0,1] — U via

0(s) := F(s,7(a)) bzw. &(s) := F(s,~(b)).
Sei A1 C [0,1] x [0, 1] das Dreieck mit den Ecken (0,0), (3, 3)
und (0, 1). Die Abbildung
1:[0,1] < [0,1] = A1, (x,¥) = (0,¥) +x(3,5 — ¥)

ist surJektlv und stetig mit q1(1,y) = (3, 1) fiir alle y € [0,1].
Weiter ist f;: [0,1] x [0,1] — U,

(s,t) = F(s,7(1))
stetig und f1(1, t) = w fiir alle ¢t € [0, 1]. Nach Lemma 17.16 gibt
es also eine stetige Funktion gy: A; — C derart, dass
groqr=f.

Dann ist g1(0, t) = v(t) fiir alle t € [0, 1]; weiter ist



g1(57 S) = 0(25) und g1(57 1- S) = 5(25)

fiir alle s € [0, 3]. Analog erhalten wir auf dem Dreieck A, mit den
Ecken (3,3), (1,0) und (1,1) eine stetige Funktion g>: Ay — U
derart, dass go(1, t) = n(t) fir alle t € [0,1], g2(1 — s,5) = 0(2s)
fiir alle s € [0, 3] und ga(s,s) = &(2 — 2s) fiir alle s € [3, 1]. Wir
definieren H: [0,1] x [0,1] — U durch H|a, := g1; H|a, := &;

H(s,t) := 0(2t)
fiir alle (s, t) € [0,1] x [0,1] mit t <sund t <1 —s; und
H(s,t) :=&(2 — 2t)

fiir alle (s,t) € [0,1] x [0,1] mit t > s und t > 1 — s (s. Skizze).
Dann ist H eine Homotopie von v nach 7 bei festen Endpunkten. [
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Es sei U C C ein einfach zusammenhangendes Gebiet. Ist ein
Gebiet V C C zu U homdomorph, so ist auch V einfach
zusammenhangend.

Beweis. Es sei ¢: U — V ein Homéomorphismus, also stetig und
bijektiv mit stetiger Umkehrfunktion. Sind ~: [a, b] — V und

n: [a, b] = V Wege mit v(a) = n(a) und v(b) = n(b), so sind
5= ¢ Loyund 7j:= ¢! on Wege in U mit 5(a) = 7j(a) und
A(b) = 7(b). Da U einfach zusammenhiangend ist, gibt es eine
Homotopie F: [0,1] x [a,b] — U in U von 4 nach #j mit festen
Endpunkten. Dann ist ¢ o F eine Homotopie in V von « nach 7
mit festen Endpunkten. [

Beispiel 17.18

Esist U :=]1,2[ x ]0, oo[ eine konvexe offene Menge und somit ein
einfach zusammenhingendes Gebiet in R?> = C. Die Abbildung
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¢: U—=C, (r,t)— (r+t)e = (r+ t)(cost,sint)

ist injektiv und stetig differenzierbar mit Jacobimatrix

Jy(r, 1) = cost cost— (r+t)sint
AL T U sint sint+ (r+t)cost )

Da det Jy(r,t) = r+t # 0 fiir alle (r, t) € U, ist V := ¢(U) offen
in C nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion und ¢: U — V ein
Cl-Diffeomorphismus, insbesondere also ein Homdomorphismus.
Nach Satz 17.17 ist somit V einfach zusammenhangend.

Eine Skizze von V finden Sie im Anhang; insbesondere ist V' nicht
sternformig.
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§18 Umlaufzahlen und erste Anwendungen

Lemma 18.1

Ist v: [a, b] — C ein C*-Weg und zy € C \ ¥([a, b]), so gibt es fiir
jedes w € C mit y(a) — z0 = e genau einen C'-Weg
0: [a, b] — C derart, dass #(a) = w und

20+ %) = ~(t) fiir alle t € [a, b]. (1)

Es ist mw—ﬂa:/ L ac )

¢(—20

insbesondere ist §(b) — 6(a) unabhéngig von der Wahl von w. Ist
zudem ein geschlossener Weg, so ist 6(b) — 6(a) € 2wiZ.

Beweis. Erfiillt ein C'-Weg 0: [a, b] — C mit §(a) = w die
Bedingung (1), so gilt

7(0) = 50 = M9(0) = (2(6) ~ )¢ (1)
fiir alle t € [a, b], also €'(t) = (v(t) — 20)~+/(t) und somit
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0(t) = W+/ 0/(s) ds — W+/ 7(5)1_207'(5) ds.  (3)

es ist 6 also eindeutig festgelegt. Definieren wir 6: [a, b] — C
durch die rechte Seite von (3), so ist #(a) = w und
0'(t) = (y(t) — z0)*4/(t). Die Hilfsfunktion

h:[a,b] = C, t (y(t)— zo)e_e(t)
erfiillt also h(a) = (v(a) — z9)e~??) =1 und
W (t) =/ (£)e™"®) — (1(t) — 20)e "0/ (t) = 0.

Also ist h(t) = 1 fiir alle t € [a, b] und somit v(t) — zg = e?(*).
Nach (3) gilt insbesondere

H(b)—e(a):/ab’y()_zo ds—/c_z ,

also (2). Die Differenz ist unabhangig von der Wahl von w, da w
in der rechten Seite nicht vorkommt. Ist « geschlossenen, so ist

20+ €% = y(a) = y(b) = z + ),

somit ?(3) = e%(b) und folglich A(b) — 0(a) € 27iZ. O



Sei nun v: [a, b] — C lediglich stiickweise C! und

zp € C\ v([a, b]). Sind a=ty < t; <--- < t, = b derart, dass
V[t_,.4) stetig differenzierbar ist fiir alle j € {1,...,n}, so
definieren wir zu gegebenem w € C mit e" = ~(a) — zg einen Weg
0: [a, b] — C durch die rechte Seite von (3). Der stiickweise
C'-Weg 6 ist dann durch 6(a) = w und (t) — zg = e’(!) eindeutig
festgelegt, per Induktion nach n: Der Fall n =1 ist in Lemma 18.1
erledigt. Per Induktion ist 0|, . ) festgelegt, insbesondere also
0(ts—1) und somit nach Lemma 18.1 auch 0], , . Lemma 18.1
bleibt also giiltig, wenn ~ und 6 lediglich stiickweise C!
angenommen werden.

Definition 18.2

Ist v: [a, b] — C ein Weg und z5 € C\ 7([a, b]), so definieren wir
den Index von zy beziiglich ~y als

¢—20

. 1 1
ind, () == 27”/ dc.
g

Prof. Dr. Helge Gléckner Funktionentheorie



Bemerkung 18.3

(a) Ist m: [a,b] = C\ {20} ein stiickweise stetig differenzierbarer
Weg, der in C\ {2} zu v homotop ist bei festen Endpunkten, so
ist

. 1 1 1 1 . _
ind(1) = 5 L dc= 5 /7 L ¢ =indg(n): (4)

(—20 ¢—20

nach Lemma 18.1 gilt somit ind, () € Z, wenn v (also auch 7)
ein geschlossener Weg ist.

(b) Sind v: [a,b] = C\ {20} und n: [a,b] — C\ {20} Wege, die
bei festen Endpunkten in C\ {2} zueinander homotop sind, so gilt
(4) wegen der Homotopieinvarianz komplexer Kurvenintegrale.

Der Index wird auch Umlaufzahl genannt; anschaulich bedeutet
ind () im Falle eines geschlossenen Wegs ~, wie oft dieser im zg
herumlauft. Ist etwa ind,(y) = 3, so lauft v dreimal um z im
Gegenuhrzeigersinn; ist indz () = —4, so lauft y viermal um zy im
Uhrzeigersinn.
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Beispiel 18.4
Fir zg € C, r >0 und k € Z ist

v:[0,27] = C\ {z0}, t~ 2o+ re
ein C:-Weg. Mit w := In(r) ist e¥ = r = 7(0) — zy. Weiter ist
0:[0,27] = C, t~In(r)+ ikt
ein C-Weg mit 6(0) = In(r) = w und e?(t) = re’kt — ~(t) — z.
Folglich ist

L (62m) - 0(0)) = 2%

indz(7) = = k.

27 27

| \

Beispiel 18.5

Gegeben zg € C und r > 0 betrachten wir den geschlossenen
Cl-Weg v: [0,27] — C, t + zg + re'. Dann gilt

1 wenn z € B/(z);
indz(7) = {0 wennZEC\g(zo)
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In der Tat ist ind,(y) = 1 fiir alle z € B,(zy) nach Beispiel 4.5. Fiir
alle z € C\ B,(z) ist ind,(y) = 0, denn fiir R := |z — zo| > r ist
die Funkti 1
ie Funktion Br(z) = C, ¢
(—z
C—zo|=r C%z d¢ = 0 nach dem Cauchyschen

Integralsatz fiir Sterngebiete (Folgerung 4.4).

holomorph, somit f|

Satz 18.6 (Cauchyscher Integralsatz fiir einfach

zusammenhangende Gebiete)

Ist U C C ein einfach zusammenhangendes Gebiet, so gilt

Af(é) d¢ =0

fiir jede holomorphe Funktion f: U — C und jeden geschlossenen
Weg ~ in U.

Beweis. Es sei 7 ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg, der
in U zu v homotop ist bei festen Endpunkten. Da f nach

Satz 17.11 auf U eine Stammfunktion besitzt, gilt nach Satz 2.6
J,f(Q)d¢ = [, F(Q)d¢=0. O



Satz 18.7 (Cauchysche Integralformel fiir einfach
zusammenhangende Gebiete)

Es sei U C C ein einfach zusammenhangendes Gebiet, f: U — C
holomorph und ~y: [a, b] — U ein geschlossener Weg. Dann gilt

1 [ Q)

27 o G A

fir alle z € U\ 7([a, b]).

d¢ = £(2)indz()

Beweis. Die Funktion
f(Q)—-f(2) :
g:U—=C, (— (—z wenn ¢ 7 z;
f'(z) wenn({=z
ist holomorph auBer an der Stelle z und dort stetig, also auf ganz
U holomorph (da an der Stelle z eine hebbare Singularitat

vorliegt). Nach Satz 18.6 ist also —oriinds(4)

o~ fss- | (- T

Nun teile man durch 27/ und l6se auf. [J
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§19 Cauchyscher Integralsatz (allgemeinste Form)

Ist v: [a, b] — C ein Weg, so schreiben wir auch im(y) := 7([a, b]).
Satz 19.1 (Cauchyscher Integralsatz und Integralformel).

Es seien U C C eine offene Teilmenge, f: U — C eine holomorphe

Funktion und 71, ..., v, geschlossene Wege in U derart, dass
> ind,(7;) =0 (1)
j=1

fir alle z € C\ U. Dann gilt

n

> [ o =o. 2)

j=1 Vi

Weiter gilt fiir alle z € U\ U'-':1 im(v;)

s Z / A ac—re )Zmdz(w). ©

Prof. Dr. Helge Gldckner Funktionentheorie




Beim Beweis nutzt ein Lemma, das wir danach beweisen:
Lemma 19.2

Es sei U C C eine offene Teilmenge und f: U — C eine
holomorphe Funktion. Dann ist die Funktion

: 7’((”’):’((2) wenn z # w;
g:UxU—C, (z,w)— w—2z
f'(z) wenn z = w

stetig.

In der Situation von Satz 19.1 sei K := (J/_; im(7;).

Die Funktion h: U — C,
1
20523 [ a0
.

ist holomorph.

Beweis. Da g stetig ist, ist h nach dem Satz {iber
parameterabhingige Integrale stetig. Fiir festes w € U ist g(-, w)
holomorph. Nach dem Lemma von Goursat und Aufgabe P12 gilt
fiir alle a,b,c € C mit A(a, b,c) C U



L ) do = 5 // g(,¢) dw dC = 0.

a,b,c J:]- j a,b,c

Nach dem Satz von Morera ist h somit holomorph. [J

Beweis von Satz 19.1. Wir behaupten, dass die Funktion h aus
Lemma 19.3 h = 0 erfiillt. Ist dies richtig, so gilt fir alle z € U\ K

0 = h(z):;riZ/_gzgdg
B 1 & f(z)
N 27r/z -z C_%i;/%,(—zdc

=1 VJ
= 5= Z dc —f(2) ) ind:(7).
j=1 ’YJ j=1

Auflosen liefert (3).
Beweis der Behauptung: Wir definieren
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Ur:={ze€C\ K: > ind,(v;) = 0} und betrachten die nach
Lemma 6.1 holomorphe Funktion

h12U1—>C, Zlen:/f(C)de

27 =y ¢ —
Firze UnN Uy ist =0
1O (A NN
Mo~ 572 | e et )Y i) = )

da die zweite Summe per Definition von U; verschwindet. Somit ist

h(z) wenn z € U,

v:UUh =€ Z'_){ hi(z) wenn z € Up

wohldefiniert und holomorph. Nach (1) ist C\ U C U, somit

U U U; =C, also v eine ganze Funktion. Beachten Sie, dass

Z > ind;(v;) — O fiir |z| — oo, somit ind,(7;) =0 fir ze C\ K
mit |z| gentigend groB. Dann ist also z € U; und somit

P(z) = hi1(z) — 0 fiir |z| — oo. Also ist 1 eine beschrankte ganze
Funktion und somit konstant nach dem Satz von Liouville. Da
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Y(z) — 0 fiir |z] — oo, ist ¥ = 0 und somit h = 0, wie behauptet.

Zum Beweis von (2) wende man (3) fiir z € U\ K an auf die
Hilfsfunktion F: U — C, w — (w — z)f(w). Wir erhalten

;ri;/f( "C—zmz/g_ d = F(z)Zmd () =0. O

=1

Beispiel 19.4
Wir betrachten

1 1 1
f: C\{1,2} = C, ZH(z—l)(z—2)_z—2_z—1

und wollen fIC|:3 f(¢) d¢ berechnen.

Hierzu sei y1: [0,27] — C\ {1,2}, t > 3e' der obige
Integrationsweg in U := C\ {1,2}. Weiter seien
v2,73: [0,27] — C\ {1,2} die Wege, die durch
. 1.
72(t) =1+7e™" y(t) =2+ e "



gegeben sind. Fiir alle z € C\ U = {1,2} ist dann
Zle ind,(7;) = 0 (vgl. Abbildung im Anhang), folglich

3

0= f(¢) d¢,
2,

also /<|_3f(C)dC _ /Mf(g)dgz/72f(C)dCA3f(C)dC

= F(¢)d F(¢)d
/K_”_; () dc + /<—2|—; () dc

= 2miresi(f)+2miresy(f) = —27i+27wi = 0.

Bemerkung 19.5

Mit der gleichen Idee des “Hinzufiigens von Hilfswegen” (wie hier
v2 und 73) kénnen wir in Bélde aus dem allgemeinen Cauchyschen
Integralsatz eine allgemeine Form des Residuensatzes herleiten, die
uns dann ermoglicht, viele komplexe Kurvenintegrale (und auch
einige reelle Integrale) leicht zu berechnen.
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Beweis von Lemma 19.2. Auf der offenen Menge aller

(z,w) € U x U mit z# w (also |z — w| > 0) ist g(z, w) ein
Differenzenquotient der stetigen Funktion f, also stetig. Wir
miissen noch zeigen, dass fiir zg € U die Funktion g an der Stelle
(20, 20) stetig ist. Es gibt ein r > 0 mit B,(z) C U. Da B,(z)
konvex ist, gilt nach dem Mittelwertsatz fiir alle z, w € B,(z)

1
F(w) - F(z) = /ODf(z—Ft(W—z))(W—z)dt

1
= /0 f'(z+ t(w — 2))(w — 2) dt.
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Ist z # w, so kdnnen wir durch w — z teilen und sehen, dass
g(z,w) = h(z,w) mit

1
h: B.(z0) X B/(z0) = C, (z,w)— /0 f'(z+ t(w — 2)) dt.

Da (z,w,t) — f'(z + t(w — z)) stetig ist, ist h stetig nach dem
Satz iiber parameterabhangige Integrale. Man beachte, dass auch

1
h(z,7) = /0 F(2)dt = F(2) = g(z,2)

fiir alle z € B,(z). Also ist g = h und somit g stetig. O
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§20 Der Residuensatz in allgemeiner Form

Satz 20.1 (Residuensatz)

Es seien U C C eine offene Teilmenge, zi,...,z, € U paarweise

verschiedene Elemente mit m € Ny und

f:U\{z1,...,zm} — C

eine holomorphe Funktion. Sind 1, ..., v, geschlossene Wege in

U\{zi,...,zm} derart, dass

n

> ind.(y;) =0 fiiralle z€ C\ U,
j=1

so gilt

/ F(C)d¢ =2mi» ) indy, (v;) resz (f).
-

j=177% k=1 j=1

(1)

(2)

Beispiel 20.2
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/|<|_3 {(Cei ) d¢ = 2mireso(f) + 2miresy(f) = 2mwi(e — 1)

mit f:(C\{O,l}%(C,Z}—)Z(;%il).

Denn f ist holomorph und die Umlaufzahl des Weges [0, 27] — C,
t +» 3e'® an den Stellen 0,1 € B3(0) ist 1. Weiter sind 0 und 1
Pole der Ordnung 1 von f, da

1 1

f(z) = ;g(z) bzw. f(z) = P h(z)

mit den holomorphen Funktionen g: C\ {1} — C, z+— e*/(z—1)
und h: C\ {0} — C, z+— e*/z, welche

g(0)=¢e%/(-1)=-1#0 und h(l)=e/l=e#0
erfiillen (vgl. Bemerkung 16.5). Nach Aufgabe P17 (a) ist also
reso(f) = g(0) = —1 und res;(f) = h(1) = e.



Beweis von Satz 20.1. Ist m = 0, so haben wir die leere Summe 0
auf der rechten Seite von (2) und auch die linke Seite
verschwindet, nach dem Cauchyschen Integralsatz. Sei nun m > 1
und r > 0 so klein, dass B,(z) C U fiir alle k € {1,...,m} und
r < |zi — z| fir alle k, £ € {1,..., m} mit k # £. Fiir

k € {1,..., m} definieren wir

vk =y indg, (7))

j=1
und betrachten den Weg
ne: [0,27] = U\ {z1,...,zm}, t> zx 4 re ™t
Dann ist ind,,(1x) = —vkd « fiir alle k, £ € {1,..., m} und somit
erfiillt £ mit den geschlossenen Wegen 1, ...,vn, M1, . -.,Nm die
Voraussetzungen des Cauchyschen Integralsatzes. Es ist also

FOdc+ Y [ Fo)dc
k=1""lk

n

0:2/

j=177

folglich



wobei fiir die zweite Gleichheit Lemma 2.11, Beispiel 2.12 und
Lemma 2.13 benutzt wurden, fiir die letzte die “Baby-Fassung”
des Residuensatzes (Satz 16.7). O

Der Residuensatz kann auch zur Berechnung von Integralen
reellwertiger Funktionen benutzt werden. Exemplarisch diskutieren
wir uneigentliche Integrale fiir geeignete rationale Funktionen. Fiir
eine weitere Klasse von Beispielen vergleiche Aufgabe H21.

Es seien 2 < ne N und ag, ..., a, € C derart, dass a, # 0 und die
Polynomfunktion g: C — C, z — Z;:O ajzj keine Nullstellen in R
besitzt. Seien by, ..., bm € C mit m € Ng und m < n— 2. Dann
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existiert das folgende uneigentliche Integral und es ist

® bx™ 4 -+ boxO )
/oo PR IT————C dx = 2mi Z resz(f)

J: Im(z)>0

= 27 Z resz(f),

J: Im(z)<0

wobei z1, ..., zy die paarweise verschiedenen Nullstellen von g sind
und f: C\{z1,...,z;} = C, z= > " bz /q(2).

Das uneigentliche Integral ist zu verstehen als uneigentliches
Integral des Realteils des Integranden plus i mal dem
uneigentlichen Integral des Imaginarteils des Integranden.

Beispiel 20.4

Mit £: C\ {i,—i} = C, z~ (z+1)/(z* + 1)? ist

o 1
/ ():;11)2 dx = 27i res,-(f) =
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Wegen f(z) = ﬁh(z) mit h: C\{-i} - C, z — (sz_ril)z mit
h(i) = (i +1)/(2i)> = —(i + 1)/4 # 0 ist i nach Bemerkung 16.5
ein Pol zweiter Ordnung von f. Nach der Quotientenregel ist

(z+0)2—(z+1)2(z+i) z+i—2(z+1)

') —
e N CR
und somit A'(i) = 8(:21),. = L. Nach Aufgabe P17 (a) ist
W) 1
res;(f) = TR

Beweis von Satz 20.3. Das uneigentliche Integral existiert, da fiir
ein K > 0 die uneigentlich Riemann-integrierbare Funktion
K

1+ x2
eine Majorante fiir den Real- bzw. Imaginarteil von R — C,
x — f(x) ist (vergleiche die folgenden Abschitzungen).
Fiir |z] — oo gilt h(z) := Y} _gakzk™" — a, # 0, es gibt somit
ein R > 0 derart, dass h(z) # 0 fiir alle z € C mit |z| > R. Da
zudem g(z) == Y 1o bkz"™™ — by, fiir |z| — oo, folgt
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g(z) . bm
h(z) — o

Beachten Sie, dass
h(z)

fir alle z€ C\ {z1,...,2z}, mit m—n < —2. Sei C €]0, o[ mit

C > |bm/an|. Gegeben € > 0 kénnen wir nach VergroBern von R

erreichen, dass |z;j| < R fiir alle j € {1,...,¢},

£(2) < C firallezeCmit|z| >R
h(z)
und _ €
RM n+1 < =
—aC

Wir betrachten nun den geschlossenen Weg v : [0,2R + w] — C,
der gegeben ist durch yg(t) := —R + t wenn t € [0, 2R)],

vr(t) = Re'*=2R) wenn t € [2R, 2R + x]. Dann gilt ind,(yg) = 1
fiir alle z im offenen Halbkreis S = {w € Bg(0): Im(w) > 0},
insbesondere also fiir alle z = zj mit Im(z;) > 0; fiir z€ C
auBerhalb S ist ind,(yg) = O (siehe Aufgabe P21). Mit dem
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Residuensatz (angewandt z.B. mit
U:=C\{z:je{1,...,£} mit Im(z) < 0}) erhalten wir

/f(g)dgzzm > resy(f). (3)

J: Im(z)>0

Das Integral auf der linken Seite ist hierbei gleich

R
/ F)dc+ [ F(O)dc
_R Or

mit Og: [0,7] — C, t — Re'. Das erste dieser Integrale
konvergiert gegen [ f(x) dx fiir R — oc. Der Betrag des
zweiten Integrals |dsst sich nach oben abschitzen durch

L(0g) max{|F(C)|: ¢ € im(0R)} < TR-R™".C < - ic C<e,
T

geht also gegen O fiir R — oo. Die linke Seite von (3) geht fiir

R — oo somit gegen [ f(x) dx. Fiir die zweite Formel arbeitet

man mit unteren Halbkreisen statt oberen. [
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Lemma 20.5 (Index benachbarter Wege)

Es seien vo: [a, b] — C und ~1: [a, b] — C stetig differenzierbare
geschlossene Wege und w € C derart, dass

(vt efa, b]) [m(t) —0(t)] <|w —0(2)l- (4)
Dann ist w & vo([a, b]) und w & v1([a, b]); zudem gilt

indW('yo) = indW('yl).

Beweis. Da die rechte Seite in (4) positiv ist, ist w & yo([a, b]).
Fiir jedes t € [a, b] gilt

(w = ()] = [w = 0(t)] = [r0(t) = ()],
wobei die rechte Seite wegen (4) positiv ist; also ist w # ~1(t). Die

im Lemma betrachteten Indizes sind also sinnvoll definiert und
weiter ist somit

71(t) —w
Yo(t) — w

v:la, bl = C, t—



ein geschlossener C1-Weg. Aus (4) folgt
Yol(t) —w —nlt) +w Yo(t) —nlt
1 o) — |t =W =) ] o) = m(e)

= <1
70(t) —w 7o(t) — wi
fiir alle t € [a, b], so dass also v ein Weg in Bi(1) ist und somit
indo(y) =0,
da das Integral indo(7y) der holomorphen Funktion Bi(1) — C,

¢ % % langs des geschlossenen Wegs ~ verschwindet nach dem

Cauchyschen Integralsatz fiir Sterngebiete. Nach der
Quotientenregel ist nun

;1o —w) — (71— w)yg

T (o — w)?
und somit l/ _ % - ’y(’)
Y MW Y- w
Es ist also
1 (1 1 [P4(1)
0=indo(7) = — [ Zd¢=-— dt
indo(7) 2#/[,{ C= o /. (1)
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b / b /
_ 1/ 7(t) dr 1 Yo(t) dr
a N

2mi (t) —w 2ri J, o(t) —w
1 / 1 .

= — [ —d¢— /dC indy (1) — indw (). O
21 )y, C—w i -

Definition 20.6

Ist U C C ein Gebiet und f: U — C eine nicht-konstante
holomorphe Funktion, so gibt es fiir jede Nullstelle zy von f nach
dem Identititssatz ein kleinstes m € N derart, dass (™) (z) # 0.
Man nennt m die Vielfachheit der Nullstelle zy. Ist zg € U beliebig
und w := f(zp), so definiert man die Vielfachheit der w-Stelle z,
als die Vielfachheit der Nullstelle zg von f — w. Ist K C U eine
kompakte Teilmenge, so enthalt K nur endlich viele paarweise
verschiedene Nullstellen z;, ..., z, von f; sind my, ..., m, deren
Vielfachheiten, so nennt man

my+ -+ my
die Zahl der Nullstellen von f in K.
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In der Tat ist K N f~1({0}) kompakt und jede Nullstelle z ist nach dem
Identititssatz ein isolierter Punkt in f~1({0}), somit {z} offen in
f~1({0}) und somit in F~1({0}) N K; der kompakte Durchschnitt wird
durch endlich viele solcher einpunktiger Mengen iiberdeckt.

Satz 20.7 (Satz von Rouché).

Es sei U C C ein Gebiet, f: U — C eine nicht—konstalte
holomorphe Funktion, zg € U und r > 0 derart, dass B,(z) C U
ist und f auf 9B,(zp) keine Nullstellen besitzt. Dann gilt:

(a) Die Zahl N¢ der Nullstellen von f in B,(z) ist gegeben durch

1 ()
2mi [{—z0|=r f(C)

(b) Ist g: U — C holomorph und [g(¢) — f(¢)| < [£(¢)] fiir alle
¢ € 0B/(2p), so hat auch g keine Nullstellen auf 9B,(z) und
g hat Ny = N¢ Nullstellen in B,(zo).

Ny dc.

Beweis. (a) Sind zi, ..., z, die paarweise verschiedenen Nullstellen
von f in B.(zp), ist nach Aufgabe P18 und deren Musterlésung
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sowie Aufgabe P17 jedes z; ein Pol erster Ordnung von f’/f und
die Vielfachheit m; gleich res, (f’/f). Nach dem Residuensatz ist

1 f'(€) - : -
577 o 7 %7 2 ) = 2=

Die linke Seite ist auch gleich indo(f o y) mit ~: [0,27] — C,
t s zo+ re't, da (f o) (t) = f/(v(t))Y'(t); also ist

N¢ = indo(f 0 7), (5)

was gleich noch von Nutzen ist.

(b) Fir ¢ € C mit |¢ — zg| = rist

lg(O)] > |f(O)] — |g(¢) — ()| > 0 per Voraussetzung, also ¢ keine
Nullstelle von g. Nun erfiillen 9 := f oy und 71 := g oy mit

w := 0 die Voraussetzungen von Lemma 20.5. Benutzen wir (5)
und die entsprechende Formel mit g an Stelle von f, folgt

Ng = indg(g ©y) = indo(f 0 v) = N¢. O
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Satz 20.8

Es sei U C C ein Gebiet und (f,),en eine Folge holomorpher
Funktionen, die gleichmaBig auf kompakten Mengen gegen eine
Funktion f: U — C konvergiert. Ist jedes f, injektiv und f nicht
konstant, so ist auch f injektiv.

Beweis. Andernfalls gibe es zg # z; in U mit f(z) = f(z1); nach
Ersetzen von f, durch f, — f(z) und f durch f — f(z) diirfen wir
annehmen, dass f(zg) = f(z1) = 0. Da f nicht konstant und nach
Satz 8.3 holomorph ist, kdnnen wir wegen des Identititssatzes ein
r €10, |z1 — z0|/2] finden derart, dass B,(z) C U, B,(z1) C U und
7o die einzige Nullstelle von f in B,(z) ist, z; die einzige Nullstelle
in B,(z1). Fiir ¢ € B,(z;) nimmt |f(¢)| ein Minimum 6; > 0 an
fir j € {0,1}. Sei 6 := min{61,62}. Ist n so groB, dass

I£2(¢) — F(¢)] < 6 fiir alle ¢ € OB,(z0) U dB,(z1), so muss nach
Satz 20.7 (b) auch f, eine Nullstelle in B,(z) haben sowie eine in
B/(z1). Da B.(z) N B,(z1) = () per Wahl von r, hitte f, also zwei
Nullstellen, im Widerspruch zur Injektivitat von f,. [J
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§21 Der Riemannsche Abbildungssatz

Sei D :={z € C: |z| < 1} = B1(0) die offene Einheitskreisscheibe
und

S:={zeC:|z|=1}
die komplexe Einheitskreislinie. Da D konvex ist, ist D
scheibenformig, also kontrahierbar und somit einfach
zusammenhangend. Unser Ziel ist der folgende Satz:

Satz 21.1 (Riemannscher Abbildungssatz)

Fiir jedes einfach zusammenhangende Gebiet U C C mit U # C
existiert eine biholomorphe Abbildung f: U — D), also ein bijektive
holomorphe Funktionmit holomorpher Umkehrfunktion f~1: 1D — U.

Hingegen ist U := C zwar ein einfach zusammenhangendes Gebiet,
aber jede holomorphe Funktion f: C — D ist nach dem Satz von
Liouville konstant und somit nicht biholomorph.

Die folgenden zwei Sitze nutzen beim Beweis des Riemannschen
Abbildungssatzes.
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Der folgende Satz wird uns ermdglichen, aus geeigneten Folgen
holomorpher Funktionen eine kompakt konvergente Teilfolge
auszuwahlen. Der Beweis wird am Ende des Kapitels gegeben; er
beruht auf dem Satz von Arzela-Ascoli, der in einem Spezialfall
ebenfalls bereitgestellt und bewiesen wird.

Satz 21.2 (Satz von Montel)

Es sei U C C eine offene Menge und (f,)nen eine Folge
holomorpher Funktionen derart, dass fiir jede kompakte Teilmenge
K C U die Menge

{f(z):neN,ze K} CC

beschrankt ist. Dann gibt es eine Teilfolge (f,, )ken, die
gleichmaBig auf kompakten Mengen gegen gegen eine holomorphe
Funktion f: U — C konvergiert.

Fiir & € D betrachten wir nun die holomorphe Funktion
Z—«

¢a:{z€C:az#1} - C, Z9 T (1)
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Im Fall o = 0 ist der Definitionsbereich ganz C und es ist
¢o = idc; diese Abbildung bildet I auf sich selbst ab und ebenso
S. Im Fall « # 0 hat ¢, den Definitionsbereich

C\{1/a},

wobei |1/a@| = 1/[a| > 1. Der Definitionsbereich ist also eine
Obermenge von D = B1(0).

Satz 21.3

Fiir 0 # a € D ist ¢4 injektiv, ¢o(D) =D und ¢4(S) = S. Weiter
ist ¢a(a) =0 und ¢ (0) = —a. Es ist

im(¢a) = C\ {-1/a}
und (¢o)~! = ¢_o. Weiter ist

1

¢h(0)=1—a]* und ¢(a)= 1= [ap

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass ¢, die Definitionsliicke —1 /@
von ¢_, nicht als Funktionswert annimmt, so dass also die
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Komposition ¢_, o ¢ definiert werden kann. Fiir z € C\ {1/a} ist

1 1 Z—« 1 _
_E—Qba(z) < == 1_as A —5(1—042)—2—04
1 1
& ——=+4z=z—a & ==a.
a a

Diese Bedingung ist nie erfiillt, da |a| < 1 aber |1/a] = 1/|a| > 1.
Fiir z € C\ {1/a} berechnen wir nun durch Einsetzen und
Erweitern mit 1 — oz

= ta  z—ata(l-az) z(1-|a?)

_ 1-az _ _ _
9—alPa(z)) = l+a+2 l-az+a(z—a) 1—|af?
Also ist ¢, injektiv und das Bild von ¢_,, enthilt ganz C \ {1/a}.
Da das Bild nach dem ersten Beweisschritt (mit —ca an Stelle von
«) auch eine Teilmenge von C\ {1/a} ist, folgt

im(¢-a) = C\ {1/a}.
Ersetzen von « durch —a zeigt, dass auch im(¢,) = C\ {—1/a}
ist; ¢ ist also bijektiv als Abbildung in diese Menge und wir
schlieBen, dass (¢a) ' = ¢_q.




Nach der Quotientenregel ist
1oy (1—az)—(z—a)(-a)
¢a(z) - (1 _ az)z

1-|of?

Also ist ¢/,(0) = 1 — |af? und ¢{,(a) = Gapy = Tap-
1

Ist |z| =1, soist 1 = zz~" = zZ und somit
e = T T el F—al

Also gilt ¢o(S) C S. Gegeben z € S ist ¢_o(2) € S und
z2 = Po(P-a(2)) € Pu(S), also S C P (S) und somit ¢, (S) = S.
Da ¢4 injektiv ist und ¢ (S) =S, muss ¢o(z) € C\ S sein fiir alle
z € D. Gabe es ein z € D mit |p,(z)| > 1, so wiirde die stetige
Funktion h:10,1] = [0,00[, t+ |pa(tz)]
h(1) > 1 erfiillen und |h(0)| = |p(0)| = | — a| < 1, nach dem
Zwischenwertsatz gibe es also ein 7 € [0, 1] mit h(7) =1, im
Widerspruch zu ¢, (72z) € S. Also ist stets |4 (z)| < 1 und somit
¢a(D) C D. Da « beliebig war, ist auch ¢_,(D) C D und somit
$a(D) 2 pa(¢-a(D)) =id(D) = D, also ¢o(D) =D. U

z=al  |z—a| |z—a]




Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes. Es sei U # C ein
einfach zusammenhingendes Gebiet. Weiter sei ¥ die Menge aller
holomorphen Funktionen v : U — D derart, dass ¢ injektiv ist. Die
Strategie ist, ein 1) € ¥ zu finden mit ¢(U) = D. Nach dem
Biholomorphie-Kriterium (Satz 14.9) ist ¢»: U — D dann
biholomorph.

Schritt 1. Wir zeigen, dass ¥ # () ist. Sei wy € C\ U. Dann ist
f:U—-C, z—z—w

holomorph und 0 ¢ f(U). Nach Satz 17.12 existiert also eine
holomorphe Funktion g: U — C mit g2 = f. Dann ist g injektiv,
denn fiir alle z; # z € U folgt aus

g(21)? = 21— wo # 2 — w0 = g(2)?, (2)
dass g(z1) # g(z2). Aus (2) folgt zudem, dass g(z2) # —g(z1).
Auch im Falle z; = z; ist dies nicht moglich, da g(z1) # 0. Da g
nicht konstant und somit eine offene Abbildung ist, enthilt g(U)

eine Kreisscheibe B,(zp). Dann ist zy # 0, also zg # —zy und nach
Verkleinern von r diirfen wir annehmen, dass
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E,(Zo) ﬂE,(—Zo) = (Z)
Dann ist g(U) N B,(—z) = 0. Gébe es namlich ein z, € U mit
g(z) € B/(—2), so wire —g(2) € —B,(—2) = B/(2) C g(V),
es gabe also ein z; € U mit g(z1) = —g(z2), im Widerspruch zur
Voriiberlegung. Definieren wir nun
r

,L/} o g+ Zo’
soist [¢(z)| = r/|g(z) + zo] < 1 weil |g(z) + zo| > r wegen

g(z) & B,(—2z). Also ist ¥(U) C ID) Weiter ist 1) holomorph und
wie g ist ¢ injektiv (da g(z) = w(z) — zp); also ist ¢ € X.
Schritt 2. Wir zeigen:

Ist » € ¥ mit ¥»(U) # D und zy € U, so gibt es ein ¢; € ¥ mit
[¥1(20)| > [¥'(20)]-

Sei namlich a € D\ (V). Dann ist ¢, 09 € ¥, denn diese
Komposition ist holomorph, injektiv und hat Bild in D. Da
da(a) = 0 gilt, ¢ injektiv ist und o & P(U), hat ¢ 0v: U— C




keine Nullstelle. Also existiert eine holomorphe Funktion g: U — C
mit g2 = ¢, 0 1. Da g2 injektiv ist, ist auch g injektiv. Weiter ist
wegen |g(2)? = |g(2)?| = |pa((2))| < 1 fiir jedes z € U auch
lg(z)| <1, also g(U) C D und somit g € . Insbesondere ist

B = g(z0) € D. Dann ist 91 := ¢3 0 g € X. Wir benétigen auch
das Element 7 := 1¢(zp) € D. Mit der holomorphen Funktion

s:DoD, z—2°
ist s0g = ¢, 01, also unter Benutzung von g = ¢_g o1y
Y=¢_q050g=¢_y09y0¢9_n0Ss0p_goth1=¢p_yohoi
mit h:=¢,0¢p_qosop_g: D —D. Da 91(z) = ¢3() =0 und
h(0) = 0, liefert die Kettenregel
V'(20) = ¢~ (0)h'(0)11(20).
Nun ist h holomorph, h(D) € D und h nicht injektiv (da
¢—_p(D) =D und s auf D nicht injektiv ist). Nach dem
Schwarzschen Lemma muss somit |h’(0)| < 1 sein und folglich ist

9" (20)| = [¢Z(0)] [H'(0)] |41 (20)| < [1(20)I;



benutzt wurde, dass 1] (z) # 0 nach dem Biholomorphiekriterium
und [¢/_,(0)] = 1 — |7|> < 1 nach Satz 21.3.

Schritt 3. Sei nun z5 € U und
0 := sup{|Y'(20)|: ¥ € £} € [0, ).

Es existiert ein r > 0 mit B,(z) C U. Nach den Cauchyschen
Abschitzungen (Folgerung 6.6) ist wegen ¢(U) C D dann

[V (20)] < %maX{W(z)‘: z € 0B,(z)} < %

firalley € ¥, also 6 < % < o0o. Es gibt eine Folge (fp)nen in X mit
1f'(z0)| — 6.

Da {fy(z): n€ N,z € U} C DD beschrankt ist, gibt es nach dem

Satz von Montel eine Teilfolge (fp, )ken, die gleichmé&Big auf

kompakten Mengen gegen eine holomorphe Funktion f: U — C

konvergiert. Nach Erganzung 8.4 gilt dann f; — f’ gleichmaBig

auf kompakten Mengen, somit insbesondere f, (z0) — f'(z0),

woraus .
#(z0)] = Jim |y, (20)] = 0
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folgt. Da 6 > |¢'(zp)| > 0 fiir jedes ¢» € ¥ (nach dem
Biholomorphiekriterium), ist 8 > 0, somit f'(zy) # 0 und folglich f
nicht konstant. Nach Satz 20.8 ist also auch f injektiv. Fiir jedes
ze Uist |[f(z)| = limgooo |fn (2)| < 1, also

f(U) € D = B1(0).

Mit dem Offenheitssatz folgt f(U) C (D)° = D. Also ist f € ¥. Da
|f'(z0)] = 0 maximal ist, folgt mit Schritt 2, dass f(U) = D sein
muss. [J

Wir folgern den Satz von Montel aus dem folgenden Spezialfall des
Satzes von Arzela-Ascoli (allgemeinere Fassungen finden Sie spater
in der Literatur oder auch im Skript meiner aktuellen “Einfiihrung
in die Funktionalanalysis” in PANDA).

Satz 21.4 (Spezialfall des Satzes von Arzela-Ascoli)

Es sei U C C eine offene Menge und (f,)nen eine Folge von
Funktionen f,: U — C derart, dass gilt:

(a) Fiir jedes zp € U ist die Teilmenge {f,(20): n € N} von C
beschrankt;
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(b) Fiir jedes zg € U gibt es eine offene zp-Umgebung U(z) C U
und ein L(z) € [0, oo[ derart, dass fiir jedes n € N die
Funktion f,|y(z): U(z0) — C Lipschitz-stetig ist mit
Lipschitzkonstante L(zp).

Dann existiert eine Teilfolge (fn, )ken, die gleichmaBig auf
kompakten Mengen gegen eine stetige Funktion f: U — C
konvergiert.

Beweis des Satzes von Montel. Die Bedingung (a) des Satzes von
Arzela-Ascoli ist per Voraussetzung erfiillt, da wir K := {z}
wahlen kdnnen. Gegeben zy € U gibt es ein r > 0 derart, dass

K := B,(z9) C U. Per Voraussetzung ist

M = sup{|fa(z)|: n€N, z € K} < 0.
Sei U(zo) := B,(zo). Fiir alle z € U(z) ist B,(z) C U und die
Cauchysche Abschitzung liefert
1 M
()] < T sup{I(Q)]: ¢ € 9B ()} < T = L(zo)

Prof. Dr. Helge Gléckner Funktionentheorie



fiir alle n € N. Fiir alle n € N und z, w € U(z) gilt also

1
|f(w) —f(z)] = /0 f'(z+ t(w— 2))(w — 2) dt

< /01 If'(z+ t(w — 2))| |w — z| dt < L(z0)|w — Z|.

<L(z0)

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli hat (f,)nen also eine Teilfolge,
die gleichmaBig auf kompakten Mengen gegen eine stetige
Funktion f: U — C konvergiert. Nach Satz 8.3 ist f holomorph. [J

Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli. Die Menge
A:=UN(Q+iQ) ist abzidhlbar, also von der Form
A ={z: j € N}. Da {fy(z1): n € N} in C beschrankt ist, gibt es
natiirliche Zahlen

n(1,1) < n(1,2) < ---
derart, dass die Teilfolge (f,(1,k)(21))ken von (fa(21))nen in C
konvergiert. Wir finden nun Teilfolgen (f,(; «))ken von (f)nen fiir

J € N derart, dass gilt:



(i) Die Teilfolge (fy(j,k)(2/))ken von (fa(z))nen ist in C
konvergent.

(i) Ist j > 2, so ist (fo(jk))ken eine Teilfolge von (f,(i_1 x))keN-
Ist ndmlich 2 < j € N und haben wir schon (n(¢, k))ken fiir
e {l,...,j— 1} soist (foj—1k)(Z))ken eine beschrankte Folge
in C und hat somit eine konvergente Teilfolge (f,(j_1,m,)(Z))keN:
wir setzen n(j, k) := n(j — 1, my).
Nun ist (fo(k,k))ken eine Teilfolge von (f,)nen derart, dass
(fa(k,k)(27))ken fiir jedes j € N konvergiert. Ist K C U eine
kompakte Teilmenge und € > 0, so gibt es fiir jedes w € K ein
r(w) > 0 derart, dass B,(,)(w) € U(w). Nach Verkleinern von
r(w) diirfen wir annehmen, dass

2r(w)L(w) < g/3.

Es gibt eine endliche Teilmenge ® C K derart, dass

K € Uweo Brw)(w). Fiir jedes w € ® existiert ein j(w) € N
derart, dass ((w) := zj(,) € By(w)(w). Es existiert ein {(w) € N
derart, dass
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[ Fagies) (C(W)) = faipy (C(W))[ < &/3 fiir alle j, k > £(w).

Sei ¢ € N so groB, dass ¢ > {(w) fiir alle w € ®. Fiir alle j, k > ¢
existiert fiir jedes z € K ein w € ® mit z € B,(,,)(w). Also ist

[fa(k.0)(2) = fa(i ) (2)]
= g, ) (2) = Fai i) (CWN)| + [Fagie iy (C(W)) = Fogi iy (C(w))]
o) (C(W)) — foii ) (2)]
< 2L(w)r(w) +e/3+2L(w)r(w) < e

und folglich ||y )|k — fajj) K lloo < €. Also ist (foik k)lk)ken eine
Cauchyfolge in (C(K,C), | - ||s) und somit gleichmaBig konvergent
gegen eine stetige Funktion fix: K — C. Da jedes z € U in einer
kompakten Teilmenge von U (z.B. {z}) enthalten ist, ist
(fa(k,k))ken insb. punktweise konvergent gegen eine Funktion

f: U—C.lst z€ Uund r > 0 so klein, dass K := B,(z) C U, so
ist nach dem Vorigen f|x = fi stetig, also f|g, (,) stetig. Somit ist
f stetig. Per Konstruktion konvergiert (f,(x x|k )ken gleichmaBig
gegen fx = f|k fiir jede kompakte Teilmenge K C U. O



§22 Erganzungen

Dieses Kapitel enthilt ohne Beweis einige Fakten fiir die
Allgemeinbildung, die spater fiir Sie wichtig sein kdnnten.
Zunichst ergdnzen wir zwei Fakten zu Wegen und Umlaufzahlen.

Satz 22.1 (Zyklen um K in U)

Ist U C C eine offene Teilmenge und K C U kompakt, so
existieren ein n € Ny und stiickweise stetig differenzierbare
geschlossene Wege ~1,...,7, in U\ K derart, dass

n

> ind () = 0

=

fiir alle z€ C\ U und > 7 ind,(v;) = 1 fiir alle z € K.

Vgl. Satz 3.3 in Fischer-Lieb, Funktionentheorie, Kapitel IV.
Fiir jeden geschlossenen Weg ~: [a, b] — C ist die Funktion
C\7([a,b]) = Z, z+>indz(7)



stetig (also auf jeder Wegkomponente wie in Satz 10.7 konstant)
und ist 0 auf der unbeschrankten Wegkomponente, da ind,(v) — 0
fiir |z| — oco. Im wesentlichen Fall eines stiickweise C!-Wegs folgt
Ersteres aus dem Satz iiber parameterabhingige Integrale,
Letzteres aus der Standard-Integralabschatzung.

Anschaulich gesprochen andert sich die Umlaufzahl um +1, wenn

man den Weg von rechts nach links iiberquert:

Satz 22.2

Es seien 7: [a, b] — C ein Weg und a < 3 in [a, b] derart, dass

v = 1(7(8) — v(a)) # 0. Mit dem Mittelpunkt

20 := 3(v(@) +~(B)) und r := |v| seien (a)—(c) erfilllt:

(a) Esist y(]ev, B[) € Br(20);

(b) Esist Br(z0) N([a, b]) = ~([cx, B]);

(c) Br(20) \ v([e, B]) hat zwei Wegkomponenten. Die eine, W,
enthdlt L := zy + iv. Die andere, Wk, enthdlt R := z5 — iv.

Dann gilt ind;(y) = indg(y) + 1.
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Vergleiche Theorem 10.37 in Rudins “Real and Complex Analysis”
(wo unnétig v stiickweise C! angenommen wird). Vergleiche auch
Satz 3.1 in Fischer-Lieb, “Funktionentheorie”, Kapitel IV.

Die Riemannsche Zahlenkugel

Wir nehmen zu C ein weiteres Element oo ¢ C hinzu und erhalten
so die erweiterte Zahlenebene

C:=Cu {0}
Diese wird auch Riemannsche Zahlenkugel genannt. Definieren wir
Sz = {(x,y,2z) € R3: x2 + y? + z2 = 1}, so ist die Abbildung

~ XY _
d: S, = C, (x7y,z),_>{ (1—271—z> wenn z # 1,

o0 wenn z =1
eine Bijektion (die stereographische Projektion von Nordpol
(0,0,1) aus). Man kann C die Metrik geben, die ® zu einer
Isometrie macht (und die entsprechende Topologie, die ® zu einem
Homdomorphismus macht). Dann ist C offen in € und C induziert
auf C die iibliche Topologie. Die Mengen {0} U {z € C: |z| > R}
bilden fiir R > 0 eine Basis von co-Umgebungen in C.



Ist G eine Gruppe mit Neutralelement e und X eine Menge, so
nennt man eine Abbildung
o: Gx X=X, (g,x)—o(g,x)=:1gx

eine Wirkung oder Gruppenoperation von G auf X, wenn e.x = x
und g.(h.x) = (gh).x fiir alle x € X und g, h € G. Die generelle
lineare Gruppe GLy(C) operiert auf der Menge P;(C) aller komplex
1-dimensionalen Untervektorraume von C? via
g.Cv=Cgv fiir0+#veC?
Die Abbildung
A C(z,1) wenn z € C;
v:iC=A(0), 2 { C(1,0) wenn z =00

ist eine Bijektion. Somit wirkt GLy(C) auf C via
g.z:=V(g.W(z)). Fir g = ( i s > mit a, b,c,d € C und

det(g) # 0 kann man nachrechnen, dass
az+b

cz+d
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fir z € C wenn cz # —d; im Falle cz = —d ist g.z = co. Weiter
gilt g.oo = 2 wenn ¢ # 0; ist ¢ = 0, so ist g.oo = co. Die so

erhaltenen bijektiven Abbildungen
C-C zmgz

nennt man gebrochen lineare Abbildungen. Auch ihre
Einschrankungen auf offene Teilmengen von C sind sehr
interessant, etwa die Abbildungen ¢, fiir a € D, die im Beweis des
Riemannschen Abbildungssatzes ganz wesentlich waren. Man kann
zeigen (siehe Fischer-Lieb, Satz 3.2 in Kapitel IX):

Beispiel 22.3 (Biholomorphe Selbstabbildungen von C)

Eine Abbildung ¢: C — C ist genau dann biholomorph, wenn es
a€ C\ {0} und b € C gibt mit

(Vze C) ¢(z) =az+b.

Man bekommt also genau die invertierbaren affin-linearen
Selbstabbildungen von C; traditionell wurden diese “lineare

Transformationen” genannt. Fiir den offenen Einheitskreis erhalt



man (siehe Satz 4.2 in Fischer-Lieb, Kapitel X):

Beispiel 22.4 (Biholomorphe Selbstabbildungen der Kreisscheibe)

Eine Abbildung ¢ : D — D ist genau dann biholomorph, wenn sie
von der Form 9(z) = e ¢,(z) ist fiir ein A € R und ein a € D,
mit Notation wie in (1).

Sei SLy(C) := {g € GL2(C): det(g) =1} und

H:={z € C: Im(z) > 0}. Unter Benutzung einer geeigneten
biholomorphen Abbildung H — D, die Einschrankung einer
gebrochen rationalen Abbildung ist, folgt (vgl. Satz 4.3 in
Fischer-Lieb, Kapitel IX).

Beispiel 22.5 (Biholomorphe Selbstabbildungen der Halbebene)

Fiir jedes g € SLy(C) schrankt sich die zugehdrige gebrochen
lineare Abbildung ein zu einer biholomorphen Abbildung H — H.
Jede biholomorphe Abbildung H — H ist von dieser Form.

Wir betrachten nun die Abbildungen
¢1:=idc: C—>C



und

N[~

wenn z # oo;
0 wenn z = o0;

¢2:(@\{0}—>C, zr—>{

diese bilden einen Atlas fiir eine eindimensionale komplexe
Mannigfaltigkeitsstruktur® auf C. Man nennt eine Abbildung
1. C — C holomorph, wenn sie stetig ist und die Kompositionen

pjo ot

auf ihrem Definitionsbereich holomorph sind fiir alle j, k € {1,2}.
Ist 7 bijektiv und sind v und 1~ holomorph, so nennt man
biholomorph. Nach Satz 3.1 in Fischer-Lieb, Kapitel IX gilt:

Beispiel 22.6 (Biholomorphe Selbstabbildungen der Zahlenkugel)

Jede gebrochen lineare Abbildung ist eine biholomorphe
Selbstabbildung von C. Jede biholomorphe Selbstabbildung von C
ist eine gebrochen lineare Abbildung.

3Es ist also € eine sogenannte Riemannsche Fliche; siehe z.B. O.
Forster, “Lectures on Riemann Surfaces,” Springer-Verlag.
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Anhang: Drei Satze aus Analysis 1 und 2

Die folgenden Fakten, die aus der Analysis bekannt sein sollten,
werden im Skript benutzt. Gegebenenfalls kénnen auch die Beweise
hier nachgelesen werden. Wir benétigen das erste Resultat nur im
Fall einer Teilmenge X C R", das dritte nur im Fall einer
kompakten Teilmenge K C R".

Stetigkeit parameter-abhangiger Integrale

Sei f: X x [a,b] — R™ eine stetige Funktion, wobei a < b reelle
Zahlen sind und X ein metrischer (oder topologischer) Raum.
Dann ist die Funktion

b
g: X > R", x+—>/ f(x,t)dt

stetig.
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Beweis. Es sei || - ||oo die Maximum-Norm auf R™ und

B.(z) :={y e R™: ||y — z||oc < r} fiir r >0 und z € R™.

Gegeben € > 0 und x € X ist fiir jedes s € [a, b] die Menge
FH(Ba(f(x,5))) = {(y. t) € Xx[a, b]: || (y. t)—F(x,5)lloc < £/2}

eine offene Umgebung von (x,s) in X X [a, b]. Es gibt daher eine
offene x-Umgebung Vs C X und eine offene s-Umgebung
Ws C [a, b] derart, dass

Ve x We C (B ja(f(x,5))).
Fiir alle (y, t), (z,r) € Vs x W; gilt dann
1F(yst) = f(z,)llec < NIF(y,8) = £(x,5)lloo + [I(x,5) = (2, F)lloo
< gf2+¢e/2=c¢. (1)
Die Mengen W, bilden fiir s € [a, b] eine offene Uberdeckung von
[a, b]. Da [a, b] kompakt ist, finden wir sy, ..., sk € [a, b] mit
[a,b] = W5, U---U W,

Dannist V := V5 N---N V;, eine offene x-Umgebung in X.



Fiir alle y € V und t € [a, b] ist

1y, t) = f(x, t)]loo <, (2)
denn es existiert ein j € {1,..., k} mit t € W ;day,xe V C Vg,
gilt (2) nach (1), angewandt mit s :=s;, r := t und z := x. Fiir
alle y € V folgt

b
)~ £l = | [0 flcr) e

b
< [ 1R = Fx )l de < (b= a)e

Also ist g stetig an der Stelle x. [J
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Differenzierbarkeit parameter-abhangiger Integrale

Sei f: U x [a,b] = R™, (x,t) — f(x,t) eine Funktion, wobei
a < b reelle Zahlen sind und U C R" eine offene Menge. Wir
nehmen an, dass f stetig ist und fiir alle j € {1,..., n} die

partiellen Ableitungen of
7(X7 t)
0x;

J

existieren und in (x, t) € U X [a, b] stetig sind. Dann ist die

Funktion b

g: U—=>R™, x%/ f(x,t)dt
a

stetig differenzierbar und

b
% = [ byt (3)

xj a 0%

fir alle x € U und j € {1,...,n}, also

b
(Dwg)(x) = / (Dew,0)f)(x, t) dt fiir alle x € U und w € R".
a




Beweis. Nach dem vorigen Satz ist g stetig. Sei j € {1,...,n}
und x € U. Da U offen ist, gibt es ein € > 0 derart, dass
x + sej € U fiir alle s €]—¢, ¢[. Fiir jedes t € [a, b] ist dann

|—e,e[= R™, s f(x+sej, t)

eine differenzierbare Funktion mit in s stetiger Ableitung
a’; (x + sej, t). Nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung ist also

s of
f(x—l—sej,t)—f(x,t):/ OF (& rej, t) dr
0 Ox;

fir s €]—¢,¢[ und somit im Fall 0 # s

1 * of 1
g(f(X+Sej,t)—f(X, t)) = /0 a—xj(x+rej,t)gdr
= ; g:; (x + 7sej, t) dT,

wobei r = s7, dr = sd substituiert wurde. Folglich, ist
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b
A(s) = 1(g(x—ksej) g(x)):/ 1(f()H—seJ,) f(x,t))dt

//8 (x + 7sej, t) dT dt = /h(s,t)dt

mit
m tof
h: |—e,e[ x[a, b] = R™, (s,t) — ——(x + 7sej, t) dT.
0 9%

Beachten Sie, dass fiir jedes t € [a, b]

1
g(x, t)ydr = or

h =
0=/ 5

X, t).
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Da die Funktion

|—e.e[ x[a, b] x [0,1] = R™, (s, t,7)— g;(x + 7sej, t)
J

stetig ist, ist h nach dem vorigen Satz stetig. Somit ist auch die
Funktion

b
H:]—e,e[— R™, 5}—>/ h(s, t) dt

stetig. Also gilt

A(s) = H(s) — H(0) = / (0. 1) dt — / bg;(x, £) dt

J

fiir 0 # s — 0, d.h. die partielle Ableitung
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g—i(x) = lims_,0 A(s) existiert und ist wie gewiinscht durch (3)
gegeben. Als parameter-abhangiges Integral ist die partielle
Ableitung nach dem vorigen Satz stetig. Fiir jedes

— n .- n
w=> " wje € R"ist nun

9
Dug(x) = Zng jafju)

was den Beweis beendet. [
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Ist K ein kompakter metrischer (oder topologischer) Raum, so
versehen wir den Raum C(K, C) der stetigen Funktionen
f: K — C mit der Supremumsnorm,

Ifllo := sup{|f(x)|: x € K}.
Mit dieser Norm ist C(K, C) ein Banachraum.

Konvergenzsatz von WeierstraB

Sei K ein kompakter metrischer (oder topologischer) Raum und
(fa)nen eine Folge stetiger Funktionen f,: K — C derart, dass

[o.¢]
> lfalleo < o0.
n=1

Fiir jedes x € K konvergiert dann die Reihe Y7, f,(x) absolut.
Schreiben wir f(x) := Y72 fo(x) fiir den Limes, so ist f: K — C

k=1 neN

konvergiert fiir n — co gleichmaBig gegen f.
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Beweis. Da die Folge der Anfangssummen ) _; || fk|loo
konvergiert, ist diese eine Cauchyfolge; gegeben ¢ > 0 existiert also
ein N € N derart, dass fiiralle m>n> N

Z 1 ficlloo — lefklloo = Z Iilloo] = D Iilloo-
k=n+1 k=n+1

Fir alle m > n > N ist dann
m n
> fi=> f
k=1 k=1

somit ("} _; fk)nen eine Cauchyfolge im Banachraum
(C(K,C),| - ||oo)- Diese konvergiert gegen ein f € C(K,C) bzgl.
der Supremumsnorm, d.h. es gilt  n

ka —f
k=1

gleichmiaBig. Insb. konvergiert >~/ _; fx punktweise gegen f. Fiir
jedes x € Kist >0 1 [fn(x)] < D021 [Ifalloe < 00, somit
>0 1 fa(x) absolut konvergent. [J

Prof. Dr. Helge Glckner Funktionentheorie

m
< Y il <.

00 k=n+1

>

k=n+1

(e 9]



Wir wiederholen auch noch einmal, warum (C(K,C), || - ||oo)
vollstandig (und somit ein Banachraum) ist.

Sei (fn)nen eine Cauchyfolge in C(K, C). Fiir jedes € > 0 existiert
also ein N; € N mit ||, — fl|oo < € fiir alle n,m > N, d.h.

(Vn,m > N, Vx € K) |fm(x) — fa(x)| < e. (4)
Insbesondere gilt fiir jedes x € K
(Yn,m > N.) |fn(x) — fo(x)] < &,

d.h. (f2(x))nen ist eine Cauchyfolge in C und somit konvergent
gegen ein f(x) € C. Fiir jedes ¢ > 0 folgt aus (4) fiir m — oo

(Vn > N:)(Vx € K) |f(x) — fa(x)] <,

d.h. f, — f gleichmaBig. Als gleichmaBiger Grenzwert stetiger
Funktionen ist f stetig. Weiter gilt fiir jedes € > 0 nach dem
Vorigen

(Vn> No) ||If —folloo < &
und somit f, — f in (C(K,C), || - ||oc)-



@ Fischer, W. und I. Lieb, Funktionentheorie, Vieweg, 1992.
@ Rudin, W., Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, 1987.

Weitere klassische Werke sind u.a.

@ Ahlfors, L. V., Complex Analysis, McGraw-Hill, 1979.

@ Remmert, R. und G. Schumacher, Funktionentheorie 1+2

Fiir spater sei erwdhnt: Reell oder komplex analytische Funktionen
in mehreren Variablen (die lokal durch Potenzreihen in mehreren
Variablen gegeben sind) werde u.a diskutiert in

@ Dieudonné, J., Foundations of Modern Analysis, Academic
Press, 1969.

Fir Funktionentheorie in mehreren Veranderlichen, siehe auch

@ Grauert, H. und K. Fritzsche, Einfiihrung in die
Funktionentheorie mehrerer Veranderlicher, Springer, 1974.

Prof. Dr. Helge Glckner Funktionentheorie
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